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$ 43. 原始 递归 函数 


为 了 要 证 明 哥 德尔 定理 的 引 理 ， 我 们 将 对 某 一 类 数论 函数 及 
谓词 来 发 展 一 个 直觉 理论 ， 从 而 证 明 这 个 类 里 的 每 个 谓词 都 可 以 
在 形式 体系 内 数字 地 表示 ($49), 而 引 理 内 两 谓词 4 (a, 5) 及 
B(a,c) 便 属 于 这 一 类 《〈$ 52)。 这 便 使 得 我 们 免 去 在 形式 系统 内 
逐步 逐步 地 展开 的 麻烦 . 

除却 刚才 所 说 的 应 用 外 ， a... 2 
前 几 章 的 形式 系统 无 关 . 在 这 理论 内 ,和 元 数学 中 一 样 ,我 们 只 
AFETE”. 

我 们 把 自然 数列 

0,0, 0", 0°", + 
BE 0,1, 2, 3, he eae cae 应 用 一 个 原始 运 
算 或 十 1 而 造成 的 客体 的 类 .这 实质 上 便 是 自然 数 类 的 归纳 定 
X ($6). 

:， 归纳 证 明 , 作为 对 任何 自然 数 而 证 明定 理 T(y) 的 方法 言 ， 
便 直 接 相应 于 这 种 产生 数 的 方法 ($7). 依 归纳 而 定义 (不 要 和 ' 归 
纳 定义 ' FAYE» $6, $53), 亦 叫 递归 定义 ,是 定义 数论 函数 oly) 或 
数论 谓词 P(y) 的 相似 的 方法 。 首先 给 出 p(0) 或 P(0) (以 0 为 
变 目 时 函数 或 谓词 的 值 ), 其 次 , 对 任何 自然 数 y, 用? ply) 或 
P(y)( 以 Y 为 变 目 时 的 值 ) 来 表 出 PO) 或 PCy')( 以 > 之 后 一 数 为 


1) 参见 第 66 页 的 脚注 \ 依 ( 俄 ) 译 者 的 意见 作者 并 没有 -一 贰 地 遵守 他 自己 所 宣告 
的 有 穷 性 方法 (例如 , 见 第 246,292 诸 页 脚注 ) 一 -一 俄 译 者 注 . 
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EHRE). 类 似 地 ,我 们 可 以 作 结论 说 ,在 这 种 情况 下 ;函数 或 谓 
词 的 值 p(y) 或 Po) 便 对 每 个 自然 数 y 都 定义 了 . 因为 由 这 定 
义 的 两 部 分 可 以 使 我 们 在 产生 数 y 的 同时 亦 决 定 了 值 p(y) 或 


Ply). 
为 了 详细 考查 它 , 可 写 出 两 个 方程 
(0) = 4s 
1 
= bo = X(y, p(y)), 


它们 就 y 而 递归 地 定义 了 函数 p(y)， 这 里 9 是 一 个 给 定 的 自然 
数 , 而 XC(y, z) 是 给 定 的 一 个 二 元 数论 函数 . 

例如 , 值 p(4) 便 可 如 下 确定 ,为 了 要 生成 4, 我 们 逐次 地 生成 
0,1,2,3,4, 由 第 一 个 方程 可 知 值 p (0) PERAK: KA 
由 第 二 个 方程 , 值 PC) 为 X0, pg(0)) 亦 即 (应 用 已 得 的 值 9(0)》 
X(0, 9), 而 这 是 一 个 已 知 的 数 (因为 X(y,z) 是 一 个 给 定 的 函数 ); 
又 其 次 , p(2) 将 是 XC1, POL) IBI XC, X (0, q)); 值 p(3) 将 
FE X(2, 9(2)) EN X(2, XC1; X(0, 4))); 最 后 , 值 p(4) 将 是 x(3, 
p (3)), BI XC3, X(2, X(1, X(0,:4)))). 

因此 ,对 于 每 一 个 自然 数 y, 只 须 看 在 自然 数列 中 y 的 产生 过 
程 便 可 以 有 一 过 程 决定 相应 的 数 oly). KE MFR Ry 都 对 
应 着 一 数 p(y) ， 亦 即 定 义 了 一 个 特殊 数论 函数 p» 它 以 这 些 数 
p(y) 作 为 它 的 各 个 值 . 

当 把 (1) 考虑 为 未 知 函数 四 的 泛 函 方程 时 ， rere 
C1), 因为 包含 于 (1) 中 的 每 个 特殊 方程 ( 即 p (0) =q, 0") = 
20, p(0)), PA) = X, 9(1))，…: 等 等 ) 被 相继 地 选择 的 数 
P0); PA), 9(2), ARE. 304 (1) 作为 泛 函 方 程 时 , RA 
9? 才 满 足 它 ， 因 此 我 们 由 方程 (1) 而 决定 相继 的 数 pO), pl), 
9(2)，.…， 这 过 程 可 以 释义 为 : 任何 满足 这 方程 的 函数 必须 具有 
所 选择 的 值 . 

在 别 的 递 妇 定义 中 ,所 定义 的 函数 9 还 与 别 的 变 元 x,,……… ,x 
有 关 , 后 者 叫做 参数 , 当 对 > 而 作 归 纳 时 ,它们 永 取 辕 定 的 值 ， 

例 1 试 直觉 地 考虑 下 二 方程 
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fa 十 0 一 a， 
a +b = (a tby. 
我 们 曾 把 它们 作为 前 一 章 形式 符号 体系 中 的 公理 18 R19, 这 两 
方程 就 归纳 而 定义 了 函数 a+ b, 而 以 a 作为 参数 ， 作 为 预先 
已 知 的 函数 。 其 次 下 二 方程 
f “0 一 0， 

a-b=(a:b)+ta; 

便 就 5 归纳 而 定义 a* b, la 十 2 作为 已 知 函 数 ;又 
a =l, 
le = at- a, 

就 4 归纳 而 定义 a, Lo» EHEC MBM. 

依 归纳 而 定义 谓词 的 例子 见 后 ($ 45, 例 2). 

什么 数论 函数 是 可 以 递归 地 定义 的 ?? 要 把 这 问题 弄 得 明确 ， 
我 们 必须 指明 什么 函数 是 作为 一 开始 便 知道 的 ， 在 定义 新 函数 时 
允许 使 用 什么 运算 ,包括 允许 什么 样式 的 递归 定义 。 

我 们 现在 先 给 出 一 个 明 指 ， 由 它 可 以 得 到 用 初等 的 递归 式 所 
能 得 到 的 函数 。 这 些 函 数 将 叫做 ' 原 始 递归 的 ， . 

PAAR 〈D 一 (V) 中 每 一 方程 和 方程 组 都 定义 一 个 数论 函 
Rp, 其 中 4 与 m 为 正 整数 ,i 为 整数 1<i <n, g 为 自然 数 ， 而 
Kr Am X 等 则 为 给 定 的 数论 函数 ， 其 变 元 的 个 数 已 相应 
地 标 出 了 . 


(1) p(x) =x’, 

(I) PCr ots tn) =q. 

(MI) PCs tta 2p) = Hy. 

(Iv) pn tts te) = PMCs ta) es 
Xn X15 nhs a) 
p(0) = qf; 

Se Vo )= XCy, p(y)) 


1) 从 现在 起 ,不 管 原文 为 definition by induction 还 是 recursive definition, — 
律 译 为 “递归 定义 ”一 - 译 者 注 . 
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. 00; tas 52) las xn), 
(Vi N *22°°°* ota) = XC, p(y, SST Xa) 3 Xi» oe tne 
(CVa) 便 是 = 一 1 时 的 (V), (Vb) Æ n > 1 AN CV). ) 

如 果 一 函数 可 以 由 逐次 应 用 这 个 五 个 定义 运算 而 定义 出 ， 则 
它 叫 做 原始 递归 的 . 

这 定义 亦 可 以 更 详细 地 给 出 ， 类 似 于 形式 体系 的 可 证 公式 的 
定义 〈$ 19), 如 果 用 第 二 种 说 法 , 便 如 下 . 

我 们 把 上 述 的 方程 或 方程 对 偶 〈D 一 (V) 叫做 模式 ,它们 很 类 
UFAR, (D 一 (HI) 有 公理 模式 的 作用 (更 严格 些 , (IT) 类 似 于 一 
个 特殊 公理 ), 而 CIV) CV) 有 推论 规则 的 作用 。. 

函数 9 将 叫做 开始 函数 ,， ME? 满足 方程 (1)， 或 满足 具有 基 
些 特定 的 ns 4 的 方程 (ID), 或 满足 具有 某 些 特 定 的 ;i 的 方程 
an 

HER? 满足 具有 某 些 特定 的 n, m 的 方程 CV), WB Re OH 
BEER ho Xis +++, Xm; 如 果 9 满 足 具 有 特定 的 4 的 
HE (Va), WP 叫做 直接 依赖 于 函数 Xx; 如 果 满足 具有 特定 的 
n 的 方程 (Vb), W P MU 做 直接 依赖 于 函数 p, X. 

函数 9 叫做 原始 递归 的 ,如 果 有 有 穷 函 数 序列 Pis Pas opk 
《如 之 和 4)( 则 做 的 原始 递归 描述 ) 使 得 这 序列 中 每 个 函数 或 者 是 
下 个 开始 函数 ,或 者 是 直接 依赖 于 序列 中 在 前 的 函数 ， zu 
函数 pk EE p. 


SHA op XE MK 


本 章 的 第 一 个 问题 是 要 把 好 些 已 由 其 它 方式 布 知道 的 函数 认 、 
出 它们 是 原始 递归 的 . (类 似 地 , 当 研 究 形式 系统 时 ， 我 们 由 公理 
而 推演 出 一 些 形式 定理 ， 并 推演 出 导出 规则 作为 获得 更 多 的 定理 
的 一 般 方法 .。) 

我 们 对 各 模式 都 给 以 定型 ， 以 使 原始 递归 函数 类 的 定义 得 以 
简化 。 在 本 节 的 其 余部 分 ,我 们 将 看 看 它们 的 一 些 应 用 .。 


。238。 


模式 (DD) 给 出 后 继 通 数 作为 开始 函数 之 一 ， 我 们 把 它 记 为 5， 
模式 (ID 所 给 出 的 开始 函数 叫做 常 函数 ， 记 为 C?. 模式 (ID 所 
给 出 的 开始 函数 叫做 么 函数 > , 记 为 UF. 

模式 (IV) 叫做 依 代 人 而 定义 的 模式 ?。 9 的 未 定 值 的 表达 式 
HHH Xo tto X 的 未 定 值 表达 式 代入 由 的 变 元 处 而 得 . “应 用 
这 模式 而 定义 的 函数 9 ARICA Sib, Xis tto Xw). 

对 一 函数 作 显 式 定义 便 是 把 它 的 未 定 值 的 表达 式 如 下 地 作 
成 :由 它 的 自 变 元 (此 外 没有 其 它 的 自由 变 元 ) 及 给 定 的 永 数 符号 、 
常数 符号 及 运算 子 符号 ?等 等 用 造句 法 而 作成 。 在 特例 ,我 们 说 一 
函数 9 可 由 函数 deo di 及 常数 good: MERWE (RE 
显 式 于 这 些 函 数 及 常数 )， 如 果 下 的 未 定 值 的 表达 式 p (rotto 
Xo) 可 以 由 变 元 am，… xn， Mg 及 函数 bts Qr 
而 表 出 (参见 .$10 例 2). 在 这 情形 ,9 可 由 hse ,由 /经 一 系列 
的 应 用 模式 (II) 一 (1V) 而 作出 。 因为 模式 CIE) CA) 可 把 每 个 常 
数 及 每 个 变 元 ma， …，zx 都 作为 所 有 变 元 2 tto +. 的 函数 而 
给 出 ， 然 后 用 以 组 成 未 定 值 表达 式 plr to *,) 的 各 个 代 估 模 
全 都 适合 标准 形 (IV) T. iu 

Al 试 考虑 下 列 显 式 定义 
(2) p(x, zs y) = C(x, ny, 0(*)), 2). 

今 把 右边 的 x*, y 及 2 都 当 作 x, 2, y 的 函数 , 则 
P(x, zs y) = CCU x, z» y), (U3 (x, z, y)» 

. OCU x, z,.y))), C(x, 2, y)). - = 
然后 我 们 便 可 以 看 见 由 《，?， 6 经 过 下 面 列 出 的 逐次 应 用 模式 
(ID 一 (IV) 而 定义 p. 被 依次 使 用 的 函数 在 左边 加 以 命名 或 定义 
模式 的 使 用 则 在 右边 加 以 分 析 。 例如 ， 在 第 五 步 是 就 > 一 3 及 


1) 原文 为 identity functions 不 宜 译 为 恒 等 函 数 -一 译 者 注 . 33 

2) 又 叫做 氨 置 模式 一 一 译 者 注 . 

3) “给 定 的 函数 符号 " 指 5 及 Ui “给 定 的 常数 符号 ? 指 C3,“ 给 定 的 运算 于 符号， 
指 SEs Xin s Xm). 下文 的 < 可 以 由 … 而 表 出 ? 亦 指 兼用 这 些 符号 而 表 出 
(不 包括 递归 模式 (VD 又 按 , 所 谓 “ 用 造句 法 而 作成 ?“ 可 由 … 而 表 出 ? 均 不 够 
明确 ?不 如 直 说 “经 一 系列 的 应 用 《1 一 (LV)》 而 作出 ”《( 原 书 殷 这 名 作为 解释 ， 
不 作为 正式 定义 ) 一 一 译 者 注 。 
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m= 1 RR. (IV)， 把 前 面 第 三 步 第 四 步 的 函数 作为 《ivV) 
中 的 由 及 

1. 5 一 一 第 一 个 给 定 函 数 . 

2. 9 一 一 第 二 个 给 定 函数 。 
3. 6 一 第 三 个 给 定 函数 。 
4 
5 


Ulx,2,y)=x (ll), 2 = 3,i=1, 
. 0, Cx, z, y) = 8 (UR (x, z,y)) (IV), 2=3, m=]; 
3,4. 
Ul2,2,y)=y—(ID),n=3,i=3, ä 
P(x, 2; y) = n(Ul(x, z, y), (2, z, y))— (IV), 
; n= 3, m= 2; 2, 6,5, be ad 


sa 


i 


Cx, z, y) = 2 一 一 (H)， n = 3,4 =2. | 
© Paz y) = LU x,2,y) h(x, 23 yJs Cer 28 yy 
m 2. (IV), n = 3, m = 33.1, 4,7, 8. . 
ER: FA, n O 到 9 的 这 个 定义 亦 可 以 符号 地 表 为 

@) : p= SC, U, Si, U3, S0, U})), CH). 
oR 9 URN AS RA IE po =55 
Pr 便 是 …, REEE 1» 0 Uis Oss U3, P, Cì» P> :这 里 … 
TERETE PEE 人 8 

在 显 式 定义 的 分 析 中 而 使 用 么 函数 U3 a Gda) 
[1934]. 

模式 (V) 叫做 原始 递归 模式 ， (Va) 是 没有 参数 的 ， (Vb) 是 
.有 参数 的 。 有 时 我 们 把 这 样 定义 的 P 记 为 R3(Cx)( 对 《〈Va)) 或 
R’(#, X) (对 .(Vb)). 但 是 , 当 说 到 “原始 递 妇 式 ”时 ， 我 们 理解 为 
在 应 用 《V) 时 可 以 杂 有 一 些 显 式 定义 的 步骤 的 

AZ 要 对 “十 上 的 原始 递归 式 ($ 43， 例 1) MALLS» 可 先 
把 a + b BR pla b) 而 重新 写 出 递归 式 如 下 。 

E = a [ = Ui(a)], 
ple’, a) = Colb, a))’ [= X(b,p(b,a),a)], 
(这 里 Xi c, a) = e' = S(U}(6, c, 0)).) 
240 + 


er NO 


当 把 右 端 照 方 括号 记 刻 而 表示 时 ， 它 满足 (Vb)， 因 此 我 们 可 把 该 
定义 如 下 作出 : 

1. S(a) = a qd). 

2. Ul(a) = a CH), n=1,i=1. 

3. Ub, ca) =c I), n= 3, i=2, 

4. X(b, c, a) = S(Uilb, c, a))— (1V) 


n= 3, m= l; 1,3. 
z 2 a) = Ui(a) 
pb’, a) = X(b, pb, a), a) 
这 指出 了 ， 如 果 把 < + b HE gpl, a) (Bl p= baa tb, EM 
$10 93), 它 便 是 原始 递归 的 , MS, Ui U), X, p 便 是 它 的 原始 
递归 描述 。 再 作 三 个 步 邓 我 们 便 得 到 作为 pCa, b) Wa + b (AN 
Pı = łab a +b). 符号 地 表示 为 
aba a+b = R?(U!, SKS, U})), 
dab a+b = SX R?(U!, Si(S, U})), U}, U2). 
这 里 表示 一 般 的 方法 。 由 于 a 十 5 有 可 换 性 , p,(a, 5) = pCa, 
56)， 故 这 里 最 后 三 个 步骤 可 省 。 但 处 理 例如 a 的 递归 式 时 这 些 
步骤 便 不 能 省 了 . 
现在 我 们 便 使 用 这 些 技巧 来 得 出 一 系列 的 函数 的 原始 递归 
性 .下面 左 端 所 列 的 函数 都 是 原始 递归 的 。 要 核验 这 点 ， 读 者 可 
看 出 ， 首 先 右边 所 写 出 的 显 式 定义 及 原始 递归 式 的 确 产 生 了 原始 
递归 函数 ,其 次 ,所 产生 的 函数 与 左 端 所 命名 或 定义 的 函数 是 一 样 
的 ， 


—- (Vb), n= 2; 2， 4. 


#l.a--5 I a 
atb=(a+b5) 

#2a:.5 ze 
a-b=a-b+ta 


Cs 
H 3. as《 亦 写 为 aexp6) 已， a 
= va 


9 241。 


#4. a! Rn 


at=ata 
4 的 前 行者 。 [pi(0) = 0 
#5. =) YMa>okf 


0 当 a 一 0 时 pd(a’) = a 
a—b%a>obit a-0=a 
Po a m ee as 
#7. min(a, 5) min(a, 6) = 6+(b+a) f 
# 7a. min(a,, +*+, ap) min(as ***, a,)=min( * * -min(min Ca 
7 a2), a3)***a_) 
#8. max(a, b). . maxa, b) = (a + WE » 


非 ga max(a,, sa.) (HE 7a. > ox, 
1 当 s 一 0 时 g(a) =la jo 
04s >On sga) = 0° sg(a’) = 
= [0Ha = 0k} sg(a) = sg(sg(a)). 
ee oe EURE. 
0 
sg(a’) = 1 
#11 Ja— b]. PE E ER EN 
+ 12. rm(a, 6) (参见 W $41) 
{= (0,6) =0 
rm(a’, b) = (rm(a, b))’ + sgla 一 (rm(a, 5))|®, 
[0/6] 一 0 
[4/6] = [a/b]+sg |b — (rm(a, b)Y |P, 
附注 1 模式 (ID) 一 (V) (基底 A) 对 于 产生 原始 递归 函数 是 
很 方便 的 ， 如 果 容 许 常 数 而 看 作 0 元 的 原始 递归 函数 ， 则 可 用 下 


#9. seo-| 


3 13. [a/b] { 


Dssir—yl 为 sgClx 一 y|) 的 缩写 , Sele 一 y| 为 sg(]x 一 y|) 的 缩写 -一 
俄 译注 . 


* 2426 


法 得 到 另 一 基底 (基底 B): 把 (11) 改 为 

(ily) 9 一 0 

并 在 (IV) 中 人 允许 # 一 0 或 m 一 0， 删 去 《Va), 并 人 允许 (Vb) 中 
n 一 1 .这 个 基底 强调 0 与 的 根本 作用 . 常 函数 C3(4g > 0) 
可 由 继续 的 使 用 (IV) 而 令 2=0, m =1, ROHS, WXX 
Ci. Mts 至 于 Ci (n> 0) 可 由 使 用 (IV) Sm 一 0, ROH 
Ca 而 得 。 对 产生 原始 递归 函数 的 基底 作 了 本 质 的 简化 的 有 培 特 
(Peter) [1934] (又 见 纳 尔 孙 (David Nelson) [1947] 第 二 部 分 ) 及 
R. 罗 宾 孙 (Raphael Robinson)[ 1947]. 《在 本 章 整 章 中 ;除却 本 附 
TER $47 未 附注 外 ,我们 都 只 用 基底 A.) 


$45. 谓词 , 质 因子 表示 


要 证 明 某 些 函数 是 原始 递归 的 ， 下 列 的 相对 原始 递归 性 的 观 
念 很 自然 地 便 会 引 和 人 我 们 的 理论 中 ,正如 要 证 明 一 公式 为 可 证 时 ， 
可 推 次 性 观念 便 会 引入 我 们 的 理论 中 那样 。 

函数 9 叫做 原始 递归 于 do eo d (BSH VY), 如 果 有 有 穷 
多 个 函数 的 序列 po teo pe (叫做 由 于 到 9 的 原始 递归 导 引 ) ,使 
得 这 序列 中 每 个 函数 或 者 是 函数 至 之 一 (假定 函数 ) ， 或 者 是 一 个 
开始 函数 ,或 者 直接 依赖 于 前 面 的 函数 ,而 最 后 一 函数 pk 则 是 p. 

因为 这 个 定义 与 可 推演 性 的 定义 同一 样式 ， 所 以 对 于 线 的 每 
一 个 一 般 性 质 ($ 20) 现在 都 有 一 个 相应 的 性 质 。 例如, RP 
原始 递归 于 丈 的 ,而 函数 于 中 有 些 是 原始 递归 的 , 则 9 原始 递归 于 
亚 中 其 余 的 函数 。 后面 将 给 出 一 个 例子 (Yi=ıl), HER, 
“WE pocco /为 原始 递归 则 FP 是 原始 递归 "是 真 的 ， Een 
始 递归 于 0, o” 却 是 假 的 〈 见 $ 55, 例 2). 

例 1 en En, 
6, U3, p, Ci, 9 为 它 的 原始 递归 导 引 ， 

我 们 关于 显 式 定义 (844) 所 得 的 一 般 结果 可 叙述 如 下 。 

+A. 由 函数 更 及 常数 q,,*-… ,gs 用 显 式 定义 所 得 的 函数 9 是 
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原始 递归 于 亚 的 . 

Ha try Bao y) 是 指 : 4z2>0h. RAY < z 的 自 
然 数 ?而 把 各 数 bla tto £no Y) 相 加 所 得 的 和 ; 如 果 z 一 0 则 
#0. 对 于 任何 给 定 的 函数 ER “ty Kay y) 而 言 , 它 是 By" "> s 


x, z KR. JIE > Xas Y) 是 指 : 4z>0h, 就 所 有 
y< = 的 y 而 作 的 各 数 bla xn y) 的 积 ; 如 果 z 一 0 则 指 
1, 

#3. 有 穷 和 > das, YW 及 有 穷 积 I PCr > 


y<z 


zo y) 是 原始 递归 于 少 的 . 
OO EA SS Cas ooo eas 9) TE BCs oy ea RE 
作 递归 而 得 

>) OG, rpy) 一 0 


?<0 


> p(x, ... Xn» y) a€ try Xn z) 


y<a’ 
+ Do ty Xas y). 


y<z 


其 余 的 有 穷 和 与 有 穷 积 可 利用 显 式 定义 而 化 归 到 它们 两 者 ; 
例如 ZEIT Dy OG) = D) OG), I 6) - 


wey<z 


p2 W + w’), pa 6G) = DW = > by + w). 


虽 则 在 本 章 中 我 们 只 (发 展 直觉 的 理论 而 不 是 形式 理论 ， 但 有 
时 我 们 却 需 使 用 逻辑 符号 以 使 表达 式 简洁 ,在 特例 ,我们 需要 这 样 
的 符号 体系 用 以 作出 谓词 记号 及 函数 记号 ， 由 于 这 两 个 目的 ， 现 
在 我 们 引入 一 个 新 的 逻辑 符号 体系 。 这 个 符号 体系 是 非 形 式 的 且 
有 意义 的 ， 和 形式 体系 内 的 不 同 ， 那 是 作为 元 数学 的 研究 对 象 用 
的 。 用 这 个 新 的 直觉 符号 体系 所 写 的 表达 式 与 用 以 前 形式 符号 体 
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系 所 写 的 公式 其 差异 点 可 由 符号 本 身 ( 除 “&” 外 ) 及 由 上 下文 看 
出 。 在 本 书 内 〈 哥 德尔 (Gödel) [1931] AFA) 由 于 这 个 目 
的 而 作 的 两 种 符号 体系 的 区 别 并 不 是 在 文献 中 已 经 流行 的 用 法 . 
(RMD ARERR SAR, RA =” “Ely URRA “r< y” 
的 各 运算 子 等 外 ,都 是 希 尔 柏 特 - 伯 尔 奈 斯 (Hilbert-Bernays) 
[1934, 1939] 所 用 的 形式 符号 体系 ;我 们 的 形式 逻辑 符号 体系 , 除 
却 "~” 及 “31y” 外 都 是 竖 钦 (Gentzen) [1934-1935] AY. ®) 


直觉 符号 体 汉语 的 说 法 形式 符号 体 

系 内 的 符号 系 内 的 符号 … 
Q=R 0 等 价 于 R. O~R, 

Q->R OBR Cu Q, WR) QDR. 

O&R OSR. O&R, 

QVR. ORR. OVR. 

2 非 8. 79. 

(y)RCy) 一 切 y 都 RCy). VyR(y) 
(Ey)R(y) 有 一 ?使 得 R(y) 3yR(y) 
(Ety)R(y) 有 唯一 的 y 使 得 RC(y) BIyRly) 

Cy)y<:R Cy) 对 一 切 Y 二 z 都 RCy) Wyly <zDRCy)) 
(Ey),<:R(y) 有 一 个 y 二 xz 使 得 RG(y) 3y(y < 2&R(y)) 
pyy<sR(y) y <z 中 使 得 RCy) 的 最 小 的 y， 


当 (Ey)y<zR(y) 时 ;否则 指 z. 

若 把 “(y)”“(Ey)” 及 “py” 再 与 不 等 式 “ < 2”, “wys”, 
“wy <a “wy 等 合用 ,还 可 作出 类 似 的 记号 。 当 所 
指示 的 >》 的 变 域 为 空 时 , 则 “(y)” 表 达 式 为 真 而 “(Ey)” 表达 式 为 
假 ， 当 所 指示 的 变 域 中 没有 > 使 得 Ry) 成 立时 , 则 “jy” 表达 式 
的 值 为 该 域 的 基数 . 

在 且 前 的 理论 中 ,我 们 经 常 不 谈 命题 本 身 而 谈 命题 的 真 假 值 ， 
‘ 真 '( 简 写 为 t) 及 人 ' 假 ' (简写 为 和 四 ， (这 里 的 tf 是 代表 命题 


D 按 对 等 价 关系 言 , 希 尔 柏 特 用 “一 ”而 坚 钦 用 <)(”， 至 于 “(Ely)” 或 “31y”, 则 
两 氏 都 不 用 特殊 的 记号 一 一 译 者 注 . 
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的 真 假 值 ， 与 在 $§ 26, 36 的 关于 公式 的 赋值 过 程 中 tf 的 类 似 
用 法 不 同 , 由 上 下 文 可 以 区 别 。) 当 我 们 这 样 做 时 ， 立 刻 有 四 种 类 
型 的 函数 ， (a) 由 (0, 1, 2…} 到 (0, 1,2, ..) 的 函数 ,叫做 数论 
函数 或 简称 函数 .2 (b) (0,1, 2,---} BI {t, 外 的 函数 ， 叫做 
数论 谓词 或 简称 谓词 .2 Cc) h {ts 位 到 {t, 人 咎 的 函数 ,叫做 
真 值 函数 或 命题 联结 词 。 我 们 用 到 其 中 五 个 , B=, 一 , &， Vs 
ur 它们 可 分 别 用 § 28 中 对 形式 运算 子 ~， 2&,V， 一 所 给 的 真 
值 表 而 定 X. (d) 由 {t， f} Fj (0, 1, 2, …}) 的 函数 ， 在 这 类 型 
的 函数 中 ， 把 0 对 应 于 t 而 把 1 对 应 于 1 的 , 将 出 现 于 下 文 所 给 的 
“代表 函数 ”的 定义 中 . 
当然 ,如 果 不 把 命题 和 其 真 值 看 作 等 同 , 则 “谓词 ' 便 指 自然 数 
的 命题 函数 (S31). 我 们 不 时 地 不 谈 命 题 而 谈 真 假 值 tf 这 
种 作法 值得 略 作 讨论 .事实 上 ,在 很 多 地 方 ,不 管 我 们 把 谓词 的 值 
看 作 命题 也 好 ， 看 作 真 假 值 t,f 也 好 ， 都 是 没有 关系 的 。 这 是 因 
为 一 命题 的 基本 数学 意义 完全 由 以 它 为 值 的 谓词 的 定义 而 来 。 例 
如 , 试 考虑 两 命题 3<5 及 3<5。 它 们 是 不 同 的 命题 ， 意 义 各 异 ， 
初 看 起 来 ， 如 果 我 们 把 它们 看 作 是 同一 客体 UES REA 
东西 . 但 是 ,如果 我 们 把 命题 3<5 等 同 于 t, 但 同时 说 这 是 谓 
词 < 以 3 与 5 为 变 且 时 所 取 之 值 ， 我 们 已 把 原来 命题 的 所 有 意义 
都 表示 出 来 了 ， 换 句 话说 ,命题 3<5 是 和 下 一 命题 同 义 的 ; 若 把 
D 就 有 穷 性 观点 说 来 ,一 函数 只 当 有 计算 它 的 算法 时 才 有 意义 CE $ 60, 这 样 的 函 
数 看 作 与 一 般 递归 函数 是 等 同 的 )， 但 是 着 来 著者 并 没有 限于 只 讨论 这 种 醋 数 
《例如 , 见 301 页 脚注 ) 一 一 俄 译注 ，. - j 
2) 这 个 定义 有 说 明 的 必要 ,如 果 用 著者 所 采用 的 “有 穷 性 ”立场 来 解释 ， 则 所 说 的 
谓词 只 有 下 列 一 种 才 有 意义 , 即 存在 一 种 判定 过 程 的 (在 $60 中 ,这 种 谓词 看 作 
与 一 般 递 归 谓词 是 等 同 的 )， 照 这 样 表述 的 作 狭 义理 解 的 “谓词 ” 说 来 (HER 
的 强 一 些 )，、(Ey)R Ceo y) 可 以 不 表示 任何 谓词 因为 可 能 不 存在 任何 算法 使 
得 对 于 每 个 x 都 可 说 出 有 没有 一 个 了 使 得 谓词 Re y) 成立 ,但 下 文 著者 并 没 
有 限于 这 个 狭义 ， 仍 考虑 非 一 般 递归 的 谓词 。 在 这 情形 之 下 , 在 下 列 两 可 能 之 
中 著者 必须 承认 一 种 . (a) 或 者 著者 把 谓词 理解 为 古典 的 ,广义 的 ,因而 把 任意 
的 即使 不 是 构造 性 的 、 由 自然 数 到 {t 分 的 映 象 都 看 作 谓 词 。( 这 样 便 放弃 
了 自己 的 有 穷 性 观点 );(b》 或 者 著者 把 “谓词 ?理解 为 某 种 在 本 书 上 还 未 说 出 的 


“构造 性 ”的 意义 (在 这 意义 下 ,谓词 概念 可 如 下 定义 ,给 出 精确 描述 的 构造 法 ,可 
用 以 解决 亩 涪 的 结构 的 ) 一 - 俄 译注 . 
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谓词 释义 为 以 N 为 值 域 ， 则 当 以 3 与 5 作 变 目 时 ， 谓 词 二 取 
t 以 为 值 。( 更 进一步 , 不 管 t, i 意 指 “ 真 ”“ 假 ”， 如 上 文 所 说 
的 ,或 只 简单 地 是 两 个 不 同 的 客体 , 如 $ 28, § 36 那样 ， 也 是 无 关 
紧要 的 . 在 两 种 释义 之 下 ,谓词 仍 是 彼此 同 构 的 . 3<5 的 值 为 t 
这 句 命题 的 抽象 数学 内 容 也 是 相同 的 ). 

当 详 细 地 处 理 函数 时 ， 我 们 必须 知道 通常 函数 记 法 有 两 个 意 
义 ,如 510 所 指出 的 那样 ,对 谓词 而 言 则 有 三 个 可 能 的 意义 (如 果 
把 命题 与 真 假 值 区 别 时 , 则 有 六 种 )。 


“Plais t+ +> tn)” ARM 另 一 记 法 
1. 谓词 Px, tea rp). P, BÈ lret -x,P (xis tetaan). 
2. Was, 为 变 目 时 无 别 的 记 法 

谓词 P 的 值 (未 定 值 ). 


3. 命题 : 对 一 切 x,,…… “> Xa Dee neta si 
言 , Pia, > …，xn) RA. 
这 三 EN 31)， 以 及 在 形式 系统 中 对 公式 
P(x ++ +5 £n) 内 的 自由 变 元 xm，……， x, 所作 的 条 件 释 义 ($ 32) 
RAREN (5 32). 
-H2 下 二 陈述 句 
人 (或 E(0)=t) 
E(a’)=E(a) 
递归 地 定义 了 谓词 B(e) (二 {a 是 偶 的 }) 一 一 我 们 可 用 原始 递归 
式 定义 一 国 数 elr): 
o 一 0 
e (a’) = sg(e(a)) 
(参见 $44 #9). 这样,' 有 E(a)=e(2) = 0. . 
函数 pCa, ++ +> x) 叫做 谓词 PCy, +++, x) 的 代表 函数 ,如 
RP ARO 与 1 为 值 , 并 且 满 足下 列 等 价 式 
P(x eeey Xn)= pC +++, £) = 0; > 
换 句 话说 , 既然 P 只 以 t 及 1 为 值 ,， 故 当 PCx,…, 2) 为 {时 ， 
el"; x,) 40, H Prs etg x,) 为 1 时 ， 9p(xz *s x) 
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为 1. 

我 们 说 谓词 P(x,，，… ,x,) 是 原始 递归 的 , 如果 它 的 代表 棚 数 
plr ctto x) 是 原始 递归 的 (例如 ， 例 2 中 的 Ele). 这 定义 得 
自 哥 德尔 [1931]. 

作为 另 一 例子 ,可 举 相 等 性 谓词 ， 它 的 代表 函数 列 在 右边 ( 参 
We 10, 11), l 

#14. a=b sgla — b| 

我 们 说 函数 ?或 谓词 了 是 原始 递归 于 谓词 及 函数 更 的 ， 如 果 
把 P, 于 中 的 谓词 换 为 它们 的 代表 函数 时 ,相应 的 陈述 成 立 。 

哥 德 尔 11931] 给 出 一 些 定理 ， 有 关于 原始 递归 函数 及 谓词 
9, SURGE (HCE). 这 些 事实 亦 曾 为 斯 科 林 (Skolem》 
[1923] 所 得 到 . 

EC. ERR X, os Xn 代入 到 谓词 9 的 相应 变 元 去 ,所 得 
的 谓词 P 是 原始 递归 于 XX，……, Xm, ON. 

TER ”如 果 所 给 的 谓词 是 0(y,，……，y。)， 其 代表 函数 为 内 
Gis …"， ym)， 被 代 和 人 的 函数 是 多 (x x )， cots Amis tna 
xn)， 则 新 谓词 CAE rg Xml titta xn)) 的 代表 函 
数 为 CAER ER Xn (ri *,)). 根据 模式 (Iv) 
可 知 这 水 数 是 原始 递归 于 $, Xo ctro X 的 。 由 $44， 我 们 知道 
把 代 和 人 限于 这 种 特殊 形式 是 不 致 于 疹 失 普遍 性 的 ; WH DRG 
此 : ` l | Me 

#D. 谓词 9 (x,,.…, x.) 是 原始 递归 于 谓词 0 的 谓词 
Qlx15 to)VRCr xn)，0(r tta Xa)&RCx ++ Hn) 
Oz, x) > R(x s te) R Olr tts z.)ER(2, …， 
+.) 是 原始 递归 于 CO 及 尺 的 . 

” ”证明 it Ole .…，x) 及 R 人 (nz) 的 代表 函数 分 别 
为 wz ttis tn) Ka os te). WG) 2) RER 
BA sg (dla 2,)) (49), 它 是 原始 递归 于 的. Ola, 
En) VR Gas …，xn) ARRARO o 《x1，… x。) XG, 
z.) 它 是 原始 递 妇 于 如 及 X 的 。 本 定理 的 其 余部 分 可 由 众所周知 
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的 把 &， 下， 各 表 以 一 与 的 等 价 式 而 得 到 (参见 第 六 阁 ， er 
符号 体系 的 不 同 ，) 
HE. 谓词 CEy)ycoR (sy) Cy yeaR Cais t's 
tas Y) 及 函数 a Cis ets te y) 是 原始 递归 于 谓词 R 的 ， 
证 明 i Ry, +++ tas y) 的 代表 函数 为 XCzt ns yd. 
则 II Ks es Y) A CEy)yesR (Ks, Bao ” Rott ae oe 


y<ı 


数 。 H#FBERAREHTXM. 同样 ， «(2 Ka tr Ka 


P) Æ OJR Gas +15 Fas 9) 的 代表 函数 E10). aim 


来 说 明 对 myyccR(xis 20 y) REBA. Wrs ts en 的 值 轿 
Es PA roto BEN MR, a) 简单 地 记 为 
N”. 今 设 z 一 7， 并 设 当 一 0，1，…，6 时 (第 一 行 ) X(y) 
取 下 列 之 值 (第 二 行 ). 

y 0 1 2 3 4 5 6 7=z 

xy) 1 1 1 0 1 0 

«(y= [[%G) 1 1 1 0 0 0-0 


s<y 


a (y) = Dr) 0 1.2 3 3 3 3 3 l 


所 求 的 数 wyy<:R(y) 是 最 小 的 (第 一 行 中 ) <z 使 得 R(y) HH 
的 , 即 它 使 得 0 出 现 于 第 二 行 的 ,如果 这 样 的 y 存在 的 话 ， 在 我 们 
的 例子 里 , 它 是 存在 的 , 而 最 小 的 是 3， 这 数 亦 是 第 四 行 中 最 后 一 
ol). 这 办 法 显然 对 任何 情形 均 适 用 . 若 改 为 另 一 例 于 使 得 
《Ey) ,<:R(y)， 则 在 第 二 行 中 没有 0 HR, Tole) 将 为 z, KE 
是 在 这 情况 下 py,<:RCy) 所 取 的 信 . WEM ol) Pas 


SS Tas 2.9). FEBS 它 是 原始 递归 于 的. 


PIRIT mt 

在 应 用 这 些 定理 时 ,我 们 可 把 几 个 应 用 合并 于 一 个 步骤 中 。 由 
+I 及 #C, f(x, trta Xa) = Xæ "s Xa) 是 原始 递归 于 由 及 
xX 的 ;例如 , 若 应 用 $44, ec’ +a [m b 是 原始 递归 的 ， 由 非 HE,C 
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及 § 44, (Ey)yeite,> wees eR (tis tees Yas y) 是 原始 递归 于 几 ， 
R 的 ;例如 ,再 用 $ 44 可 知 下 列 一 谓词 是 原始 递归 的 。 
#15. 4a<b. a<b=(Ec)slcta=b] BR sg(a'b)®, 
在 HE 中 的 不 等 式 “y < 2” RH y Sz”, tw<y<a”, 
ee ee en 例如 3 weer R 
(x -tea Xn y= = ee tts Xn y E w). 
一 组 谓词 [EE 叫做 不 可 兼 的 ， 如 果 对 于 每 一 sa as H 
ENEHRSTNERHEN § 3). 
FF. BUTE ER T 
l pits ey a) 如 果 Guu». a9 +3) 成 立 。 
qt te) 一 mse Smo. ee, 成立。 
oe, zx) 如 果 此 外 情形 成 立 。 
其 中 Qin +s Om ATAMA p(n, TSS <n) 由 首先 成 立 的 
那 句 话 而 给 值 )， 则 9 是 原始 递归 于 Pots Parno Qto Qu 
A. (SBEN). | 
WER. 40, On 不 可 兼 时 . 第 一 法 , 设 bf bes, Pm 为 
Qis tts On OREK MCHA AB, We ba bass *,)”) 
PB) pt ee + SECbm) pn H dit er bm Paste 
第 二 法 . 
A pyyecprt. temp (Qky = Pi) V+ “VCOugy -eV 
(8 - &Om&y Pm+1) 5 i : a 
” 质 因 子 表示 式 设 依 大 小 排序 时 质数 为 Pos Pia, pe , PA as 
E Po™ 2, B 一 3， 力 一 59: +). 算术 基本 定理 《高 斯 (Gauss) 
1801), 说 ， 任 一 给 定 的 正 整数 a G&F >l, 译 者 ) 可 以 分 解 为 
质 因子 的 乘积 , 除 因子 次 序 外 该 分 解 是 唯一 的 . 因此 对 a “(这 时 4 4 
可 以 一 1 一 一 译 者 ) 说 ,我 们 有 下 形 的 唯一 的 分 解 式 |. 一 
a) >, a = p? pio ee Zen f 
D are 15) 一 0? ”或 当 作 “或 以 sg(a’ 5) 为 代表 函数 er 


BEER 


q 
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其 中 a 是 作为 a 的 因子 的 p; 的 个 数 ( 如 果 p 非 4 的 因子 , WEA 
0). 我 们 可 以 把 积 (1) 当 作 无 限 地 延长 ， 但 只 有 有 穷 个 震 指 数 
AE 0. 
现在 我 们 再 增 列 一 些 特 殊 的 原始 递归 函数 及 谓词 
#16. alb =a BRA. 
alb= (Ec).sılac = b] Ksg(ım(b, a))” 
#17. Pr(a) =a 为 一 质数 ， 


Pr(a) = a > 18 (Ee)ıccalelal. 
#18. p= Ri +1 NAR. 
Pa 
Dir = BX; <e<pj141Pr(x) . 
这 里 * 的 上 界 p! 十 1 可 由 欧 几 里 德 的 证 明 而 得 . 它 说 对 任何 多 
均 有 一 个 质数 >p 而 <p! 十 1($40). E + 三 与 原始 递归 式 合并 
使 用 是 合法 的 ,这 不 过 是 下 运算 的 缩写 , 先 引 入 Xe) = procrear 
Pr(x), 然后 把 第 二 个 递 妇 方程 写成 pr 一 Xp) MA. 
在 (1) P pHa 当 a 关 0 时 
+ 19. rt, 当 a m0 时 


(a); = prscol p?/a& Pa]. 
我 们 将 把 ((a),); 3% (a). E (Ca) (Va. 
nd) = [ED HE O FARR a 0 时 
0 W a = 一 0 时 


lh(0， a) == Q ( ) | 
s _ [PC a +1 当 pila 时 
Ih (#’, a) no a) 此 外 
Ih(a) = lh(a, a). a 
我 们 可 把 正 整 数 的 有 限 数列 0,… ,a, 用 数 a 一 ph ne pte 
来 代表 ,这 时 hla) EE “所 代表 的 数列 的 长 度 * 十 1. 


1) 按 当 作 * 或 =se(rm(by 0)) 一 0” RERA sgCrm (b,0)) 为 代表 函数 ” 
wen. 
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#21. a*¥b=a- II Pid 4: 


i <lh(b) 
如 果 ER ae ta a - phe 
(bon 5, > 0), WW axb = pe see + pi e Be eee Ba, 
对 任何 这 样 的 e 5 bA akl =a, 1*b=—5,1*1=—1, 


$46. 上 串 值 递归 式 
当 用 归纳 法 来 证 一 定理 TOON, AKER T O) 情况 


并 不 仅仅 依赖 于 紧 靠 它 前 面 的 情况 7 (?)， 而 是 依赖 于 前 面 的 一 
个 或 多 个 情况 。 这 种 证 明 我 们 上 文 叫 做 ' 串 值 归纳 法 ERICH 


或 简单 归纳 ,只 4 须 先 用 简单 归纳 而 证 明 (s),<yT (s), 然后 ss i 


PEET 540, *162a), 
| 在 递归 定义 中 亦 出 现 同样 情况 . RUE p(0) Bath: 而 
BR pC’) WAY 及 一 个 或 多 个 前 面 的 值 ，; 之 y 时 的 oG) 
而 表 出 。 这 种 递归 式 叫 做 串 值 递归 式 . 我 们 将 看 见 ， 朋 类似 的 方 
法 它 可 化 归 为 原始 递归 式 (参见 培 特 [1934]). l 

9 的 定义 中 的 两 种 情况 可 合 而 为 一 (参见 *162b), 只 须 说 p(y) 
可 用 ?及 <》 时 的 p(s) 而 表 出 . 当 y 一 0 时 这 意 指 en 
接 给 出 的 ,因为 * < y MA p(s) 的 集 是 空 的 . 

更 一 般 地 , 设 所 定义 的 函数 是 p(y, X29 °°» ze)， 而 X29 °°’ 
xn 为 参数 (在 递归 过 程 中 它们 是 固定 的 ). 作为 一 个 辅助 函数 我 们 
引入 


POS ts 一 下 
i<y 


它 叫做 所 给 函数 p(y, r ++ +5 x。) 的 (对 y) PERR. 

尖 给 出 我 们 原来 函数 的 值 序 区 ， BD s < y ETAY p(s zas ++ 
ta) 由 (1) 我 们 可 得 串 值 函 数 PO; r-o x,) 的 值 。 反 之 , 落 
给 出 名 (y; mm，…，xw)， 我 们 可 借助 于 #19, 而 把 所 有 的 值 p(s， 
tao ety xn) 抽出 来 如 下 
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T 


weise 


e 


ED VM ae Zu 


(2) Ps, A299 <n) = (565 X29 """> Xn) )s> 当 s<y AY. 
因此 ,在 某 种 意义 下 ,知道 了 串 值 函数 GU 212. +++ x) 便 等 于 知 
道 了 原来 函数 的 值 序列 9p(0， Xı>'""> Kn)s' er ply — 1,25 °"*; 
Xn). 

+G. 如 果 下 满足 方程 
(3) Ply» Xas tto tn) 一 X(y> ly; X29 tta Xn) X29 5 Xa)» 
则 9 是 原始 递归 于 X 的 . 

证 明 首先 ,我 们 作出 的 原始 递归 式 

500; X29°""% 9 Xn) 一 1 

(4) Xas 5 Xn) = Cy x ty) . A om | 
然后 由 p 用 显 式 定义 而 得 p» 
(5) ply, Xis eea Xa) = (GOS X29 re, xn) ye 

fal iz 
(a) ey = [G+ 9). 

<y 


这 函数 的 值 及 它 的 串 值 函数 的 值 所 成 序列 如 下 : 

y 0 1 2 3 4 

ply) 1 2 12 300 145920 

ety) 1 2! 2' . 3? 2! . 37. 512 2! 2°37. 512, 7300 date 

ER 66") HRA RABE p(y) Ws Blin (@G)).=12= 

(2). BMA#G, 可 注意 ,由 (2) 得 

(b) oY = J G+ EM) i 

REE (3) 的 样子 。 H## 1,19, B RG, 可 知 P 是 原始 递归 

的 . : 
由 #6 的 这 个 说 法 便 把 串 值 递归 式 化 归 为 原始 递归 式 , 不 过 

只 当 串 值 递 归 式 已 经 写成 (3) 的 样子 时 ， 亦 即 p(y, retara) 

已 用 PCy ristes xn) 及 y, x29 sn KH. ` 
我 们 将 再 举例 说 明 当 串 值 递归 式 尚 未 写成 (3) 的 样子 时 如 何 

尼 它 化 妇 . 
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例 2 双重 奠基 的 递归 式 。 

p(0) = fos 

p(l) = fis 

ply”) =X PEN). 

首先 我 们 把 这 写成 更 简洁 的 串 值 递归 式 (用 闪 间 6, F) 如 下 ， 


(a) 


qo 当 y = 0 时 ， 
(b) p) =s] 当 y= 二 1 时 ， 
X(y+2, p(y 一 2),， p(y 一 1) 此 外 情形 时 。 


然后 把 p(y 一 2), p(y 一 1) 分 别 表 成 POPO) 

这 方法 亦 可 适用 于 对 谓词 所 作 的 串 值 递 委 定 义 . 

例 3 试 考虑 等 价 式 
(a) TO) = y = 23V V (y) V Ly = 27 + 30% 

“S&T )&T(Cy)2) 1 V 
[y = 2% - 39% . 5 T (Cy), &eTCCy)2)] 
Vly = 27 . 34% T((y),) 15 

这 里 V 是 一 个 给 定 的 谓词 。 这 是 就 y 串 值 递归 而 定义 TO). N 
为 当 y 一 0 时 ， 右 端 各 析 取 项 ， 可 能 除 第 二 项 外 、 均 是 假 的 ; tk 
TC(0) = V(0). Sy > 0 时 则 有 O) <y, Oh < y。 

因此 TO) 可 用 y, V 及 s 二 y 时 的 TC) MRM. 设 r(y) 为 
Ty) 的 代表 函数 ; 并 设 在 (a) WARE TON) TC) 
WER EO), 一 0, EM, 一 0. KA TRE UE A EB 
(b) TO) = RG, 2(y)), 
fH Ht #2,3,14,19,A,C, 及 D 可 知 R(y, z) 是 原始 递归 于 了 
的 。 这 不 过 是 说 尺 的 代表 函数 。 是 原始 递归 于 的 代表 函数 2 
故我 们 有 下 形 的 方程 
(c) rly) = p(y, F(y)). 
这 里 p 是 原始 递归 于 > 的.。 HAG. r 原始 递归 于 p, 故 原始 递归 
Fov; 即 了 是 原始 递 轨 于 V 的 ( 故 当 V 为 原始 递归 时 工 亦 然 ). 

在 这 些 例子 中 ， 应 用 (2) 后 我 们 经 常 可 把 给 定 的 串 值 递归 式 
化 归 成 (3) 形 。 在 $47 的 更 精细 的 分 析 中 可 以 说 出 为 什么 会 是 这 
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E ,并 使 我 们 对 # G 可 以 表述 成 另 一 说 法 ， 在 其 中 包含 了 这 个 化 
Am. 
例 4 KRHA. RAE pO) ka) Hy ks < yki 
的 p(s)» gals) 而 表 出 .应 用 下 列 辅助 函数 后 便 可 化 归 成 间 G 了 
p(y) fer u), zu 


sn. — Be 性 


EHHAG 《暂时 我 们 只 讨论 函数 而 不 管 谓词 ), 我 们 所 关 
心 的 主要 不 在 于 任何 特殊 的 函数 ?及 更 ， 而 在 于 当 作 未 明 指 函 数 
时 由 到 而 定义 函数 9 的 方法 . 当 用 一 个 特殊 方法 而 指出 一 个 ”元 
函数 9 是 原始 递归 于 亚 的 时 ,我 们 对 模式 (DV) 的 应 用 并 不 依 
AAA 些 函数 ， 只 要 它们 的 个 数 ! 以 及 它们 各 自 的 变 
元 个 数 ms ,mz 固定 便 成 换 句 话说 ,我 们 给 出 一 个 由 到 到 9 
的 原始 递归 导 引 模式 , 具有 固定 的 分 析 . 分 析 ' 的 定义 与 $ 20 中 
所 给 的 相似 、 当 应 用 模式 (ID 时 它 须 明 指 4 与 4 之 值 ; 应 用 (II 
NA Sine. SS. 《类似 地 ， 我 们 经 常用 下 法 而 得 到 一 
形式 系统 的 导出 规则 , 即 用 元 数学 字母 表示 未 明 指 的 公式 , 变 元 等 
等 ,从 而 建立 一 个 HERR . ) 在 这 些 情 形 之 下 ， 我 们 说 , p 是 一 
致 地 原始 递归 于 更 的 .5 
1 我 们 今 对 一 致 竹 咯 作 羡 明 ,但 限于 只 含 一 个 函数 了 的 情形 ， 如 果 多 与 4 为 具 
体 的 函数 ， 则 由 945, “p 原始 递归 于 .%” ER 有 一 个 由 少 到 9 的 原始 递归 找 
B. 如 果 9 与 少 是 变 的 函数 ， 即 字母 % 表示 某 类 A 中 随便 一 个 函数 ， 而 字母 几 
ARRA B 中 随便 一 个 国 数 ， 并 且 每 一 函数 J*& B 都 用 某 一 种 方法 对 应 于 某 
ZN pr EA, 则 “9 原始 递归 于 4” 便 指 ,对 于 每 一 次 选取 YB, HAEE 
数 p* 都 是 原始 递归 于 4* 的 .在 同样 条 件 之 下 ， “gp 一 致 地 原始 递归 于 U” 
指 ; 对 于 每 一 次 选取 O° CB, 相应 的 函数 p* 都 原始 递归 于 %*， 而 且 对 于 所 有 
的 %* €B, 相应 的 由 %* 到 9* 的 原始 递归 导 引 的 分 析 都 是 一 样 的 《由 这 可 以 
推出 类 了 中 各 函数 都 具有 同样 个 数 的 变 目 ;类 A 中 的 亦 然 )\ 如 果 类 3 只 由 一 个 
画 数组 成 ， 则 原始 递归 性 与 一 致 原始 递归 性 是 一 样 的 ， 因 为 对 具体 的 函数 9 与 
Va 一 致 原始 递归 于 %” RE “p 原始 递归 于 %”, 没有 任何 新 的 内 容 。( 读 
者 容易 看 出 ， 原 始 递归 性 与 一 致 原始 递归 性 之 间 的 关系 ， 很 类 似 于 连续 性 与 一 


致 连续 性 之 间 的 关系 )， 对 一 般 情 形 言 , 当 业 包含 多 于 一 个 函数 时 类似 的 附注 
亦 成 立 -一 俄 译注 。 
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找 们 亦 可 以 如 下 地 解释 一 致 性 的 观念 。 当 用 一 个 特殊 方法 由 
数论 函数 到 而 定义 一 数论 函数 时, 我 们 可 写 p 一 Fr) 以 表示 
从 和 是 什么 可 决定 9 是 什么 . 了 是 一 个 高 型 的 固定 数学 函数 ， 即 
由 /个 分 别 为 m,、:… ,mi 元 的 数论 函数 到 元 数论 函数 FP 去 的 
数学 函数 . 这 样 的 一 个 函数 F UBER). 我们 亦 写 为 pas» 
xa) = F(F; n, 03 2n) (F 与 上 同 ) 表 示 以 下 事实 ,( 由 于 泛 函 下 
之 故 ); BAR plas ,x。) 是 什么 将 取决 于 于 及 各 数 a, > 
xn 是 什么 . alas 

， 对 任何 固定 的 与 wm 而 言 ,模式 (IV) 是 一 泛 函 ， 上 文 已 经 表 
示 为 Ss 了 .对 固定 4 言 ( 涩 n 一 1 时 ,还 固定 9), 模式 (V) A 
ZEER 或 R"， 其 余 三 个 模式 MUN WER HERE 
RS, C3 及 U; (或 者 是 1 一 NEN. ~*~ - 

-我 们 说 泛 函 p 一 FO) ARE P Beh 
HFF, WR F UZR Sh, Ri, Re BRZE S, Cs» u iti 
BRE. 

例 1 在 $44 例 1 中 ， 9 是 一 致 地 原始 递归 于 《， Ns 6 的. 就 
一 致 性 的 第 一 个 说 法 言 ,一 致 性 可 如 下 看 出 ,其 原始 递归 导 引 模式 
ÆT, 70,01, 0,03, 6, Ci, 9p， 其 分 析 (1 一 9 右 端 所 列 的 ) 是 固 
定 的， 就 第 二 说 法 言 ,一 致 性 可 如 下 看 出 ,依照 OR, p= FC, 
n 0) EH S, S Si Ui, U}, 而 显 式 地 定义 了 。 ” 

.有 时 ， 只 当 对 到 有 一 些 限制 时 才 明 指出 由 函数 赤 决定 函数 9 
的 方法 . 要 证 明 其 一 致 原始 递归 性 ， 我 们 便 须 指出 有 一 不 个 定 的 
一 系列 的 对 模式 (I) 一 (V) 的 应 用 , 它 和 所 给 的 方法 由 至 决定 同样 
的 函数 ,只 要 对 到 可 以 使 用 (或 打算 使 用 ) 所 给 的 方法 便 成 。 但 
事实 上 ,这 一 系列 的 对 模式 (D 一 (V) 的 应 用 却 可 以 由 任何 更 而 决 
定 一 个 函数 p。 因 为 每 一 个 模式 都 具有 这 种 性 质 。 因此 。 所 给 的 
方法 只 当 炎 在 一 个 有 限制 的 变 域 内 时 才 定义 一 泛 函 =F). 而 


1} 原文 为 : Scheme function, schema, scheme, functional. 今 只 译 出 最 后 一 

” 个 一 一 译 者 注 ， 

2) PAH” 一 语 上 文 只 对 函数 而 讨论 ， eee erst 这 问题 似 
应 补 作 讨论 才 对 一 一 译 者 注 . 
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对 (D 一 (V) 的 这 个 一 系列 的 应 用 却 给 出 了 一 个 完全 有 定义 ?的 泛 
A p 一 下 ()， 它 是 原始 递归 的 ,而 且 当 下 有 定义 时 我 们 有 

FG) = F(X). 

俩 2 设 函 数 9 如 下 定义 

qx) 4 de) =0 时 ， 
(a) p(x) = spl) 4 wx) 一 0 时， 

psx) 当 此 外 情形 时 . 
这 里 Pis P29 95 Pio P 为 给 给 定 的 函数 ， 而 且 对 每 个 * 言 ， p(x) 及 
d(x) 均 或 为 0 或 为 1 且 不 俱 为 0 我 们 便 可 写 为 
(b) pa) 一 sg (die) > pi C) + sg ChY) 

aa) + ple) - die) + Ce) 

并 可 作 结 论说 , 9 是 一 致 地 原始 递归 于 9 Ps P bo 四 的 (参见 
$45 #F 的 第 一 个 证 明 )。 (a) 中 的 9 只 对 适合 所 述 限 制 的 办 , g 
而 有 定义 ,但 (b) 所 定义 的 ? 却 没 有 任何 限制 ,而 当 该 限制 满足 时 
它 和 前 者 定义 的 是 同一 个 p. 

对 含 谓词 的 泛 函 言 ， 我 们 说 汤 数 或 谓词 P 是 一 致 邮 原始 六 
归于 谓词 及 函数 下 的 ,如 果 把 P, 娄 中 的 谓词 换 为 它们 的 代表 函数 
后 相应 的 叙述 是 成 立 的 。 在 引用 模式 (1) 一 (V) 时 如 果 把 作为 到 
中 谓词 的 代表 函数 而 引 人 的 函数 当 作 不 受 限 制 的 函数 元 而 处 
理 , 则 前 段 所 说 的 话 便 可 适用 了 . 

应 用 上 述 的 释义 ,即使 当下 中 有 些 是 特殊 的 函数 (或 谓词) 时， 
我 们 仍 可 说 一 函数 P (RAA P) 是 一 致 地 原始 递归 于 娄 的 。 这 
时 ,如 果 严 中 那些 特殊 的 函数 或 谓词 是 原始 递归 的 , 那么 ee P) 
便 一 致 地 原始 递归 于 严 中 其 余 的 函数 及 谓词 ， 

如 果 9 是 一 致 地 原始 递归 于 作为 函数 变 元 的 6 R F, 则 当 我 
们 把 9 取 作 909* 时， 结果 所 得 的 pP 便 一 致 地 原始 递 妇 于 0* Ry 
(因此, 如果 O* 是 原始 递归 的 ， 则 一 致 地 原始 递归 于 名 )。 这 原则 
不 管 0* 是 一 特殊 的 函数 或 一 函数 变 元 均 可 适用 ,即使 它 还 有 新 变 


D 即 对 每 个 业 都 有 定义 — RFE. 


e 257。 


元 tra ts Cp 作为 参数 时 亦 然 。 这 原则 下 文 将 精确 地 叙述 为 引 理 
1 为 了 表明 这 些 函 数 所 含 的 变 元 个 数 以 及 变 元 本 身 为 谁 ， 我 们 写 
0 As “ *5q9(s15 eur s4) (4 元 函数 ) 及 6 一 05 "Sql °° cpO* 
(5 gg ci ttt’ cp) (p 十 9 元 函数 ), 而 Msi sa0* C515 tee, 
sq9 Cio tts Cp) 则 是 当 cia sees Cp 为 国定 的 数 时 由 6# 所 得 的 4 
TARA sis ets sa 为 变 元 . 

引 理 【 设 给 出 一 泛 函 p = F0, y) 如 下 ， 

Plx» oar) Xn) — Flas 2 .se0(n， ey sg)» Pixi cess 25)» 
又 设 如 下 地 定义 一 个 泛 函 p* = G(0*, y), i 

p*(z» treg Xans Cis to cp) 

= GMs esae," è tcp (S45 tty 595 Cis ttes Co), 

1 W3 tig +5 tas Citta Cp) pe Oop 
ve Füsse 50 Css "ro Sas Cite cp) Wire) = 
如 果 下 .是 原始 递归 的 , 则 G RA. 

证 明 证明 的 要 点 在 于 : 不 论 显 式 定义 或 递归 定义 ， 当 引入 
参数 时 , 仍 是 同样 的 显 式 定义 及 递归 定义 ， 

”要 详细 地 给 出 证 明 , 设 多 为 由 09, 更 到 9 的 原始 递归 导 引 模式 
Pr px 的 长 度 , RIIA MVE AA, 可 分 七 种 情况 . 即 
PC) HO, 或 中 为 至 中 之 一 ( 设 为 d) 或 为 由 模式 (I), 0D 
或 (IID 而 得 的 开始 函数 之 一 ， REAA (IV) R (V) 而 直接 依赖 
于 前 面 的 函数 . 

情形 6: wm rs ta) me P(XCx45°°* eta taeda tt? oXmCars trey 
xs))， 而 在 导 引 pitts pe 中 ts 如 Xn Epl=pı) ZAN: 
则 有 
cc 

me DEAT (xis tt tas ci ycp) ts ARs 

Tax Cis co) Cis sty Cp). 
根据 归纳 假设 ,yg*, XN, +++, XS — BH RUA OT. H 
A. 9 一致 地 原始 递归 于 o*, X, -- „x 因而 一 致 地 原始 递归 
于 0*, y 
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例 3 并 不 是 每 个 数论 函数 都 是 原始 递归 的 。 (何故 ? 参见 
51,52: 是 不 是 每 个 实数 都 是 代数 数 ?) 设 Ele) 为 一 个 特殊 的 非 
原始 递 轨 函数 。 设 由 一 个 未 明 指 函数 9 而 如 下 定义 

p(x) = #(0(0)). 

则 对 于 每 个 特殊 的 6, 结果 所 得 的 ?都 是 常 函数 ， 因 而 由 模式 
(I), ”一 1,9 一 上 6(0))， 可 知 它 是 原始 递归 的 .对 每 个 9, ?更 
是 原始 递归 于 9, 而 以 C} 9 =F (6 (0)) 作为 由 68 到 9 的 原始 递 
归 导 引 。 但 因为 这 个 导 引 的 分 析 是 依赖 于 9 的 ， 我 们 不 能 作 结 论 
说 ,9? 是 一 致 地 原始 递归 于 6 的 ,的确 ,如 果 是 的 话 , 则 由 引 理 17， 
BUS c) (这 是 原始 递归 的 ) 作 为 0*(:,c), 则 结果 所 得 的 函数 
9*(x*，c) 该 是 原始 递归 的 ， 因 而 w*(0，c) 亦 然 . 但 pg*(0, c) = 
(UX0, c)) = Ele). 由 此 可 见 ， 如 果 把 引 理 1 的 假设 , 即 F 
是 原始 递归 的 , 亦 即 9 是 一 致 地 原始 递归 于 6, OH, 改 弱 为 对 每 
个 6, 下 言 ，9 是 原始 递归 于 6, VAN, BSI 便 不 再 成 立 
了 。 一 一 当然 ,在 本 例 , 9 是 一 致 地 原始 递归 于 ,9 的 . 

因为 以 前 所 给 的 证 明 实 际 上 证 出 了 一 致 性 , 故 : 

+ A 一 G (第 二 说 法 )。 把 原来 说 法 中 的 “原始 递归 ” 改 读 为 
“一 致 地 原始 递归 ”. 

串 值 递归 式 经 常 以 下 列 形 式 出 现 .把 o 的 未 定 值 p(y, re, 
xs) 用 下 列表 示 : 920000 xs， 别 的 函数 及 谓词 g, 以 及 作为 s 
的 函数 (x,,…, x 已 经 给 定 了 ) PH 2,0). 所 给 的 表达 式 
BEATE MR BIA BARB Os) 处 代入 以 os? 
tasetta xa) 而 得 的 结果 .这 泛 函 又 具有 下 列 性 质 ,如 果 只 把 sy 
时 06) 的 值 加 以 更 改 , 该 泛 函 的 值 仍然 不 变 。 换 旬 话 说 ， 有 一 个 
原始 递归 泛 函 Fass), F; y, x25 +++ , xs) 使 得 


(6) PCs X25 etts xa) = Flsp(s, 2, au) 
y; Ys Tis Xa) 
(7) F(2s9,(5), F; Vo X29 °""5 Xn) 


= F(As6,(5), Y; Yə X23 5 tn) 
而 对 于 一 切 s<y 都 有 8,(5) =; AOF 
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在 这 情形 下 ,我 们 说 ,p(y, x;,*… ,x,) 是 一 致 地 原始 递归 于 (一 
y 时 的 ) pls, 2» “esr, RY. 
对 谓词 亦 可 用 同样 的 用 语 (把 “gq” 0”“ 一 ” 改 为 “P”,“H” 
u»), 
如 果 由 更 到 9 的 定义 只 是 就 更 的 一 个 有 限制 的 变 域 而 言 ， 则 
(6) (7) 只 须 在 这 个 域内 成 立 便 成 了 . 
例 4 ply, r) 如 下 定义 
(a) qly,x) =y- PCl), x)) 十 pzscr[p(zyx)1y] 
ZHE p, o 为 给 定 的 函数 且 当 ”> 0 时 oly) 二 y。 要 着 出 p(y， 
r) 是 一 致 地 原始 递 妇 于 《s 二 y 时 的 ) Pl y) Reo, 我 们 可 
在 (a) 的 右 端 中 Asp Cs, x) 处 代 人 以 一 个 未 明 指 函数 150 (5), 为 
方便 起 见 ,把 结果 所 得 的 函数 叫做 X,(y, x): 
(b) X Cys x) = y+ eCO(o(y))) + uz: lO ly]. 
H+ A, CLE, 16《 用 A,C, 玉 的 第 二 说 法 ) 可 知 X(y, x) 是 一 
致 地 原始 递归 于 0, p, o 的 ; 由 于 有 o 所 受 的 限制 可 知 仅 把 8 Cs) 
E s Sy 处 的 值 加 以 更 改 ,也 不 会 更 改 X.(y, x) 的 值 ， 
AS 我 们 可 以 直接 由 $46 例 1 的 (a) ($46 例 2 的 (b)) 看 
出 ply) 是 一 致 地 原始 递 轨 于 《s < y 时 的 ) p(s) (一 致 地 原始 递 
归于 * <y 时 的 pls) RON. 我 们 无 需 把 9 改写 成 6, RAR 
查 右 端 如 何 地 由 p(s) 而 构成 便 可 ， 暂 时 把 p(s) BERANE 
数 。 同 样 地 由 $ 46 例 3 (a) HIN, TG) 是 一 致 地 原始 递归 于 ;过 
?时 的 TG) 及 了 的 
HG 《第 三 说 法 )。 如 果 p(y, x25 +++ 5 xn) 一 致 地 原始 递归 于 
s < y WIRI PCs zastita 2n) RG, PBB T. X 
谓词 仿 此 (把 “q” 读 为 “P”). l 
证 明 , 对 函数 P 言 ,由 (6), (7) 及 (2) 得， 
(8) ply, X29 “> Xn) 
= FCC; ns", Xn) er VS Vo try ety x) 
= XCy, Fy; tay xn), X23 08g 2) 
这 里 
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(9) XE o Cy Bint tn) = FO se). 5 W3 ya 225° rn) 
由 引 理 I, X 一 致 地 原始 递归 于 ase (c) RG; 因此 由 # 19, 亦 一 
致 地 原始 递归 于 于。 再 用 #G 的 第 二 说 法 便 得 

如 把 谓词 P 转 到 它 的 代表 函数 便 可 证 关于 谓词 的 结果 。 

附注 1 参见 $ 44 RIEL. 如果 p, VOB n, m, 
mı (>0) 元 的 函数 ， 则 在 基底 B 下 FP 一 致 地 原始 递归 于 如 当 且 仅 
当 在 基底 A 下 亦 然 。 因 为 ， 在 基底 A 下 由 亚 到 的 任何 一 个 原始 
递归 导 引 模式 都 可 以 变 成 在 基底 B 下 的 模式 ， 只 要 每 应 用 一 次 
《ID ((va)) 便 在 基底 B 下 增加 C3 (CS) 的 描述 便 成 了 。 反之, ik 
给 出 一 个 在 基底 B 下 由 亚 到 9 的 原始 递归 导 引 模式 po +++, Pro 
我 们 可 用 下 法 得 到 在 基底 A 下 的 模式 。 设 ”一 ! = m = 1, 即 这 
导 引 是 由 (x) 到 p(x) 的 。 今 在 每 个 函数 ps oe 中 都 引信 
一 个 参数 <. 仿 引 理 1 的 证 明 我 们 可 得 到 一 个 在 基底 A 下 由 A (x, 
c) 到 p(x, c) 的 原始 递归 导 引 模式 .然后 在 前 面 再 加 906, = 
g(Ui(y,c)), 后 面 峭 加 g(x) = p(Ui(x) ,C3(x)) ERT. 例 
如 , 设 p(0) = 4(0), pC) 一 X(y, p(y)), 则 在 基底 B 下 9 是 一 
致 地 原始 递归 于 ,XxX 的 (依次 应 用 O), IV), $ n=0 及 
(Vb), @n=1). MHRA FIR. 


§ 48. 哥 德 尔 的 B 函数 


本 章 的 第 二 个 问题 是 ， 证 明 每 一 个 原始 递归 函数 都 可 在 第 四 
章 的 形式 系统 内 数字 地 表示 ， 尽 管 在 该 系统 内 只 有 三 个 函数 符号 
,十 ,，* 。 我 们 将 在 下 节 用 可 德尔 法 ( 哥 德 尔 [1931, 1934]) 而 证 
明 这 结果 . 

对 数论 的 形式 化 程序 来 说 ,这 结果 ?并 不 是 根本 重要 的 。 如 果 
不 能 这 样 表示 的 话 , 则 除却 十 及 的 递归 式 定 义 外 ,其 它 函数 的 递 
归 式 定义 便 可 列 为 该 系统 的 公里 。 的 确 ， 只 用 可 数 多 个 特殊 的 数 


D 原文 为 “证 明 ”, 今 改 一 -- 译 者 注 . 
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沦 公理 , 便 可 以 把 所 有 原始 递归 函数 的 递归 方程 都 包括 起 来 了 .但 
是 若 能 证 明了 ,如 果 和 逻辑 常 项 及 谓词 = 合用 ,只 用 有 限 个 公理 便 
够 , 那 却 是 很 有 趣 的 ,而 能 证 明 只 用 传统 算术 中 的 两 个 主要 函数 十 
与 . 便 够 , 那 更 有 趣 了 . 

如 果 一 谓词 能 够 显 式 地 表 以 常 自 然 数 ,自然 数 变 元 ,函数 十 及 
. ， 等 号 一 , 命题 演算 中 运算 >, &, V ,一 , 量词 (x) 及 (Ex), 它 
们 都 依 通 常 的 造句 法 而 结合 , 则 依照 哥 德 尔 ,我 们 便 说 该 谓词 是 算 
RW. (这 形容 词 算术 的 ' 是 用 更 狭 的 意义 ， 见 $9. ) 今后 这 种 谓 
词 我 们 将 称 为 哥 德 尔 意义 下 的 算术 谓词 .。 | 

读者 可 立刻 仿照 形式 系统 中 公式 的 定义 而 把 这 定义 更 完全 地 
用 归纳 定义 而 作出 来 .所谓 算术 的 谓词 恰巧 便 是 在 符号 的 通常 的 
释义 之 下 ,形式 系统 中 各 命名 式 所 能 表示 的 谓词 。( 试 比较 $39 及 

$41 中 的 形式 处 理 , 可 知 。 <b 及 rm (ce, d) = w 是 算术 的 ). 

但 既 用 直觉 的 符号 体系 ， 目 前 我 们 便 只 作 非 形式 的 讨论 。 要 

应 用 于 原始 递归 谓词 ,我 们 只 对 量词 作 构造 地 ?使 用 便 够 . 
.在 下 一 节 ,我 们 需要 有 一 方法 来 对 有 限 自然 数 数列 oo … ,a。 

作 算 术 的 处 理 ,这 时 我 们 不 能 用 844, $45 中 的 函数 a?,p; 及 (a);， 
而 8$ 46, 47 对 有 限 数 列 作 原始 递归 的 处 理 时 是 用 到 这 些 函 数 的 。 

我 们 知道 ,谓词 rn(c, d) = w 是 算术 的 ,这 里 ım(e, d) EH 
rc 时 的 剩余 

REER dus, d, 叫做 两 两 互 质 ， 如 果 除 1 外 它们 任 
意 两 者 之 间 没 有 正 整 数 的 公 因 子 。 例如 , 3,4,5 是 两 两 互 质 
的 . 

试 固定 "十 1 个 两 两 互 质 的 除数 dose, d, 而 考虑 当 c 增加 
时 ， n+l 元 矢 rm(c, do)» ON, rm(c, dn) 的 情况 . 例如 ( 设 n= 
1) 4 a 一 3, 4 一 4 时 情况 如 下 。 


D 这 句 是 俄 译 者 加 的 ， 用 来 表明 作者 使 用 术语 的 改变 ， 引 起 了 把 刚刚 引进 的 哥 德 
尔 意义 下 的 算术 (arithmetical) 谓词 概念 与 前 面 ($ 45) 定义 的 简单 算术 
(number-theoretical) 谓词 加 以 区 分 的 必要 性 一 一 俄 译注 ， 

2) 这 里 “构造 地 ? 意 指 “直觉 主义 地 ?一 一 俄 译注 . 
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c 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14.. 
rm(c,3) 0 12 01 2 01 201 2 01 2:5: 
mrm(e,4) 0 12 3 01 2 3 01 2 3 041 2--- 


我 们 看 见 , 当 < 由 0 变 到 11 时 ,两 剩余 me, 3) KR rm(c, 4) 
所 作成 的 对 偶 恰 巧 穷尽 了 在 条 件 o <3, a <4 之 下 aos a 可 能 
作成 的 对 偶 ( 共 12 个 ). 

要 一 般 地 证 明 这 点 , 设 当 < 一 1 及 < 一 1 十 4 时 各 剩余 Ce, 
do)s rm(Cc yd) ,rm《c, dy) 都 分 别 取 值 co ct， "> an. BER 
以 di(i 一 04,1,…,n) 除 i 及 除 i 十 《时 都 得 出 同样 的 剩余 a, 
BARAZER RUE d; RR k= bidis W 

k = body = bid, = +++ bad, 

BR dos ,qs 为 因子 。 由 假设 dos …，d 为 两 两 互 质 , 故 由 
算术 根本 定理 ($44), 必须 为 它们 的 积 do。* dys + dy 的 倍数 。 

因此 当 c 取 少 于 wm di> … dm 个 相继 的 值 以 前 ,有 序 a 十 1 
TGR rm (c, do), rm (c, di),"… ,rm(c,d,) 不 可 能 回 到 当初 给 定 
的 自然 数 数列 aos ary "sm. 但 在 条 件 ce < dos ap < dy, t, 
an <d, F, a0, 恰巧 组 成 dd “dg - da 个 不 同 的 数 
列 。 因 此 在 “ 的 任何 d。: di> +> do 个 相继 的 值 中 , 每 种 数列 只 
出 现 一 次 《而 且 各 数列 出 现 的 顺序 亦 是 顺 次 相同 周而复始 的 
译 者 ). 

依照 哥 德 尔 [1934], 我 们 可 利用 这 事实 来 造 一 个 具 下 列 两 性 
质 的 函数 6(c, d, i), 
(1) 谓词 8(c, d, i) = w 是 算术 的 ， 
(2) 对 任何 一 个 有 限 自然 数 数列 as a on 都 可 找 出 两 数 
c, d 使 得 


Cc, d, i) = a; (6 = 0,1, -++, 2) 

我 们 知道 ， 只 要 doy diy -++5 dy 是 这 样 一 组 数 使 得 (a) dos 
dr 是 两 两 互 质 的 ， (b) a < dos as ds ds 一 da, il 
可 以 找 出 一 数 cle 二 do: did.) 使 得 me, Qi) = a; G= 
0 1 …，2)。 因此 ， 如 果 我 们 能 找 出 函数 864, i) 使 得 数 dp, 
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四 ,ds 为 函数 5(4,i) 在 i 0, 1,:…,# 时 的 值 (TEN 
的 数 d), 而 且 下 函数 

(i) BCe, d, i) = rm(c, 5(d,i)) 

亦 满足 (1), 那 末 我 们 的 问题 便 解决 了 . 

若 取 
(ii) ld, i) =1+G4+1)d 
则 (1) 便 被 满足 ， 因 谓词 rm(c, d) = w 是 算术 的 , 而 6(4, 站 又 
是 由 1, 十 及 而 显 式 地 定义 的 ,把 oC, i) 代入 前 谓词 的 4 处 后 所 
得 的 谓词 ple, 4, i)=w 便 满 足 (1) T. ， 

在 所 给 的 数列 a, ars +++, as 中, 设 各 项 aos 0, 及 
之 中 最 大 者 为 ;, HW d 一 5! 

这 时 , (a) 当 i 一 0, 1,.… ,+ 时 各 数 di 一 6(4d, 站 是 两 两 互 
AO. 因 设 其 中 两 者 1 二 (1 十 1)5! 与 1 十 (I 十 《十 1)s!1 除 1 以 
外 还 有 公 因 子 , 则 它们 应 有 一 质 公 因 子 p, 而 便 应 该 除 尽 它们 的 
F ksr, [E PRERE s! BIU P ARR (i 十 1)s! 而 这 是 不 可 
RERI A PRRI 十 1)s!。? 亦 不 能 除 尽 《, 因 和 # 志 4, 而 
每 个 <* 的 数 都 除 尽 s!。 故 2 不 能 除 尽 《 st ,由 反 证 法 便 可 证 明 
(aT. F 

其 次 , (b) 对 每 个 i(i = 0,1, n) MRR Lss 
<1 + (i + 1)s! = 6(d,i) = d;. 

"I. 罗宾逊 〈Julia Robinson) [1949*] 指出 ， 不 用 两 函数 十 与 . 
而 用 谓词 | (+16) 及 函数 " 亦 可 定义 所 有 的 算术 的 谓词 ; BE 
(Church) 528 (Quine) [1952] 指出 ， eh 
的 二 元 谓词 . 


§ 49: 原始 递归 函数 及 数论 形式 体系 


定理 I 如 果 p (a, 2) 是 原始 递归 函数 ， 则 GRA 
Plris tts ta) = w ERREI. 〈( 哥 德尔 [1931])， 
证 明 就 P 的 原始 递归 描述 (参见 $43) pts pr 的 长 度 
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& 而 作 串 值 归纳 。 情形 (9 一 (V) 相应 于 p: O p) 出 现 于 描述 
上 时 所 根据 的 五 个 模式 ， (具有 同样 穷 举 的 结构 的 证 明 , 可 参见 
§21 定理 1). 

BED: =. Wp = wl wln, 而 wv 二 
x 十 1 是 算术 的 . 

情形 (ID: pla, oe =q. We Gist) ewe 
w= 4, 

情形 V): pls oot te) = BK la vty tas oot Xm 
Cris tt tn) > HRABRI, POs tta Ym) = w, Xilas es 
xn ) = Yis tt’ Alas ers) = Ym 都 是 算术 的 . 则 p(x, "ts 
xn) = w = (Ey) (Eym)[Kılzıs ttt otn) = ik Wm Crises 
Xn) = Ym PCY "> Ym) = w]. 

情形 (Vb): p(0，z xn) = PCarrs ta) PCY rp 
Xn) > x(y, CAST X29 a oe Fy EIPRREFE #91 111) (x; tte yt.) =a 
及 X(y, Zs xis ty en) = w 都 是 算术 的 假设 ys rs ts Anw 
为 一 些 数 使 得 pr) = w 为 真 , 则 有 一 个 有 穷 数列 

pe eras 
( 即 当 i 一 0,1, +++, Y Gs zz tea xn) 的 值 ) 使 得 
ag = PCr, +++ Xn), 
a, = X(0, aos za * » Xn) 


(A) a, = X(1, ass 235 °° 5 &n)> 


a= xy — l, ays 225 °**5 20)» 

. w = aye 

但 这 时 对 哥 德 尔 PR EA Kc, dE eCe, dy i) = a; 
(i 一 0,1,.…,y) 并 且 若 用 BCcy ds i) RE a;, 则 事实 (A) 便 可 
以 如 下 表示 $ 
(B) (Ee)(Ed){Ble, dy 0) = p (rry +++ 5 2)& 

Gl <y—Bß(e,d,i +1) 
== Xi, Bley da i)a xz +s 2.) Jaw = plc, ds vr 
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反之 ， 如 果 (B) 真 ， 则 对 于 由 B) 所 给 的 任意 的 c<，d 言 ,各 数 8 
(c,d, 让 ,i 一 0,1,.…,y 的 确 组 成 一 个 序列 aos ai … :ay FA 
WE (A); 而 CA) RAB p Oo rn xo) 一 w。 故 谓词 p(y， 
Bip tty xn) 一 w 便 等 价 于 (B)。 如 果 把 (B) ESA (C), 并 计 及 
归纳 假设 以 及 谓词 8(c, d, i) 二 w 与 i 二 yy 的 算术 性 ， 便 可 知道 
BE Ya 的 算术 的 谓词 了 . 
N d, 0) = uxb(x5 +++ 5 xp) 
= ule(i)i <y> 
(C) (Eu)(Ev)[ßCe;, d,i+1) 
= U&B( Cy d, i) = vaXli, v, xis -xn) 
== ul]l&ß(c,d,y) = w}. 
这 里 所 用 的 把 原始 递归 式 分 析 为 有 限 项 自然 数 数列 的 方法 是 
把 狄 德 金 对 原始 递归 式 的 分 析 ( 狄 德 金 (Datekind) [1888]) 从 数 
论 上 作 修 整 而 得 的 . 
R ”每 个 原始 递归 谓词 P(x,,-… , x.) 都 是 算术 的 . 
ARP POR BM, MPC, + re) p Cr =, 
xn) 一 0 ($45). RZ A ## 14, C 则 亦 可 由 这 个 系 而 推 得 本 
定理 . 但 是 ,由 于 是 就 原始 递归 描述 po'o p 的 长 度 而 作 归 纳 
证 明 的 ,所 以 只 能 写成 定理 的 形状 而 不 是 系 的 形状 . 
若 把 直觉 的 算术 符号 体系 翻译 到 形式 体系 中 去 ， 我 们 便 得 到 
一 公式 P(x1，*……，, xa， w)， 在 形式 体系 的 释义 之 下 ， 它 表示 谓词 
Pts toe) = w。 因 此 我 们 便 可 以 证 明 下 定理 ， 
定理 27， 每 个 原始 递归 函数 p(x,，*…, x.) 在 第 四 章 的 形式 
I ern (541); 即 有 一 个 公式 P (x …，xn， 
w)， 除 却 不 同 的 变 元 xs 0 WARE 由 变 元 , 而 对 
FER ARM 9 THK a-es r 都 有 
O) WF pa ee P(x , Kno W), 
Gi) F StwP(x,, +++, x,,w). i 
WA H PCs ++, xao w) 的 作成 以 及 对 定理 的 证 明 都 是 就 
《而 作 串 值 当 纳 , 县 依 情形 (了) 一 (V) 而 穷 举 , 各 情形 和 定理 工 的 
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证 明 相 应 ， i 

情形 (Vb): HRABRI, BAR OCs sw) ERC, 
Zs Xas °° to Xas W) 分 别 数字 地 表示 函数 由 (xy tton) 及 X(y， 
Zs X29 ……，xn) 即 车 把 Cv) Gi) 中 的 P,P 分别 换 为 Q, ARR, X 
时 该 性 质 仍 成 立 . 

根据 $41* (180), 有 一 公式 B(c, di, w) RF WR ARK 
HI B AR Ce, d, DL=rm(c,l + (i + 1)d) = rm(c,(i’ + dY), 
且 还 具 性 质 * 180a. 

我 们 说 ,表示 pty, X29 779 Xn) 的 公式 P(y， X29“" "9Xn9 w) 
便 是 下 公式 

3c3d{3au[ B (c, d, 0,u)&Q(x，.…，xnu)]skvi[i < yD Bua 
[B(e, dy i’ ,u)&B(c, dy is v)&R(is vs x29 ***s Xn» zt)]]&B(c, ds ys 
w)}。 为 此 我 们 须 证 明 它 具 有 性 质 (v) 及 (i). 

ZEN (v), I yo x25 tto tno MEM, (BE p(y xz 
Xn) = w 成 立 的 。 则 将 有 如 定理 I 的 证 明 中 所 说 的 那些 数 ay, as 
a KEN aos a1，,*……,ay 有 两 数 < 与 4 使 得 (cyd, i) = a; 
(i=0,1,..., y). WX B, Q，R 有 性 质 (v)， 故 下 列 的 叙述 是 
成 立 的 : 

t-B(e, d, 0, a), HQ (x2, ++ Xas Ao)» 

tB(c, d, 1, a,), HR (0, ass X5° , Kno ai)， 


H+-B(e,d,y,a,), HR(y— 1, a-is 85°, Xps ay )， 

-Ble, d, y, w). 
由 此 再 用 & 引 , 35|% §41*166 便 可 证 HPCY, Xi , Xn w). 

ZIEH (vi), 我 们 对 y 作 直 觉 归纳 。 归纳 步骤 。 设 w 一 
CASTET "tts Xn) R u= p(y', x, vty x„)=X (y, Ws Xis ta 
z). A RREH O (vi) (为 简单 起 见 , 现在 使 用 $ 38 所 开始 使 
用 的 非 形式 表示 法 )， 故 得 : (AR Cy, we xt, x, U) 及 (b) 
luR(y, W, x:，… .xu)。 由 性 质 (vy) (这 已 对 P 证 明了 ) 得 : 
(OP(y, KW) 及 (d)P(y’, Xi, + x,, U). 由 就 7 的 
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归纳 假设 得 (e)31wP(y, Xs tts x,, w). 我们 今 须 证 3!wP(y'， 
xi Xas w). ÌE: CAP (y's X:s …，x，w), 由 *170 及 (d)， 
只 须 推 演出 u 二 w, 而 w 保 持 固定 , 便 够 了 . 为 了 对 (f) 而 用 & 消 
及 习 消 可 假设 下 列 三 事 : (g) 3u [B(c, d, 0, u) &Q (xz 和， 
u)], (h)Vili < y D3u3vB (c, dy 了 ，u)&B(c，d， i,.v)&R(i, v, 
X 5%, u)] Æ G) BCe, d, y's, w). SH DR 用 $ 39* 138a 
《或 *167 及 *166) 可 得 : 

G) Vili < yDSuav[B(c, d, i’, u)&B(c,d,i, Si. Vo Xie cts 

x,>%)]] 及 (k)3u3v[B(c, d, y’, u)&Bec, ds Ys v& - 

RCY; 1x5, kul, HIM (k) 而 用 & 消 及 a 消 可 假 
设 下 列 三 事 : (BCe, d, 7，u)，(m)B(c，d， yov) 及 (aR (y, v, 
zu。 由 (g)(j) 及 (m) 用 &x 引 及 3 引得 Co)P(y， 
Xas Xi v): H (o) Bi (e) 用 *172 得 v 一 w, 而 这 与 (n) 合 
并 便 得 (p)R (y. w, Kio 5, Xps u). 由 (p) (a): (b) 及 7244 
u= u, 而 这 与 (1) 合并 得 (Rs d> y'> u). H (q) (i)* 1800 Æ 
*172 u =w, Do 
-o R 每 个 原始 递归 谓词 P(x,,……, r) 在 形式 体系 内 都 是 数 
字 地 可 表示 的 . | 

因为 , 设 PCs +++ ,xs w) 数字 地 代表 P 的 代表 函数 p, 则 由 
$41 (vii) (在 那里 是 由 *173, *(164) 而 得 的 ) ATH Pas +++ xas 
0) 便 数字 地 可 表示 P. 

引 理 18b 定理 27 及 系 对 罗宾逊 形式 系统 ($$41,76) 言 亦 是 
成 立 的 ， 后 者 是 由 谓词 演算 及 下 列 13 条 特殊 数论 公理 的 系统 组 
成 : 公理 14 一 21 以 及 *104—*107, *137 (或 *136) (中 的 公式 》. 

用 $41 引 理 18a 可 证 . 

附注 1 一 个 更 具 野 心 的 想法 (对 完全 数论 系统 而 非 对 BE 
逊 系统 ) 是 证 明 那 些 表示 递归 方程 的 公式 的 可 证 性 ,例如 ， ma 
(Vb) 言 便 是 证 明 下 事实 : 

(1) HPCO, xas xn W) ~ Q(x + tts Xans W). 
(2) F-PCy's X29 xn W) ~ 3z[P(y x25 -+ Xas z) l 


* 268 。 


&R(y> Zs X25 "> Xas w)]. 

由 (1) (2) 再 对 7 作 形式 归纳 (根据 就 和 的 直觉 归纳 的 假设 , 已 有 
IWQ (x75 +++ 5 Xas W) RE SIWR (yo Zs Xas **ts Xas W))s TE 
得 : 
(3) H3twP(ys x25 ,x W). 
要 证 明 C1) (2) 便 须 首先 把 $ 48 中 的 非 形式 的 8 函数 理论 加 以 形 
式 体系 化 。 而 这 又 只 须 证 明 
(a) 上 3c3adB(c, d, 0,w), 
(BP) +H-3c3d{Vvili < yD3u[B(cı > dis i, u)&B(e,, dzs i, u)]] 

&B(c25 das y's w)} 
EET. 这 时 (1) (2) 的 四 个 蕴涵 式 便 全 可 以 证 明 : 用 *180c,(c) 
以 证 第 二 蕴涵 式 .。 用 (8) 以 证 第 四 蕴涵 式 . 我 们 现在 不 想 对 (e) 
(8) 而 作 形 式 证 明 ?. 希 尔 柏 特 一 伯 尔 奈 斯 [1934] 第 401 一 419' 页 实 
际 上 曾 在 另 一 形式 体系 中 作 了 证 明 。 由 其 结果 可 得 (方法 见 $ 74 
例 9 前 ) 对 我 们 的 (古典 及 直觉 主义 的 ) ARE, (a) (8) 亦 成 立 ， 


D 参见 书 末 附录 II 一 一 俄 译注 . 
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第 十 章 元 数学 的 算术 化 


$ 50. 元 数学 作为 一 般 算术 


正如 我 们 在 $42 所 指出 的 (用 哥 德 尔 [1931] 法 ), 若 对 形式 客 
体 选 择 一 个 特定 的 枚 举 ， 或 在 不 同 的 自然 数 与 不 同 的 形式 客体 之 
间 ( 不 必用 尽 自 然 数 ) 作 出 一 个 特定 的 对 应 ， 然 后 不 谈 形式 客体 而 
谈 对 应 的 自然 数 ,那么 元 数学 便 变 成 了 自然 数 算术 的 一 个 分 支 .在 
本 章 内 我 们 便 对 元 数学 作出 这 个 算术 化 ,我 们 用 希 尔 柏 特 - 伯 尔 奈 
斯 {1939] 中 的 可 德尔 编号 法 .” 

“但 我 们 并 不 直接 作出 算术 化 ， 而 首先 把 形式 体系 表 成 为 一 个 
一 般 算术 ,然后 再 把 这 个 一 般 算术 表示 于 通常 的 算术 中 .由 这 可 以 
得 出 一 些 类 比 , 它 们 具有 由 利 的 《heuristic)» 价值 ,此 外 ,把 形式 系 
统 表 为 一 般 算 术 这 事 本 身 也 将 有 其 兴趣 . 

自然 数 算术 是 处 理 下 列 的 客体 域 的 ,由 ~- 个 原始 客体 0 出 发 ， 
经 过 一 个 原始 运算 ' 或 十 1 而 造成 的 客体 的 域 (§ 6). 

一 般 算 术 《 目 前 所 用 到 的 ) 则 用 一 个 或 多 个 零 ， 一 个 或 多 个 后 
继 运 算 。 我 们 约定 ( 别 的 约定 也 可 用 ) 由 原始 客体 经 过 不 同 的 方式 
而 作成 的 客体 都 是 不 同 的 。 要 把 一 形式 体系 表 成 一 般 算术 有 好 几 
个 可 能 性 。 黑 姆 斯 (Hermes》[1938] 讨论 下 列 的 算术 : 把 空 表 
达 式 作为 0 而 把 后 接 一 个 形式 记号 作为 后 继 运算 . 

作为 算术 来 说 ,我 们 所 选用 的 一 般 算术 具有 更 复杂 的 结构 ,但 
它 却 能 够 更 直接 地 表示 形式 客体 的 文法 结构 及 逻辑 结构 。 UA 
r 十 1 个 零 0,,01, …，0,, 这 里 ”> 是 一 个 自然 数 ,后 面 将 明白 指出 ; 
对 每 个 《后 面 将 明白 指出 的 ) 容许 的 自然 数值 ;, 都 有 一 个 后 继 运 


1) 或 译 哥 德尔 配 数 法 《G56decl numbering) 一 一 译 者 注 . 
2) 原文 指 不 严格 的 但 可 帮助 发 现 的 ， 今 用 音译 为 “由 利 的 ”一 一 译 者 注 、 
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算 可 作用 到 变 目 的 * +1 RK, 把 x, x, '…，,x: 作为 变 目 而 施用 
后 继 运 算 的 结果 将 写 为 “(xo, xo 9) 有 时 写 为 “x Cus …， 
x:)”。 这 个 一 般 算术 中 的 客体 以 后 将 叫做 实体 《entity). 

我 们 将 用 归纳 定义 (类 似 于 $6 中 对 “自然 数 的 定义 ) 而 定义 
它 。1.0o, 01,…,0, BRA, 2. 对 每 个 容许 的 :来 说 ， 如 果 %， 
xx 为 实体 , 则 Cos xis teea xs) 为 实体 . 3. 只 有 由 1, 2 所 给 
出 的 才 是 实体 . 

上 面 已 经 指出 ,两 个 实体 是 相等 的 , 当 且 仅 当 它们 由 诸 零 用 同 
样 方式 经 过 后 继 运 算 作成 。 当 x 与 ) 相等 时 ， 我们 写 “x><y (不 
等 时 则 写 为 “x 米 y”)。 我们 所 以 用 “<” 而 不 用 “二 ”内 是 为 了 加 免 
与 形式 体系 内 的 “一 ” 相 混乱 。 

用 以 刻画 实体 域 的 公理 与 皮 亚 诺 的 自然 数 公理 ($6, $ 7) 相 
i. 在 特例 ,相应 于 实体 域 的 生成 方式 (或 相应 于 刚才 所 给 的 归纳 
定义 ) 它 们 包含 有 下 形 的 数学 归纳 证 明 法 :如 果 每 个 实体 0。, 01, … 
0,, 都 有 某 一 性 质 ， 又 如 果 对 于 每 个 容许 的 *, 只 要 实体 my xy…， 
x RARER, MER Coxs eax RREZ, WARE R 
体 都 具有 这 性 质 。 一 般 算 术 的 别 的 皮 亚 诺 公理 读者 可 自行 叙述 
之 .0 
实体 可 按照 其 生成 过 程 而 排 成 偏 序 ($ 8 R) RIIE “xy” 
表示 : FEY 的 生成 过 程 中 , x SEF y 而 生成 。 归 纳 地 表示 便 是 :1. 
对 每 个 容许 的 :以 及 每 个 i s, xX (x09 x zx).2. 对 每 个 容 
FAI s URED i< s, WE xx 则 xX (Kos Xis sd. 3. 只 
有 由 1, 2 所 给 出 的 才 有 xy. 

对 于 一 实体 x 及 一 自然 数 i 我 们 定义 一 函数 ，、 由 它 可 以 得 出 
后 继 实体 的 一 个 前 驱 : 

aa 如 果 XC zx) Ri<s 
此 外 情形 . E 
对 本 章 的 下 文 来 说 ， 我 们 明确 指出 : 零 0,, 01, …, 0, 的 个 数 


D 参见 附录 IREE. 
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为 13, 并 把 它们 如 下 命名 : 

D,& V; 7, V, I, =, +, ',1,0,4,. 
我 们 又 明 指 * 可 容许 为 0, 1 及 2。 这样 便 可 以 把 我 们 的 一 BR 
完全 地 定义 为 一 个 抽象 客体 域 了 ， 这 些 抽象 客体 是 一 些 可 以 根据 

它们 的 生成 方式 而 辨认 及 彼此 区 别 的 个 体 ， l 

我 们 还 要 确定 如 何 可 把 我 们 的 形式 体系 (在 第 四 章 所 引入 的 ) 
在 一 般 算 术 中 表示 出 来 。 这 便 须 在 实体 与 形式 体系 中 的 客体 之 间 
作出 对 应 。 如 $16 所 说 的 ,形式 客体 包括 形式 符号 ,形式 符号 的 有 
限 序 列 ( 叫 做 “形式 表达 式 ’ ) 以 及 形式 表达 式 的 有 限 序列 。 我 们 无 
须 把 每 个 形式 客体 都 对 应 于 一 个 实体 ， 只 是 在 元 数学 上 有 意义 的 
形式 客体 才 给 以 对 应 ,比如 说 ,不 合 文法 的 表达 式 如 ((0V00 = FE 
不 对 应 于 实体 。 又 有 些 实体 是 不 对 应 于 形式 客体 的 .。 l 

$16 中 所 列 的 前 11 个 形式 符号 将 对 应 于 一 般 算 术 中 前 11 个 
Ẹ, an 2,8, V,7,V,3,=, +, ,,,0. ENERARANF 
至 二 形式 体系 中 的 变 元 a, b,c, d,.…， 便 分 别 地 对 应 平 下 
列 的 实体 a 

a, (1, a), (1, C» a)), C, Gs Gs a))), +> 
(ENSA @y Ais Qis Ains * e)s 即 对 应 于 第 十 二 个 零 以 及 依照 
下 法 所 造成 的 实体 ， 由 第 十 二 个 零 继续 地 使 用 一 般 算术 中 :二 1 
时 的 后 继 运算 而 以 第 十 三 个 零 作 为 第 -一 个 前 驱 . 

.. BFR, Addr +s, r, r= s, A&B, A, VxA (x) sts 
别 对 应 于 实体 《十 ,r,s), Csr), (=, r, s); (&, A, B) AY 
(Vs x; A(x), Mir, s, A, B, x, A(x) 等 便 是 对 应 于 所 给 的 r,s， 
A, B, x, A(x) 的 那些 实体 ， 即 我 们 对 所 给 的 r, ss A, B; x, Alk) 
再 重复 相应 的 过 程 。 

Al 对 应 于 公式 Ib = 0) 的 实体 是 ( 习 ，(,，c (一 ， 
(=, a), 0))). 

但 今后 当 表示 实体 时 ， 除非 起 强调 它们 作为 实体 时 的 结构 ( 即 
生成 方式 )， 否 则 我 们 仍 用 以 前 的 表达 式 。 例如 ， 当 VY, x; A(x) 


©2726 


为 实体 时 ， 我 们 可 把 它们 的 后 继 者 即 (V, x, AG) 写 为 “Ys 
AG)? H +, r, s 为 实体 时 ,我 们 可 把 (Hr s) SR “r+” H 
与 形式 体系 中 客体 相应 的 实体 照 这 方法 而 表示 。 可 使 得 我 们 关于 
实体 的 叙述 看 起 来 和 前 面 关于 形式 体系 的 客体 的 叙述 一 样 ， | 

更 进一步 ,在 处 理 一 般 算术 时 ,更 家 于 把 对 应 于 一 公式 的 实体 
WxA(x) (BOSE (V5 x ACx))) 简单 地 叫做 “公式 ”, 把 实体 + H s 
叫做 一 “项 "等 等 。 为 与 原来 所 描述 的 形式 体系 相 区 别 起 见 ， 关 于 
实体 的 体系 可 叫做 “作为 一 般 算术 的 形式 体系 ”, 当 有 必要 时 ,原来 
的 形式 体系 可 叫做 “形式 语言 体系 ”. oes 

证 明 及 推演 将 用 相应 的 推演 来 表示 ,但 用 树枝 形 ($ 24 末 ) 而 
不 用 公式 的 有 限 序列 。 因 此 , 设 有 一 个 序列 形 的 推 薄 及 其 分 析 , 要 
想得到 相应 的 实体 , 须 先 把 推广 写成 料 校 形 ， 在 树 术 形 之 下 , 它 具 
有 下 列 三 形 之 一 

p, 2, PQ, 
D’ D’? 
这 里 ,DD 是 一 公式 ,而 P, Q 是 树 校 形 的 推 福 ， 在 一 般 算术 中 ,我 们 
分 别 解释 作 实体 (D), (D, P) 及 (D, P, Q), 当然 同时 把 D, P,Q 
等 解释 作 相应 于 语言 客体 D, P, Q 的 实体 . (在 特例 ,公式 DD 和 内 
由 一 公式 D 所 组 成 的 推 福 便 变 成 不 同 的 实体 ; 后 者 所 变 成 的 实体 
便 是 前 者 所 变 成 的 实体 在 。 = 0 时 的 后 继 者 . ) 

AZ. $ 21 WHERE (6), 如 果 写 成 树枝 形 , 如 524 例 1 那样 ， 
便 成 为 一 实体 如 下 : (8, (7, 1), 0) Gs G, (1), (2))s 
(4)))， 这 里 数字 1 一 8 便 是 把 $21 (6) 中 的 公式 当 作 实体 时 的 缩 
写 . 

这 样 便 完成 了 实体 与 有 意义 的 形式 语言 客 休 间 的 对 应 。 不 同 
的 实体 对 应 于 不 同 的 形式 语言 客体 (除却 下 列 情形 ,两 个 写成 序列 
形 的 推演 只 有 非 本 质 的 差异 ,而 写成 树枝 形 时 变 成 相同 )、 要 证 明 
这 点 ,就 项 与 公式 的 情形 言 ,有 赖 于 下 列 结果 :作为 形式 语言 客体 
时 项 与 公式 中 的 运算 子 的 辖 域 是 唯一 的 ($ 17). 

这 样 。 由 形式 语言 体系 而 转 到 一 般 算术 时 ， 我 们 作 了 两 个 改 
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秋 , 它 们 可 以 分 别 实行 。 第 一 个 改变 是 属于 形式 客体 的 结构 方面 . 
在 语言 表达 式 中 项 与 公式 是 形式 符号 的 有 限 序列 、 其 中 有 意义 的 
部 分 必须 作为 子 序列 而 认 出 ,在 一 般 算 玉 中 ,它们 则 直接 由 有 意义 
的 部 分 经 过 广义 后 继 运算 而 得 到 。 对 后 者 (一 般 算 术 一 一 译 者 贡 
言 ,把 一 表达 式 分 析 成 各 个 有 意义 部 分 (包括 括号 的 使 用 ) 的 分 解 ， 
便 由 形式 的 水 平 提高 到 元 数学 叙述 的 水 平 ， 不 须 我 们 再 劳 神 了 . 

例如 , RE (A)D(B) 作为 语言 系统 的 公式 , 而 A, B 为 公式 
(《 即 “A”“B” 为 表示 公式 的 元 数学 字母 )， 这 时 我 们 明显 地 谈 到 一 
些 符号 的 有 限 序列 ， 其 中 写 出 来 的 两 对 括号 亦 为 叙 列 中 的 符号 ; 
而 由 “A” 及 “B” 所 表示 的 序列 亦 出 现 于 该 序列 中 的 指定 位 置 
($16), pe ee A 

另 一 方面 ,如 果 (A)DCB) 当 作 实 体系 统 中 的 公式 ,而 ASB IAD 
样 亦 为 公式 。 BH (ADG EEH O, A, B) 是 三 个 实体 
D, A, B 的 后 继 者 ,在 “(A) 卫 (B)” 中 的 括号 以 及 在 “( 汪 , A,B》 
中 的 括号 及 逗号 都 不 是 形式 客体 ， 而 只 是 我 们 对 所 讨论 的 实体 命 
各 时 所 用 的 直觉 上 记号 中 的 一 部 分 . 
“第 二 个 改变 是 ,对 于 表示 形式 体系 中 符号 体系 的 功用 ;我 们 采 
用 了 一 个 不 同 的 观点 。 在 第 四 章 内 ， 我 们 把 形式 体系 内 的 客体 看 
作 是 语言 符号 或 一 些 标志 ， 其 它 的 语言 客体 便 由 它们 构成 。 在 研 
究 它们 时 ,原则 上 我 们 必须 注意 下 列 之 间 的 区 别 , 一 客体 与 该 客体 
的 名 或 指称 之 间 的 区 别 ， 提 到 一 表达 式 ( 本 身 当 作 被 葵 起 的 客体 ) 
和 用 一 表达 式 (以 表示 另 一 客体 或 表示 一 命题 ) 之 间 的 区 别 。 这 皮 
HERE (Frege [1893] 第 4 页 ) 卡 纳 普 (Carnap [1934} & 153 一 
160 页 ) RASH ([1940], 第 23 一 27 页 ) 所 强调 。 要 对 一 客体 硝 
所 陈述 ， 通 常 须 用 到 该 客体 的 名 .( 有 时 亦 可 应 用 的 男 一 方法 是 ， 
指 着 该 客体 ,或 用 语言 的 构造 而 指 着 该 客体 , 即 叫 人 注意 它 而 不 是 
说 出 它 的 名 , ) 我 们 并 没有 说 我 们 的 朋友 ， 我 们 只 是 说 我 们 的 朋友 
的 名 。 我 们 亦 不 会 误 把 我 们 的 朋友 约翰 当 作 是 若干 笔画 的 .两 个 
字 , 但 对 前 几 章 所 处 理 的 元 数学 ; 我 们 却 必须 十 分 小 心 , BORO 
正在 处 理 着 的 一 些 客体 其 本 身 又 是 语言 的 东西 。- 
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要 得 到 语言 客体 的 名 ， 一 个 方法 是 把 它们 放 人 引号 之 内 。 的 
翰 的 名 是 ARN”, 而 约翰 的 名 的 名 是 ”约翰 ”. 约翰 的 名 的 名 本 
是 两 个 字 放 在 引号 之 内 ; 上 面 所 用 到 的 第 二 组 引号 只 是 用 以 命名 
eas.” 

第 二 个 方法 是 : 用 不 同 的 元 数学 字母 及 表达 式 来 作为 语言 客 
体 的 名 . 

我 们 无 须 严格 禁止 有 些 语 言 客体 本 身 便 用 作 该 客体 的 名 ; 这 
时 该 客体 便 有 两 种 用 法 ,用 作 所 研究 的 客体 以 及 用 作 它 自己 的 名 . 
在 后 一 种 用 法 中 它 叫做 自 名 的 . 

我 们 前 几 章 所 用 的 方法 便 是 第 二 法 与 第 三 法 的 合并 。 

JERR (designation) 这 个 问题 ,如 果 明 显 地 处 理 是 很 麻烦 的 , 亦 
与 作为 数学 的 元 数学 无 关 。 但 这 争论 是 可 以 避免 的 ， 我 们 只 使 用 
形式 客体 的 名 而 不 建立 该 客体 本 身 。 这 样 做 法 在 一 般 算 术 中 尤其 
方便 ,我 们 把 “一 ”,“vY”,“YxA(x)” 等 作为 某 些 客体 的 名 (这 些 名 
便 是 在 引号 之 内 的 表达 式 ) 而 不 作为 这 些 客体 的 本 身 。 我 们 不 明 
指 这 些 客 体 到 底 是 什么 ,只 规定 它们 是 属于 一 个 抽象 客体 域内 ,这 
些 客体 我 们 叫做 实体 ， 彼 此 依照 一 定 方式 而 发 生 关系 (参见 58). 
就 第 四 章 的 意义 来 说 ， 被 命名 的 客体 可 以 是 形式 记号 亦 可 以 是 表 
达 式 等 等 ,但 目前 我 们 不 管 这 点 ， 由 于 与 元 数学 无 关 .。( 尽 管 这 样 
一 来 ,我 们 在 元 数学 中 可 以 避免 了 指称 问题 ,但 当 把 元 数学 应 用 到 
一 个 特殊 语言 系统 时 ,我 们 必须 面 对 这 问题 . ) 

形式 系统 既然 不 再 是 作为 纸 上 标 志 的 形式 符号 的 系统 而 是 作 
为 抽象 的 客体 系统 ， 这 样 我 们 的 元 数学 ( 即 对 形式 体系 的 研究 ) 便 
变 成 纯粹 数论 的 一 个 分 支 ， 与 自然 数 的 算术 以 及 类 似 的 数学 学 科 
在 概念 上 完全 相同 了 . 

附注 1 在 非 形式 的 数学 著作 中 ， 通 常 的 约定 或 实际 是 ， 一 
切 符号 都 不 加 引号 ， 因 此 当 一 符号 被 提 到 而 不 是 被 用 到 时 它 便 是 


1) 一 窑 体 所 以 要 与 表示 它 的 名 字 有 所 区 别 、 为 的 是 要 避免 下 列 的 评论 ， 君 土 进 丁 
堡 与 伊斯坦布尔 是 同一 东西 (同一 地 方 一 一 译 者 )， 但 “ 君 士 坦 丁 堡 > 以 “ 君 > 字 升 
始 * 而 “伊斯坦布尔 ?以 “ 伊 ? 字 开 始 一 一 俄 译注 。 
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自 名 的 。 在 本 书 中 ,我 们 实行 的 是 ,在 元 数学 的 段落 中 有 系统 地 使 
用 引号 ,用 以 区 别提 到 元 数学 的 表达 式 和 用 到 元 数学 表达 式 ( 即 用 
以 指称 形式 语言 表达 式 ), 但 我 们 这 样 做 也 不 过 是 强调 而 已 。 


$ 51. 递归 的 元 数学 定义 


当 把 一 般 算 术 映 象 到 通常 自然 数 的 算术 去 后 ， 元 数学 的 算术 
化 便 可 以 在 $52 中 完成 了 .我 们 的 主要 目的 是 证 明 哥 德尔 定理 的 
引 理 以 及 证 明定 理 31。 这 两 者 都 可 由 下 列 结 果 推 得 ,由 元 数学 的 
谓词 映 象 而 来 的 一 系列 数论 谓词 都 是 原始 递归 的 . 

“…. 当 我 们 考虑 在 一 般 算术 中 元 数学 谓词 的 定义 的 本 质 后 ， 便 可 
以 在 直觉 上 看 见 为 什么 会 有 这 样 的 结果 ， 而 且 会 对 有 类 似 结构 的 
任何 形式 系统 都 有 类 似 结果 . 

因为 各 实体 都 是 由 零 经 过 后 继 运 算 而 生成 的 ， 所 以 有 关 这 些 
实体 的 谓词 及 函数 可 由 递归 式 而 定义 . 现在 我 们 使 用 这 种 意念 ， 
但 无 需 立即 便 对 一 般 算 术 中 的 “原始 递归 性 ” 作 一 个 精确 的 定义 ， 

“下 面 我 们 给 出 13 个 元 数学 谓词 的 定义 ,在 每 个 定义 中 列 出 当 
谓词 为 真 的 情形 。( 有 些 句子 加 上 星 号 以 便 552 51H.) 
“每 个 定义 或 者 是 显示 的 《所 定义 的 谓词 不 出 现 于 任何 定义 名 
中 )， 或 者 是 一 个 原始 递归 式 (对 某 一 实体 该 谓词 的 值 依赖 于 对 直 
接 前 面 的 实体 时 该 谓词 的 值 , 有 参 元 时 亦 仿 此 处 理 ), 只 有 在 定义 
5 及 定义 11 中 用 到 二 元 递归 式 〈 在 定义 11 U i 
关于 没有 这 种 性 质 的 元 数学 定义 的 讨论 可 参见 553, 

读者 可 核验 ， 各 定义 的 确定 义 了 相应 的 谓词 ， 由 本 书 前 几 节 
(BARR $ 41, $ 50) 我 们 已 经 知道 这 些 谓词 了 . 

把 形式 数论 系统 当 作 一 般 算术 时 元 数学 谓词 的 定义 
Dn 1. ?了 是 一 数字 .〈 缩 写 为 %(y).) 

1. yx0 
2. yXn’ (RẸ yX(",0), 参见 $50), ma 为 一 数字 。 
Dn 2，y 是 一 变 元 (缩写 为 8(y).) 
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l. yxa. 
2. yXx (PP yA xlo x)), 而 x 为 一 I. 
Dn 3. y 是 一 项 . (HEA IW). 
1. y0. 
2. 为 一 变 元 。 
3—5. yYXr + s È r * s, Mi rs s XI. 
y<r,mı AW. 
Dn 4. DD 是 一 公式 . (缩写 为 S(D).) 
1. DXr = s, ir Ss 为 项 . 
2—5. DXADB, A&B 或 AVB, 而 A 与 B 为 公式 ， DXN 
A, MAXAR. 
6—7. DX<WxA (x) 或 3xA (x)， 这 里 x 为 变 元 ,， A(x) 为 公 
A. 
Dn 5. (t 为 项 ,x 为 变 元 , 玉 是 项 或 公式 ) 把 中 的 x (的 自由 出 现 ) 
代 人 以 t+ 时 得 D. 《缩写 为 6(D, E,t, x).) 
1. 为 一 项 ,x 为 一 变 元 ， 
EXx 而 DX 
2—3. 为 一 项 ,x 为 一 变 元 ， 2 0 或 一 EEX x, 而 DSE, 
4—5. EX—WRM—-AR EX (oe), MDA Co, di), 这 里 
co 水 ， 而 SG(di es t,x)《 因 此 + 为 一 项 而 x 为 一 变 元 ). 
E 为 一 项 或 一 公式 ， EX (eos ĉis e) itt 了 为 Ceos di, d)» 
这 里 ao 米 V 或 3, MS(d, e, ts x) 及 S(d, 6&3 t, x). 
6—7.  9-M,ERN (Y, y, e) MDA (Y, ys d), 这 里 y 为 
一 变 元 , @ 为 一 公式 ， 又 或 则 yx 及 SCd, es t, x), 或 
N yXx, 而 D<E. 对 习 仿 此 . 
Dn 6. (了 为 一 项 或 一 公式 , x 为 变 元 )E 含 自由 的 x. (HRA EF 
(E,x).) 
1. E 为 一 项 或 一 公式 , x 为 变 元 而 SCE, E, 0, x). 
Dn 7. (t 为 一 项 ,x 为 一 变 元 ，E 为 一 公式 ) t 对 下 中 的 x 是 自由 
m. (缩写 为 : S(t, x, E))。， 对 E 作 归纳 ， 仿 Das 中 的 句 
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1—7. 例如 6. t 为 一 项 , x 为 一 变 元 ,而 , EXVyAly), 这 
里 7 为 一 变 元 , A(y) 为 一 公式 ， 并 且 或 则 A (y) 不 含 自由 
的 x, 或 则 1t 对 A(y) 中 的 x 是 自由 的 且 :不 含 自由 y. 
Dn 8. D 为 一 公理 .缩写 为 UD).) 
1 一 10. DXAD(BDA), 而 A 与 B 为 公式 (公理 模式 1a). 对 公 
理 模式 1b, 3, 4a, 4b, .5a,，5b,'6,7,，8 W. 
(ER: 我 们 把 公理 模式 10 分 两 种 情形 (名 11 及 13)， 
MACK) 含 自 由 的 x SB. 对 公理 模式 11 仿 此 .) 
*11 一 12。 有 一 使 得 DXVA) DAC), 这 里 ACG) SAH 
Mix, t 对 A(x) 中 的 x 是 自由 的 , 并且 SCA(t), A(x), ts 
x). 
CHER: 由 条 件 “ 对 AG) 中 的 x 是 自由 的 ”可 得 x 是 一 
变 元 , A(x) 是 一 公式 而 t 为 一 项 .这 里 我 们 不 用 $18 的 
约定 ,假设 Alt) 是 把 A(x) 中 的 x RI ER AB 
WE “SCA(t), A(x), t, a)’ ) 对 公理 模式 11 仿 此 ， 
13—14. DXVxADA, KH 是 一 变 元 , A 是 一 公式 ，A 不 名 
自由 的 x。 对 公理 模式 11 仿 此 . 
15. DXA(0)&Vx(A(x) DAQ’))DACx), KH A(x) 是 一 
公式 且 有 S(A(0)，A (x), 0, x) R SCA C(x’), A(x), 
x’, Xx). 
16—23. DXa' = b'Da = b (公理 14)。 对 公理 :15 一 21 仿 
此 。 
Pn 9. DEEN BRE. 《缩写 为 EC(D, E).) 
1 一 2. EXCDA(x) 而 DXC>VxA(x), 这 里 x 是 一 变 元 ， 
A(x) 与 C 为 公式 ,C 不 含 自由 的 x (规则 9)。 对 规则 
12 ik. 
Dn 10.D 是 王 与 FE 的 直接 后 承 . (485% CD, E, F),> 
1. DSEARAM FXEDD (规则 2). 
Dn 11. x 是 相应 于 自然 数 * 的 数字 (缩写 为 Ru(x,x).) 
1.x<0 而 一 0 
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2. xxn fix = 2’, 并且 Nula, 2), d. 
Dn 12. Y 是 - -证 明 . (485% PCY).) 
1. YX(D7， 而 D 是 一 公理 . . 
2. YX(D, P), 而 了 是 一 证 明 ， DÆ {Ph 的 直接 后 承 
3. YX(D, P， Q), 而 Ps Q REN, DE (Phs {Qj 的 直 拉 
jam. , 
Dnl3. Ala) 是 - AR, * 是 一 自然 数 ， YEAR A(x) 的 证 明 ( 作 
X Ala), x, YM). (MER: PACA), x, Y).) 
*1. Aa) 含 自由 的 a, P(Y), 并 有 x 使 得 Ru(x, x) KR 
SCY}, A(a), x, a). 
2. ACa) 不 含 自由 的 a, PCY) 及 (y}ox<A(a). 
Dn 13a. 对 每 ”个 不 同 变 元 x，'……，xr，z? 个 自然 数 wry Xna 
及 公式 A (x ttt Xn): YX ACX ts xa) 的 一 证 明 。 
oe a Phx, preg eACe eq) (u 2.3 Xas Y) 或 
Pris x YD.) l 
仿 上 。 


2 哥 德 尔 编号 


我 们 今 在 自然 数 的 算术 内 把 一 般 算术 加 以 表示 ， 因 而 便 完成 

了 元 数学 的 算术 化 。 首 先 我 们 把 零 实 体 对 应 于 不 同 的 奇数 :. 
Da Vava =++ ba, 

"3 5.7.9 11 13.15 17 19 21 23 25 27. 
又 如 果实 体 Ko 分 别 对 应 于 数 ros tto He 则 其 后 继 实体 
Cros 7%) 便 对 应 于 数 pee + prs (S 45, 4 18). 

根据 与 实体 定义 相应 的 数学 归纳 法 ， 可 知 每 个 实体 都 对 应 于 
一 自然 数 之 0。 我 们 称 这 数 是 该 实体 的 哥 德 尔 数 ;或 说 它 代表 该 实 
体 ( 或 代表 该 实体 所 对 应 的 形式 语言 客体 )。 因 为 后 继 实体 必 对 应 
于 偶数 CAT p= 2K x #0), 又 因为 至 多 只 有 一 个 * 及 一 组 
1, 使 得 一 给 定 的 正 整 数 具 有 piopi É (ross xs > 0). 
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故 不 同 的 实体 必 对 应 于 不 同 的 数 . 
例 1 Ib = 0) RER 
(3, (> a), (0, (=, Qs a), 0))) 的 哥 德 尔 数 是 
u 9 2 a "m 
28. Pu sy 52 
因为 < pr, 0S i< s, 所 以 如 果 两 实体 xz, y y 具有 关 
系 x<y, 则 它们 所 对 应 的 两 数 x+,y 必 有 关系 x <y.. CHE, 1< 
y 成 立时 ,x,y 所 分 别 对 应 的 实体 x,y 未 必 有 关系 x-<y; 例如 ， 
3 一 5 但 没有 Dx&.) 
如 果 x 是 一 个 具 后 继 者 形 (xto x) 的 实体 ,* 为 x 的 哥 
德尔 数 , 则 前 驱 {x};(i < s) 的 哥 德 尔 数 为 (x); (845 #19). 

“… 当 我 们 由 实体 而 转 到 它们 的 哥 德 尔 数 时 ， 关 于 实体 的 谓词 或 
函数 便 变 成 关于 该 哥 德 尔 数 的 谓词 或 函数 。 如 把 后 者 的 定义 域 推 
广 到 所 有 自然 数 去 ,我 们 便 得 到 一 个 数论 谓词 或 数论 函数 ,可 说 是 
相应 于 原来 谓词 或 函数 的 谓词 或 函数 . FRE - °° 
x») 言 ,所 谓 它 的 相应 数论 谓词 P(x,，.……, ) 将 指 下 列 的 谓词 : 
当 x ne fe BE PCr ttt x.) = 
{ris teta x, 为 实体 x，.…，xn 的 哥 德 尔 数 且 有 Pers ,x,)}. 

25 BONA HIRE EBL Ae tH RRR 时 《例如 
51:Dn 11) KG. 

引 理 19 就 Dn 1 一 Dn 13, Dn 13a 所 定义 的 谓词 言 ， 其 相应 
数论 谓词 是 涯 始 递归 的 , 

证 明 为 了 说 明 处 理 方法 起 见 , 今 处 理 Dn3 而 把 Dn2 作为 已 
SRERT. RR 

我 们 可 把 Dn3 符号 地 表示 如 下 : 

er í a) = yxo 
2 . V3(y) 

C1) VIX, fy} {y} uC{y) )ssdtyj] 
VIXC -> {yho fyhdetC{y} ety} I] > 
VOXC, {ylı> lyh 


© 280 « 


其 中 五 个 析 取 项 相应 于 $ 51 Dn 3 中 五 个 句子 。 对 第 三 句 我 INE 
意 ， 如 果 对 任何 实体 r, s AA yX 十 s 即 y 关 (十 ， rs) 则 必 rx 
fy}. sX {yh 所 以 有 实体 r,s 使 y 尖 (十 ,r,s) 这 事实 可 表示 为 
yXC +, {yh fy}. . 

SEA) 中 把 零 实体 +, +’, 0 换 以 它们 的 哥 德 尔 数 17， 
19, 21, 23, 把 已 知 谓词 SG) 换 以 它 的 相应 的 数论 谓词 VG), X 
PAUL = ,后 继 者 实体 (x,，…, x) 换 以 pio, +++, pio, BT OK {y}; 换 
以 (y);:。 对 目前 所 定义 的 谓词 不 写 I) 而 改写 为 7(y). Per 
形式 好 得 到 下 列 的 数论 等 价 式 . 

T(y) 三 y = 23 

VV(y) : 
(2) V\y=27.39 © 50h&T( (y) ETC Cy)2)) 
V[y = 29 + 30% + Sore TC (Cy) J&T Cy): 1 
Voy 一 如 ,3292gT(CC7))]， 

这 里 ， 因 为 y 关 0 时 O) <y 故 由 自然 数 算术 中 的 串 值 递归 式 
可 知 (2) 定义 了 一 个 谓词 了 (y); BH HG 及 4# 2, 3,14, 19, 
A, C, D 及 我 们 所 作 的 了 是 原始 递归 的 假设 ,可 知 TO) ERA 
归 的 (参见 $46 例 3). 

还 须 证 明 , 由 (2) 所 定义 的 谓词 Tly) REICH) 的 相应 数论 
谓词 . 为 此 ,我 们 对 > 作 串 值 归纳 而 证 下 列 两 命题 : 

(a) 如 果 了 TC(y)( 由 (2)), 则 > 为 菜 一 实体 7 的 哥 德 尔 数 并 有 
Cy) (由 (1)). 

(by 如 果 信 (y)( 由 (1)) 而 7 为 y 的 哥 德 尔 数 ， WW 7 Gy) (由 
(2)). 

HERR. (a) 由 (2), RY (2) 的 右边 的 析 取 项 (或 “ag” > 
一 为 真 时 TO 才 真 ;因此 我 们 须 分 五 种 情形 讨论 . 情形 2: VO) 
A. 因为 了 是 相应 于 % 的 谓词 , 故 y 便 是 一 变 元 7 的 哥 德 尔 数 , 即 
DO) 真 ; 故 由 (1) 中 的 相应 句子 得 入 (y)。 和 情形 3: y= 二 27 ,30%、 
SPT CO) DTC). MEN: GO). <y; 因此 由 关于 y 的 归 
纳 假设 知 (y), 及 Oh MARA R s 的 哥 德 尔 数 且 有 T(r) 及 
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Us). BK y(=27 - 31-52) 便 是 实体 Crs) 的 哥 德 尔 数 。 

试 把 这 实体 叫做 y， 则 rz 过 {yj sXf{y}s ik yX, {yo {yha 
({y}DsS({yj)， 再 由 (1) 中 相应 句子 得 Cy)。(b) 的 证 明 仿 此 ， 
不 过 依 (1) 的 右边 五 个 析 取 项 (或 “句子 ”) 而 分 情况 . 

”对 Dnl—Dn 13, Da 13a 中 其 它 谓词 的 定义 可 同 法 处 理 , 只 是 
用 到 二 元 递归 式 的 以 及 加 星 号 的 句子 则 其 处 理 略 有 不 同 。 经 过 翻 
译 之 后 《例如 由 (1) 到 (2)), 所 定义 的 数论 谓词 都 必须 以 哥 德 尔 
数 为 变 目 时 它 才 可 以 是 真 的 ,因为 在 原来 定义 的 每 一 句 中 ,每 一 变 
实体 都 要 求 满足 表 中 在 前 面 的 调 词 或 要 求 是 一 些 实体 的 ,后继 者 ， 
而 这 些 实体 或 者 是 固定 的 或 者 须 满足 固定 的 谓词 ， 或 须 满足 当前 
定义 的 谓词 。 例 如 我 们 可 把 Dn9 的 名 1 翻译 如 下 ， 

jimpo ze. 5g 7: me 23,30. 521: 3(4)2,1- ed; 

BIC dE Flle) J&F (Ce) J&C F Ce), Cd), N 
RE“). 是 ld)“ 的 缩写 . 注意 CF (e, x) 并 不 恰 是 CF 
(E, x) 的 相应 数论 谓词 。 因 为 当 。 或 x 不 是 可 德尔 数 时 它 仍 是 真 
的 . 但 壮 这 里 却 没有 关系 ,因为 (<) 又 出 现 于 Flle)) 中 ， (ahi 
又 出 更 于 VCC) 中 ， 这 相应 于 Dn 9 41 中 的 C 是 一 公式 及 了 
是 一 变 元 这 些 条 件 . 

Dan5 与 Da 11 是 二 元 (简单 ?递归 式 。 对 Dn5 言 ， 若 令 T(z, 
tox) = {z = 24+ 3 f SCd, es 1, 2)}, 则 工 便 满 足 一 个 对 一 变 元 
的 串 值 递归 式 , 且 有 SCd erz) 一 T(24 3,2, z). 

BAS BA BSH Dn 8 的 句 11 及 名 12 及 Dn 138) 4) 1 及 
Dal3a 41. 我 们 把 Dns 4.11 8%: 

(Et), cal d = 2? « 323 Da sun BT FCCa), Ron D. 

&F(t, (du (di)8SCld)> (Du ts (dan) I 
然后 再 用 间 E. 上 界 + < a 可 证 明 如 下 , 当 A(x) 含 自 由 的 x 时 ,t< 
AQ) 4VxA(x)DA(t) XD, 我 们 把 Da 13 名 1 译 为 

CF(a, 25 )8Pf(y)&( En )ucy[Nuln, x)&S( Cy)o, a, n, 25)]. ， 

这 样 便 完成 了 引 理 19 的 证 明 。 这 个 证 明 的 要 点 在 于 : 一 般 
算术 中 的 原始 递归 式 变 成 了 通常 算术 中 的 串 值 递归 式 ， 因为 哥 德 
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尔 编 号 虽 则 破坏 了 直接 后 继 的 关系 却 保 持 了 次 序 关 系 。 每 一 变 元 
如 果 不 是 作为 所 定义 的 谓词 的 自 变 元 而 引 人 ， 而 是 随 着 量词 而 引 
入 的 (例如 Dn8 句 11 中 的 t 及 Dn 13 句 1 中 的 x), 则 必须 核 
验 , 其 变 域 是 可 加 限 的 ( 即 有 上 界 的 一 一 译 者 ). 
引 理 20 ”在 本 节 的 哥 德 尔 编 号 下 , $ 42 引 理 21 中 的 谓词 
A(a, b) 及 Bla, c) 是 原始 递归 的 . 
证 明 Dn 13 中 的 谓词 PICACa), +,Y) 的 相应 的 数论 谓词 为 
Pia, x,y), 我 们 可 用 它 来 表示 Ala, b) 及 Bla, c) WE, 
A(a,b)=Pf(a,a,5), B(a,c)=Pf(2?-3,a,c), 
再 由 引 理 19 Bik. 
又 由 $49 定理 27 系 便 可 证 明 $ 42 引 理 21. 
定理 31 对 任意 给 定 的 公式 A(a) 言 (参见 Dn13)， 谓 词 
A(x) 是 可 证 的 '《 作 为 * 的 谓词 ,而 x 为 相应 于 zx 的 数字 ) 恒 可 表 
成 (Ey) R(x, y) 形 ,而 R 为 原始 递归 的 ; 即 , 给 出 一 公式 A(a) 后 ， 
可 找 出 一 原始 递归 谓词 R(x, y) 使 得 
(Ey)R(x, y) = A(x). 
《对 A(x，.…，xn) 仿 此 ,参见 Dnl3a,) 
ER ”一 公式 是 可 证 的 当 且 仅 当 对 它 有 一 证 明 。 设 定理 假设 
中 的 公式 Ala) 的 哥 德 尔 数 为 es， 则 仿 
R(x, y)=Pf(a, x, y) 
便 可 。 (对 A(x +++; Xe) B® R(x1, tta tps y) = Pfa (ri ……， 
taoy).) . 
例 2 ik SCE, t, x)K {4 为 一 项 , x 为 一 变 元 E 为 一 项 或 
一 公式 时 把 王 中 的 x Rt 的 结果 ; 否则 便 为 E}; 并 令 Mux) x 
{相应 于 自然 数 x 的 数字 x}。 这 两 个 元 数学 函数 6 (E, ty x) 及 
Nule) 是 可 用 递 妇 式 定义 的 , 仿 谓 词 S(D, E, t, x) (Dn5) 及 
Jiu(x, x) (Dall) 便 可 。 这 时 其 相应 数论 函数 Ce, ts x) (=e, 
Hest, zx 不 全 为 哥 德 尔 数 时 ) 及 Nu) 便 是 原始 递归 的 。 


ea 283 + 


“$ 53. 归纳 定义 与 递归 定义 


“项 "与 “公式 ’ 的 定义 首先 在 $ 17 中 作为 归纳 定义 而 给 出 . 归 
纳 定义 的 其 它 例子 为 “自然 数 ’ 的 定义 (§ 6), 第 一 种 说 法 的 “可 证 
公式 ' 定义 (§ 19),“ 原 始 递 归 函 数 ’ 定义 (§ 43) 及 “实体 ”的 定义 
Cs 50). 本 章 的 结果 可 根据 归纳 定义 与 递归 定义 之 闻 的 关系 而 探 
究 之 .现在 我 们 先 一 般 地 对 归纳 定义 作 一 些 注解 . 

归纳 定义 有 两 个 不 同 的 作用 ， 可 叫做 根本 的 或 非 根 本 的 = 

给 定 的 归纳 定义 到 底 属于 哪 一 种 ， 可 因 上 下 文 或 它 所 在 的 理论 
而 有 所 不 同 . 

对 一 般 算术 说 ，“ 实 体 ’ 的 定义 是 根本 的 归纳 定义 它 建 立 了 
该 算术 的 客体 域 . 当 且 仅 当 在 “实体 ' 定义 中 所 说 的 产生 方式 给 定 
以 后 我 们 才 算 该 实体 是 给 出 了 . 

至 于 非 根 本 的 归纳 定义 ,如 “项 ' , ‘公式’ 及 “可 证 公式 ” , 则 只 
是 对 已 经 知道 它 是 实体 的 那些 客体 才 施用 . 这些 定 义 都 定义 一 个 
实体 类 , 即 实体 类 的 子 类 .我们 可 以 在 算术 中 询问 ,一 个 给 定 的 实 
体 是 不 是 属于 这 子 类 ;对 这 子 类 我 们 可 以 定 出 一 个 谓词 ,对 属于 户 
子 类 的 实体 言 该 谓词 取 值 t, 对 不 属于 子 类 的 实体 言 则 取 值 f。 我 
们 可 把 非 根本 归纳 定义 看 作 这 些 谓词 的 定义 . 

因此 根本 归纳 定义 是 确立 一 变 元 的 变 域 ， 以 后 我 们 便 可 以 用 
灰 模 本 基 钠 定义 来 定义 在 该 变 域 之 上 的 谓词 了 (包括 常 调 记 《作为 
特例 ). am 

用 非 根本 归纳 定义 以 定义 一 谓词 其 方式 如 下 。 直接 句子 告诉 
我 们 ,对 某 些 客体 言 谓词 取 值 t+， 限 制 句子 告诉 我 们 , -使 它 取 得 什 
t 的 那些 客体 便 尽 于 此 了 ， i 
CRUE tht, RIES AE f. 

一 般 地 说 ,直接 句子 中 有 些 是 基本 句子 ,率直 地 告诉 我 们 ， (或 
者 在 某 些 假设 下 ， 而 假设 中 只 牵涉 到 已 经 定义 的 谓词 , ) 对 某 些 客 

ACER tH, 有 些 是 归纳 句子 ， 它 告诉 我 们 说 ,如 果 对 某 些 
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客体 它 取 值 t( 可 能 是 在 某 些 假设 之 下 , 这 些 假设 使 用 已 经 定义 了 
的 谓词 ), 那 么 对 与 这 些 有 某 种 方式 连 系 的 客体 言 它 亦 取 值 t.《〈 如 
果 缺 少 基本 句子 ,那么 对 一 切 变 目 言 这 谓词 取 值 f， 如 果 缺 少 归 纳 
句子 , 则 这 定义 便 简单 地 是 显 式 穷 举 定义 .)? 

非 根 本 归纳 定义 亦 可 用 以 定义 多 元 谓词 . 这样 的 意义 有 时 便 
是 -一 个 依赖 于 参数 的 类 的 归纳 定义 (例如 ，$6 中 “<” 的 定义 ), 一 
般 说 ,都 可 以 当 作 是 对 有 序 的 ”元 矢 类 的 归纳 定义 . 

不 管 根 本 或 否 ， 均 可 根据 归纳 定义 而 证 明 相 应 的 “数学 归纳 
证 法 .相应 于 “自然 数 ” 归 纳 定义 的 以 及 相应 于 “实体 ”归纳 定 
义 的 ,上 文 已 经 指出 过 了 (87,850). 再 举 一 例 ， 相 应 于 “可 证 公 
式 ” 的 归纳 定义 的 ， 有 归纳 原则 如 下 : 如 果 每 一 公理 均 有 某 一 性 
质 ,又 在 任 一 形式 推论 中 只 要 前 提 有 这 性 质 则 结论 亦 具 有 之 ,那么 
每 个 可 证 公式 都 具有 这 性 质 . CE $28 定理 9 的 证 明 中 ,可 利用 这 
个 归纳 原则 而 无 须 对 证 明 的 长 度 来 作 串 值 归 纳 . 这 时 ， 引 理 12 a 
及 12b 便 是 证 明 中 的 黄 基 及 归纳 步骤 . ) 

同样 地 ,根本 归纳 定义 (再 约定 由 不 同方 式 产 生 的 客体 是 不 同 
的 ) 便 可 用 以 辩解 一 函数 的 “递归 定义 ， 或 “归纳 定义 ,该 函数 以 
该 根本 归纳 定义 所 建立 的 域 为 变 域 . (反之 ,就 某 一 类 的 非 根本 归 
纳 定义 言 ， 如 果 能 够 根据 不 同 的 直接 句子 而 认 出 一 客体 是 属于 该 
类 的 ， 则 用 相应 的 递归 过 程 而 定义 一 函数 时 ， 对 于 该 客体 可 能 给 
出 不 同 的 函数 值 , 例 如 ，?p(A) 一 0 如 果 A 为 公理 ,p(A) 一 p(B) + 
1 如 果 A 为 B 的 直接 后 了 头 , pp (A) 一 p(B) 十 (CC7 十 1， 如 果 A 
为 B 与 C 的 直接 后 承 ”, 便 不 能 定义 一 个 单 值 的 、 由 可 证 公式 到 自 
然 数 的 函数 .) 

谓词 可 由 把 递归 地 定义 的 函数 作为 它 的 代表 函数 而 得 出， 但 
正如 $51 中 那样 ,谓词 经 常 直接 由 递归 过 程 而 引入 . 

在 递归 式 ( 指 第 九 章 对 简单 算术 所 讨论 的 那些 ) 中 ， 一 函数 式 
谓词 在 某 一 给 定 的 非 0 变 目 处 的 值 都 只 由 在 给 定 变 目 以 前 的 变 目 

1) 沙 宁 CH. A. Manan 1955) 详细 研究 了 在 随便 一 种 字母 表 内 各 种 不 同 的 非 根 

本 归纳 定义 的 类 型 一 “ 俄 译注 . 

. 285 « 


处 的 函数 值 ( 谓 词 值 ) 而 决定 的 ， 所 谓 在 前 是 就 根本 归纳 定义 对 该 
域 的 产生 次 序 而 说 的 ， 因 此 我 们 便 可 以 由 相应 的 归纳 证 明 来 证 出 
对 每 个 变 目 而 言 递归 地 定义 的 谓词 都 取 值 《或 # 因而 可 以 直觉 
主义 地 证 明 ,对 任何 命题 言 , 只 要 它 是 递归 地 定义 的 谓词 的 值 , 都 
可 以 使 用 排 中 律 . 

但 一 般 说 来 ,归纳 地 定义 的 谓词 并 不 如 此 ,因此 即使 用 限制 名 
子 把 凡 属 直接 句子 不 给 以 值 t 的 地 方 都 给 以 值 f, 这 时 我 们 往往 没 
有 一 个 能 行 的 《有 效 的 ) 方法 决定 对 应 于 某 一 给 定 变 目 时 该 谓词 
的 值 . 
就 下 列 特例 言 却 是 可 以 的 ， 即 ( 设 就 某 类 的 妇 纳 定义 言 ) 当 中 
纳 句子 对 该 类 的 元 素 的 引入 次 序 恰 和 根本 归纳 定义 对 该 客体 的 产 
生 次 序 一 样 时 ,这 一 种 的 归纳 定义 我 们 可 以 改作 递归 定义 , 正如 我 
们 对 “项 和 “公式 ’ 所 做 的 那样 ($ 51). 

不 具 这 性 质 的 归纳 定义 可 举 第 一 说 法 的 “可 证 公式 :定义 为 例 
($19). 在 第 二 说 法 下 , 它 所 以 不 列 人 $ 51 的 元 数学 的 定义 中 , 原 
NET, 使 用 了 存在 量词 有 一 证 明 Y” 而 对 于 变 元 Y 却 无 法 知 其 
界限 (与 Dn8 句 11 一 12 或 Dan 13 41 RR). (参见 $30, ?由 这 第 
二 说 法 我 们 得 到 一 个 相应 的 数论 谓词 (Ey) [Pj(y)&(y)。 一 41( 参 
见 Dn 12), GB (Ey)R(d, y) 形 而 R 为 原始 递归 的 . 

” 当 用 一 种 很 自然 的 方式 而 给 出 归纳 定义 的 形式 《只 用 初等 的 
Sc N. 在 自然 数 的 算术 中 能 够 用 归纳 定义 而 定义 的 谓词 
P(x …，xw) 便 恰巧 只 是 可 表 为 下 形 的 谓词 ， (Ey)Rekunan, 
ža ?7 而 尺 为 原始 递归 的 .其 证 明 可 由 推广 上 面 的 方法 而 得 ; 如 
克 林 [1943], 第 66—67 页 所 暗示 的 ; nee 
上 所 指出 的 别 的 方法 . 
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第 十 一 章 ”一般 递归 函数 


§ 54. 原始 递归 函数 的 形式 计算 


$43 中 所 直觉 地 考虑 的 模式 (1) 一 (V), 每 一 个 都 是 一 运算 ， 
由 零 个 或 多 个 已 知 函数 而 定义 一 函数 p。 实 际 上 我 们 把 这 些 模 式 
用 方程 来 叙述 . | 

让 我 们 回顾 用 方程 以 定义 一 函数 9 的 方式 ,并 试看 , 当 用 它们 
来 决定 9 的 特殊 值 时 ,能 否 分 解 成 为 一 些 形 式 运 算 。 

Bil 设 X 为 一 给 定 函 数 , 有 两 个 值 为 
1. X(0,4) 一 7。 2.X(1,7)=7. i 

而 9? 则 由 4 一 4 时 的 模式 (Va) 而 引 和 人 如 下 。 

3. p0) = 4, 4. p(y’) =X, ply)). 

在 $43 我 们 已 经 证 明 ， 对 任何 数 >》 言 ,P 的 递归 方程 都 决定 
的 相应 值 p(y), 只 要 x 的 值 是 已 经 决定 的 便 成 。 在 特例 , 现 既 
已 给 出 上 述 的 x 的 二 值 ,由 $43 的 推理 我 们 便 得 pg(2) 一 7。 RM 
现在 要 问 : 根据 什么 样 的 形式 推理 可 使 我 们 由 方程 1 一 4 推演 出 
方程 “p(2) = 7”? 

在 方程 4 中 以 “0” 代 “y” 得 
5. p(1) = x(0,9(0)). 
根据 方程 3 把 方程 5 右 端 的 “qg(0)”. 换 以 “4” 得 
6. pl) = X(0, 4). 

FITUIRRAHFRECKIERT. 
7. g(1) = 7 一 一 替换 , 6, 1. 

8. p(2) = X(1, 9(4)) 一 一 代入，4。 
9. p(2) = X(1,7) 一 替换, 8,7, 
10. 9(2) 一 7 -一 替换 , 9,2. 
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因此 只 用 代入 送 算 及 替换 运算 便 足 以 由 所 给 的 方程 1 一 4 而 
EREDE pO) 一 7”, 后 者 说 ， 在 变 目 2 处 9 的 值 为 7。 更 进 
一 步 , 显然 , 继续 使 用 这 两 种 推理 绝 不 可 能 由 方程 1 一 4 而 推 到 别 
的 任何 方程 ,其 左 端 为 “gpg(2》” 而 右 端 为 数字 的 . 

例 2 假设 , 更 特殊 地 ,X 为 常 函 数 (C?), 由 下 方程 而 定义 
一 2。 xX(y,z) = 7, 

Mm? ZH xX Te LA Lil. (Cp 便 是 原始 递归 的 ， 以 X, 9 作 
为 原始 递归 描述 .) 现在 我 们 可 用 代入 法 由 方程 —2 而 推出 方程 
1,2 如 下 : 
—1. X(0, z) = 7 一 一 代入 ,一 2。 

0. X(1，z) 一 7 一 一 代 人 ， 一 2。 

1. X(0, 4) 一 7 一 一 代入 ， p 

2. X(1, 7) 一 7 一 一 代入， 
FOX AE AB 1 中 的 推演 合并 ， SAS La 的 
三 个 方程 一 一 一 2, 3, 4 而 到 “9(2) 一 7” 的 推演 ， ' 

在 这 两 例子 里 ， 我 们 只 是 讨论 形式 方面 的 问题 并 没有 预先 明 
显 地 作出 一 个 形式 系统 。 现在 我 们 便 建立 一 个 适当 的 形式 系统 ， 
并 且 使 我 们 的 讨论 成 为 这 系统 的 元 数学 的 讨论 因而 得 以 严 格 起 
.来 。 

这 个 新 形式 系统 我 们 叫做 递归 函数 的 形式 系统 。 现在 我 们 先 
用 语言 来 描述 它 , 以 后 5$ 56) 再 描述 为 一 种 一 般 算术 ， 二“ 

这 系统 的 形式 符号 是 : 一 (等 于 ),( 后 继 者 ), OCB), a,b, 
C, >'t Ais A, …-( 自 然 数 变 元 )， f,g;h,-.-‚,f, fa ++ (BRR 
字母 ， 即 未 明 指 的 数论 函数 的 符号 ),(,), GES), > GES). 我 
们 假定 给 出 (潜伏 的 ) 无 穷 多 个 变 元 及 函数 字母 . 

我 们 所 以 把 f, g, h, +s fis fae > 叫 做 “函数 字母 ”而 不 训 
做 函数 符号 "， 为 的 是 与 ' 有 所 区 别 。 这 个 名 称 是 很 适当 的 ,因为 
它们 的 作用 类 似 于 纯 谓 词 演 算 中 的 谓词 字母 ， 即 在 不 同 的 时 嵌 必 


D 拉丁 文 为 ab initie。 这 里 指 “ 不 用 开始 函数 > 一 一 - 俄 译注 
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们 表示 不 同 的 荔 数 ， 但 并 未 假设 有 相应 的 代 和 人 规则 "5. 在 一 讨论 
中 ,如 果 f, g, 等 表示 固定 的 函数 ， 并 且 和 ', 十,' 等 受到 同样 
对 待 ,这 时 它们 亦 可 叫做 “函数 符号 ”. 

形式 表达 式 0, 0 0”，… 叫做 数字 如 前 ($ 41), 它们 将 被 
#95 % 0", “1, 2", s 我 们 继续 使 用 下 列 的 约定 “y” 
等 指定 的 数字 是 分 别 相 应 于 “x”,，“y” 等 所 指定 的 自然 数 的 。 

WEE 0, 变 元 ,或 者 形 为 r 的 表达 式 而 为 一 项 , 或 者 形 为 
fn or) 的 表达 式 而 上 为 函数 字母 , nn，……, ra 为 项 (n 之 09， 
5 n 一 0 时 把 括号 省 去 ”?). 

当 r,s 为 项 时 形式 表达 式 + = s 叫做 一 方程 。 这 系统 的 所 有 
“公式 "都 是 方程 。 方 程 系 指 方程 的 有 限 序列 co*s e, (如 无 特别 
声明 必 为 不 空 序列 ). l 

没有 公理 ;因而 我 们 将 只 定义 “可 推 福 性 ”而 不 定义 “可 证 性 ”. 

推论 规则 只 有 具 一 前 提 的 代入 规则 R 以 及 具 两 前 提 的 替换 
规则 R2 AUF. 
RI: ”由 一 个 含 变 元 7 的 方程 d 变 到 另 一 方程 ， 把 4 中 的 7 代 以 

一 数字 y 而 得 的 ， 
R2: ”由 一 个 不 含 变 元 的 方程 + 一 。( 大 前提) 及 方程 h (z，….， 

Zp) =z, hy FAN Zs e’ Zp， Z 为 数字 《小 前 提 》 

变 到 另 一 方程 , 由 把 r+ = s 内 右 端 * 中 某 一 个 h (z,，………， 
zp) 的 出 现 (或 几 个 出 现 同 时 地 ) 换 以 z 而 得 的 。 

由 方程 系 E( 或 方程 集 , 可 能 是 无 穷 的 ) 到 方程 e RENE 
方程 ) 的 推演 是 指 树枝 形 的 推演 ($ 24 K) 即 它 将 具 下 列 三 形 之 


ee 


而 “为 王 中 方程 之 一 。 
而 W 为 由 E 而 作 的 一 个 推广 ,c 为 W 中 尾 公式 根据 Rl 而 得 
的 直接 后 承 . 


oja a 


D 如 果 假 设 有 这 规则 便 将 被 叫做 “函数 变 元 ”了 -~ 一 译 者 注 . 
2) 即 只 写 “一 一 译 者 注 ， 
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一 全 而 W 与 X 为 由 了 而 作 的 推演 。e 为 W 及 X 中 尾 公式 根据 R2 


而 得 的 直接 后 承 . 
如 果 有 一 个 由 E 到 。 NER, Nik e 可 由 EE 推演 出 《符号 表示 为 : 
Ete). 
例 2( 续 ) 试 把 方程 一 2 到 10 翻译 到 新 形式 体系 来 (用 形式 
函数 字母 f, 有 表 直 觉 函 数字 母 “pg”“x”, 用 6, c 表 直 觉 的 数 变 元 
Y, a”), 并 把 序列 形 改 为 树枝 形 , 我 们 便 得 到 下 列 的 图 式 ，。 
4 f(b’) = h(b,f(h)) 
5. £) = h(0, f(0)) 3.f(0)=4 一 2. h(b, c)=7 . 


(a) ， 一 1. RC0,e) 一 7 
4. Ab )=h (b, KY) 6 KA, 4) 1.h(0,4)=7 2, h(b,c) =7 
8. F2) = h(1, FOY) 7. fA) =7 0. AC, ©) =7 
9 (2) = Ai, 7) 2 A, 7)=7 
| 10. f(2)=7 a“ 
这 便 是 由 下 方程 系 到 方程 K2) = 7 的 一 个 推 痊 。 
h(b, c) =7, } (b,) 
(b) f(0) 一 4， 
f(b’) = h(b, f(b)). } (bi) 


A 


AWB) 试 在 (a) 中 把 方程 一 21, 一 1, 一 2,, 0( 的 出 现 ) 除 
去 , 叫 它 为 (a). KEE ACO, 4) 一 7, AC, 7) 一 到 
FO) = 7 的 推演 . 

附注 1 有 人 会 问 : 为 什么 要 搞 翻 译 呢 ? 其 理由 当然 与 下 列 
做法 一 样 ， 我们 在 第 四 章 的 数论 形式 体系 内 不 用 直觉 数论 的 符号 
体系 而 选用 不 同 的 特殊 符号 体系 .这 理由 可 重 述 如 下 。 在 形式 体 
系 的 语言 概念 之 下 , 现在 所 以 要 由 “qg”,“x”,“y”,“s” MER 
h, b, c 是 因为 形式 符号 必须 取 自 预 给 的 固定 的 符号 表 , 在 元 数学 
中 它们 仅仅 是 个 标志 。 为 了 可 以 依 自 名 法 ($ 50, $ 16) 使 用 它 而 
不 致 于 混乱 ， 它 们 大 多 数 必须 是 一 些 特殊 的 字母 。 如 果 把 形式 体 
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系 看 作 广 义 算术 , 喜欢 的 话 , 可 以 把 了 认为 是 “p”( 即 “六 是 “9p” 
的 名 )( 但 这 时 它 便 只 是 “9” 的 名 ， 而 不 能 够 有 时 又 是 “4 ”的 名 ， 
SS). RZ WW MEH, “P ARH f, gs h SRA 
的 一 个 的 名 (如 果 我 们 把 “ 产 作为 “9 WB, e” PED “ob” 的 名 ， 
“有 ”作为 “x” 的 名 , 那 末 “f? 便 是 “o “4 和，x ”等 中 未 明 指 的 一 
个 的 名 )、 翻 译 的 好 处 便 在 于 能 够 很 清楚 地 谈论 到 与 通 数 , 数 等 等 
有 所 区 别 的 符号 ,而 无 须 重重 复 复 地 使 用 引号 《 按 指 “qg ”等 一 一 
译 者 ) 以 及 有 关 的 技巧 (如 硅 因 [1940] 的 “ 角 括 号 ”Corer*、 一 按 
指 Tpl 等 一 一 译 者 ). 

今 设 一 7 元 通 数 FP 已 经 直觉 地 由 /个 (1 宇 0) 分 别 为 m，…， 
m 元 的 函数 do WHEN. 要 想 讨 论 在 形式 体系 内 一 个 给 
定 的 方程 系 下 是 否 从 dd 而 定义 po 我 们 必须 说 明 哪 一 些 
函数 字母 f， Bis > Bi 是 分 别 地 表示 podio N. 

因此 ， 应 该 作 一 些 约定 使 得 我 们 可 以 直接 从 EE 本身 认 出 这 些 
字母 .为 此 我 们 的 系 王 只 限于 其 中 最 后 一 方程 的 开始 (最 左 的 ) 字 母 
是 字母 f; 我 们 说 这 是 EE 的 主要 函数 字母 , 并 用 它 来 表示 p. EE 
中 的 方程 的 右 端 中 出 现 而 不 在 左 端 出 现 的 不 同 函 数字 母 我 们 叫做 
E 的 已 给 函数 字母 . 我 们 可 把 系 王 限于 只 具有 I 个 已 给 函数 字母 
的 ; 并 依照 预先 指定 的 函数 字母 表 的 次 序 而 用 &，: …， g 来 分 别 
表示 bod. 我 们 可 把 系 E 限于 其 中 的 f gots gi 只 用 以 
TERS BAA n, m, tsm 个 变 目的 项 的 (对 现在 的 目的 言 ， 亦 
可 把 同一 函数 字母 但 具有 不 同 个 数 的 变 目 的 函数 字母 当 作 不 同 的 
水 数字 母 ， 正 和 我 们 在 $31 中 对 谓词 字母 的 处 理 那 样 ); 在 FE 内 
的 方程 中 出 现 的 其 它 函 数字 母 叫 做 E 的 辅助 函数 字母 . 

当 ! > 0 时 ,作为 “假定 方程 ”的 不 但 有 方程 系 EE, 它 是 相应 于 
M dis sos 而 定义 P 的 模式 的 ,还 需 有 给 出 函数 bs gi 的 
BITTER. mE RR TINTEN 8(y …，ymw) 一 y， 
这 里 对 于 = 1, ……, 1 及 一 切 的 自然 数 METER Vitto Ym BH 
A piis ITEM Yo yw 了 为 相应 于 数 Ya > 
Ym 7 的 数字 )。 当 7 >e(Rmt+---+m 40K, RRA 
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是 无 穷 的 5; 当 1 一 0 时 (或 加 + +++ +m, 一 0 时 一 一 译 者 ) 则 是 
SE. 

我 们 把 这 些 意念 合并 而 得 下 列 的 元 数学 定义 。 我 们 说 方程 系 
E 递归 地 从 dd 而 定义 p， 如 果 对 于 每 个 自然 数 IR 
Xin tto ta Bo RTE: El, EMEC +--+, x.) =x 4AM 
PCr ，xn) = x, 这 里 {是 EE 的 主要 函数 字母 , g1;*……,8g/ DE 
的 已 给 函数 字母 ， 依 照 它们 在 预先 指定 的 函数 字母 表 上 的 次 序 而 

. 写 的 ,而 x 为 数字 . 

换 句 话说 ,下 递归 地 从 dd TEM PFET: (f go vrs 
8& 如 上 所 述 ): RIZA EW. EVE (x, +++, Xs) = x, KH 
Kio tts © 为 数字 ， 当 ( 完 备 性 ) 且 仅 当 ( 相 容 性 》) f(x, eee x,)= 
X6EY 。 

例 1 与 例 2( 续 ) b) 中 的 主要 函数 字母 是 f; h 是 辅助 函数 
字母 ;显然 地 (b) 递归 地 定义 了 qp( 这 里 当 y 一 0 时 PG) =—4,9> 
OR eG) 一 7)。 方程 系 (b) 递归 地 定义 了 x( 二 C3); 而 (b) 递 
轨 地 从 x 而 定义 p, 而 下 为 已 给 函数 字母 

定理 世 如果 ?原始 递归 于 doo br, 则 有 一 个 方程 系 E 
它 递归 地 从 Dis > pi 而 定义 P. 

显然 地 ， 如 果 把 从 do eo dy 到 9 的 任何 原始 递归 导 引 
pH Pe 中 的 模式 应 用 翻译 到 形式 体系 来 , 只 要 我 们 适当 地 选 
择 函 数字 母 而 且 预 先 安排 好 (如果 必 要 的 话 ) 使 得 每 个 dhi BEE 
些 模 式 应 用 中 被 用 到 (根据 我 们 的 约定 ,函数 字母 goet gy 分 别 
表示 办, …， 峰 ， 须 全 都 出 现 于 下 中 ), 这 时 我 们 便 得 到 这 个 方程 
系 下 了 .但 是 我 们 却 想 详 细 地 给 出 元 数学 的 分 析 , 共 得 五 条 引 理 ， 
作为 今后 对 类 似 问题 作 简单 处 理 时 的 根据 . 

所 谓 一 推 着 的 主 支 是 指 下 列 的 一 支 , 当 从 尾 方程 逆 滑 时 ,含有 
使 用 R2 时 的 大 前 提 的 . 在 主 支 的 顶点 处 的 方程 叫做 主要 方程 ,小 
前 提 ( 沿 主 支 而 应 用 R2 时 的 小 前 提 ) 的 推 窒 (这 是 所 给 的 推广 的 一 
1) 《〈 俄 ) 译 者 不 明白 ,这 样 考虑 如 何 和 作者 的 有 和 穷 性 方法 相 协调 一 - 译 者 注 ， 
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部 分 ) 吕 做 贡献 推演 ， 

例 2( 续 ) (a) 的 主 支 ， 从 上 而 下 是 : 方程 41, 8, 9, 10. E 
要 方程 是 所 5') = A(b, fb)). 两 个 贡献 推演 是 以 方程 ?及 2 为 

在 一 个 形 为 1 (Xi xa) 一 x 的 方程 的 推演 中 ， 这 里 是 
RATTE HS x 为 数字 , 它 的 主 支 ,从 上 而 下 ,将 包括 
有 零 次 或 多 次 的 R1 的 应 用 ， 然 后 跟着 零 次 或 多 次 的 R 2 的 应 用 . 
RI 的 应 用 是 把 主要 方程 的 变 元 分 别 地 代 以 数字 ， 直 到 左 端 变 为 
人 Xi， xa) 为 止 。R2 的 应 用 是 把 右 端 中 的 形 为 Cz, +++» Za) 
的 部 分 ( 原 有 的 或 在 替换 时 新 出 现 的 ) 替换 以 相当 的 数字 z, 直到 
右 端 变 为 x 为 止 . 

恒 等 模式 是 指 下 模式 

PCRs Ks) 一 PCR, +++, x). 

引 理 Ila 如 果 根 据 模式 (1) 一 (V) 之 一 或 根据 恒 等 模 式 言 ， 
9 是 直接 依赖 于 doco gi 的, 则 把 模式 应 用 时 的 非 形式 方程 翻 
译 到 形式 体系 后 (用 任何 适当 选择 的 函数 字母 )， 所 得 的 方程 系 EE 
便 递 归 地 从 dis +++ hy 而 定义 g. 

51 Wa 的 证 明 ” 当 我 们 认 出 在 定义 该 函数 时 使 用 什么 样 的 
模式 ,我 们 便 仿 该 非 形式 推理 而 作证 明 . 

模式 (Vb). HEREETE, ECO, X29 °° xn) = g xas ttita 
xn )， f(y’, Xgo° t> Xn) = h(y, f(y, X29 *** > Rn) Ray "u Xn). FE 
Er APB x tt te. 我 们 对 x (EN. BEL x, 一 0， 则 
am) = PCr nn). H x = p (ai yz) 时 ， 若 
把 E 的 第 一 个 方程 作为 主要 方程 ， 并 用 EX 中 的 方程 g(x;，………， 
x,) = x EX R2 的 小 前 提 ， 可 知 有 ER, EHEC, …，xn) =x, 
其 次 , 若 要 对 随便 一 个 数字 x 而 推演 出 f(x,，:……, x) 一 x, 我 们 
必须 用 同样 的 主要 方程 ,以 及 用 Ri 来 作 闻 样 的 数字 代 人 (除却 次 
序 可 能 不 同 外 ), 因 为 在 E 双 ,EE 中 找 不 出 别 的 方程 , 也 作 不 出 别 的 
代入 足以 使 我 们 得 出 一 个 以 fx， + Xx,)( 当 x 一 0 时 ) 为 左 端 
的 方程 的 。 既 然 如 此 、 此 后 根据 R 所 作 的 替换 便 是 唯一 决定 的 ， 
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KRH x = p(X, +++ KAA Eg, EVE (Xx, x) = x. 
归纳 推 步 : x, = 9’, 仿 此 . 

引 理 lb 设 DD 为 一 组 方程 (有 穷 或 无 穷 ), F 为 一 方程 系 ， 它 
的 方程 的 左 端 不 含有 在 D (的 方程 ) 中 所 出 现 的 函数 字母 , 设 8 为 
在 D 中 出 现 的 函数 字母 .如果 D, Fg (yo tto yn) =y, ZE 
Yio ym Y 为 数字 , 则 必 DHg(y，.…，yn) 一 了 。 

引 理 Hb 的 证 明 ” 试 研究 由 D,F 到 具有 所 说 形状 的 方程 
BCI to Yn) 一 EER. 我 们 就 该 推广 的 高 度 * 而 作 串 
值 归 纳 , 从 而 证 明 只 有 D 中 的 方程 才 作为 它 的 假定 方程 ( 即 出 现 于 
各 支 的 顶端 的 )。 主 要 方程 必 是 D 的 方程 之 一 ,因为 它 的 第 一 个 符 
号 是 g, 这 只 出 现 于 DD 中 而 不 出 现 于 F 的 任何 方程 的 左 端 中 。 每 
个 贡献 推广 的 高 度 都 <:, EA hz, es zp) 一 z AE Mh EÈ 
一 个 出 现 于 主要 方程 的 右 端 中 因而 为 出 现 于 DD 中 的 函数 字母 。 因 
此 根据 归纳 假设 ,该 贡献 推广 只 用 DD 中 的 方程 作为 假定 方程 

引 理 He 设 DD 与 F 如 引 理 lb HHH. 设 G 为 一 组 具有 下 列 
形状 的 能 由 D 推演 出 的 方程 g (y,,，…， Yn) = y, 这 里 8 为 同时 
出 现 于 D 与 F 中 的 水 数字 母 而 Yio tto ym， Y 为 数字 。 设 f 为 不 
出 现 于 D 中 的 函数 字母 ， 如 果 D， FE E(x, +++ 5%Xm) = X, Xo ors 
Xn» X DAS, WA G, FEC, +--+, Xn) = X, 

5138 Ile 的 证 明 就 所 给 的 由 D，F 到 X, Xm) = KAY 
推演 的 高 度 : 而 作 串 值 归纳 。 主 要 方程 是 F 中 方程 之 一 ， 因 它 的 
第 一 个 符号 是 而 这 不 出 现 于 DD 的 任何 方程 之 中 。 沿 主 支 上 的 任 
何 一 个 小 前 提 都 具 下 形 hz, -e zp) 一 z, 这 里 h 出 现 于 主要 方 
程 的 右 端 中 因而 出 现 于 F 中 。 分 两 情况 。 如 果 h 出 现 于 DD 中 ， 则 
由 引 理 IIb 知 , h(z，…, Zp) = z EEX ey +> Yn) 一 了 的 
方程 而 可 由 DD 推演 出 , 即 hz，.…，zz) 一 zeG。 如 果 h 不 出 现 于 
DH, 则 由 关于 * 的 归纳 假设 得 , h(x, +, Zp) =z nH G, F 
HERH. 

SB ld (Dit, …， 人 为 不 同 的 函数 字母 ， 依 所 给 的 函 
数字 母 表 中 出 现 的 次 序 而 排列 。 (2) 设 p 一 ho es p= 1。 
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GJA i=l Hl, +, RAS) Si E 递归 地 从 pi >> Pj 7 
(qi 205 Faye y ia 过 让 而 定义 po 而 以 fi HEEB RAED, 
His, fig, 作为 已 给 函数 字母 . 2... 
果 有 的 话 ) BSE, 7 At, 的 辅助 函数 字母 以 及 与 64,…, fe A 
A. BAM i= 1,---,k A, SEANA f (xotta Xx》 = KEEP! 
时 我 们 有 : EHO Emot EP Ef (in tto Xn) =X, 这 里 
Kio) Xn X 为 数字 . 

例 2 (SZ) 令 《 二 2; 1 一 0; p,p 为 原始 递归 描述 x， 
p; m Es E: X (b), (b) mf 5 h EH. 

例 3 设 pio kt( 故 和 一 9, 1 一 3) 为 $44, $45 Pi 
的 原始 递归 导 引 ,7n, 0, UI,0,,U3, d, Ch Pm ECG = 4, 59) 
为 方程 (c): 


f(a, c, b) =a, Cc) 
F(a, c, b)=f,(f(a, c, b)), (cs) 
f(a, c, b) =b, 《ce) 
Tina Der as Co) 
f(a, c, 6) =2, (cs) 


fF,(a,c,b)=Ff,(f,(a,c, b), fila, c, b), fka, c, b)). (cs) 

引 理 d 的 证 明 ASA. EHHNI-RERTE, mR 
RR) = xeEP 便 有 EY, Eu EHEC to %,,)= 
x. HOXE k HAME. AR: k=l 这 时 Em Er 是 
BFA. ERY 的 结构 (注意 , 它 不 含有 RI 的 前 提 ， 亦 不 含有 R2 
的 大 前 提 ) 可 得 到 结论 。 归纳 推 步 : 《> !。 由 归纳 假设 ,只 有 
eff 且 形 如 f(x, ++, xn) = xX(i 二 《) 的 方程 才能 从 五 区 num, 
Ert Er : 推演 出 ， Hi = RIN BURR G) (并 把 “9 心 写 为 “gp” 
“Pig, BA p “fe BH PS), RA cE? Am ER, ,- a 


x 的 方程 才能 从 Erie Er 推演 出 ;由 引 理 Me, 当 在 假定 方程 表 


1) Aix Bi HE “Fagin E” BBN “Eins Ex” BHES) 而 末 作 任 
何 声 明 , 读 者 须 注意 译 者 注 . 
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中 把 EY RA 
EY, Er Ekaa 
时 再 也 没有 其 它 方程 可 推演 出 . 

引 理 ile. it po co qr 为 有 限 函 数 序列 使 得 px 为 po H 
且 对 于 每 个 i (i 一 bh, k) RA CAG: ERM b> I ZS 
J (B) qi 被 一 方程 系 E; 从 pj, > Pi; (4 Os jitto’ 
ii, < 让 而 递归 地 定义 . 则 有 一 JERE 递归 地 从 而 定 
X'p. 

引 理 Ue 的 证 明 ”只 要 引用 恒 等 模式 { 参 见 引 理 Ha ) 及 增 大 4， 
我 们 恒 可 使 成 下 列 情况 : 每 个 上 都 根据 (A) 作为 一 个 而 被 引 
入, 再 根据 (B) 作为 pj, > > Ph, 之 一 而 被 应 用 于 定义 p. 然 

WES? REE; 重新 排序 及 重新 编号 ， 并 把 E; 中 的 通 数 字母 改 
变 ( 如 果 必 要 的 话 ), 这 样 便 可 以 达到 引 理 TD d 所 描述 的 情况 而 《> 
l, p= p HH f, -t fi 就 是 Ely EB 的 已 给 函数 字母 。 取 
Er Er HE (ER. 

定理 WL 的 证 明 由 引 理 Ia 及 定理 的 假设 ,可 知 引 理 Me 的 假 
设 是 满足 的 。 


§ 55. 一 般 递 归 函 数 


. 要 从 头 ! 或 从 别 的 数论 函数 而 用 方程 系 来 定义 一 数论 函数 # 并 

且 在 方程 中 只 使 用 函数 字母 ,数目 变 元 及 数字 ， 其 可 能 使 用 的 
模式 绝 不 限于 模式 (1) 一 (V) HE. | 

我 们 试 考虑 别 的 模式 ,并 把 它们 都 叫做 Enz”, 在 目前 ， 我 

们 暂 把 方程 表 以 非 形式 的 语言 ;为 了 把 它们 限于 上 述 的 种 类 ,我们 

还 删除 一 些 在 第 九 章 内 所 使 用 的 别 种 样式 的 表达 式 , 如 IT Ca 


Y<z 
13), myy<ce CHE) RS (HF), 
1) 拉丁 文 为 ab initio, KERN RER. 
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因此 , $46 的 例 1 现在 便 写 成 
x(0, y) = 1, 
(a) a(z’, y) = + p(z)) + xz, Y) 
ply) = x(y, Y). 
(《 它 同时 定义 P 及 辅助 函数 r), 而 $46 Hl 2 则 已 经 是 现在 所 考 虚 
WERT. 在 $ 46 中 我 们 证 明了 , 这 种 串 值 递归 式 可 以 化 归 为 原 
始 递归 式 , 即 同一 函数 亦 可 由 一 系列 地 应 用 模式 (D-(V) 而 得 
另 一 个 非常 简单 的 例子 是 下 列 递归 式 
?9(0，z) = 2, 
= Io Ge 
这 不 是 原始 递归 式 , 因 为 在 定义 式 的 递归 步骤 中 , z 并 不 是 作为 固 
定 的 参数 而 是 要 求 代 人 以 O, 2) 的 。 但 这 递归 式 亦 可 以 化 归 到 
原始 递归 式 去 . My = 0, 1, 2 … 而 展开 (b) (正如 在 $ 43 中 
展开 (1) 那样 ), 我 们 可 知 值 p(y, z) 是 
(0, 0(1,0(2, ol — 3, oY — 2, oy — 1, 
ZEN): 
RA EBA 2,009 一 1,2), oly — 2,009 — 1, z)), -++, 00,0 
(1, o(2, oly — 3, o —2,0(y 一 1,z)))…))), REE 
成 该 函数 值 时 依次 从 内 到 外 而 出 现 的 .试用 下 列 原始 递归 式 而 定 
义 一 通 数 ulu, Y, z) 
u(0, y,2)=z 
= y,2)= oy au, ulu, Y, z)). 
Mu 0,1,2, 2,9 时 该 函数 的 值 恰 分 别 和 上 面 那 列 数 的 值 相 
E. AX u = y i) e WERE p(y, 2) 一 样 , 故 得 


(b,) pY, z) = ul, Y, z); 
并 且 若 对 u 作 归 纳 可 证 
(c) ulu’, y, z) = wu, Y> aly, z))> 


ATE Cbi) 及 (b;) 所 定义 的 9 是 满足 (b) 的 。 
用 同样 方法 , 培 特 [1934],[i935 a] (及 [1951]$5 一 一 译 者 ) 证 
明了 ,每 一 个 如 下 的 递归 式 ( 叫 做 “有 套 的 ”nestecd)， 即 oCo, 2) 是 
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一 个 给 定 的 = NPE, tu pO’, 2) 则 显 式 地 表 以 》, sz, 已 给 函数 
(及 常数 ) 及 作为 t 的 函数 的 p(y, 7) 四 者 ,那么 它 都 可 以 归 到 原始 
BAR. 

有 没有 一 些 递归 式 它们 是 不 能 化 归 到 原始 递归 式 的 呢 ? 在 特 
例 , 能 不 能 有 些 递归 式 它 们 可 以 定义 一 些 非 原始 递归 函数 呢 ? 

这 个 问题 是 由 希 尔 柏 特 [1926] 关于 连续 统 问 题 的 猜测 而 引 
起 的 , 并 由 阿 克 曼 (Ackermann) [1928] 而 加 以 解决 。 设 E (bs 
a)=a +b, &,(b,a)=a:b, Eb, a) = ar; 并 将 这 系列 的 
函数 继续 地 由 下 形 的 原始 递归 式 而 伸展 着 : &u(0, a) = a, Ey 


-a 


(b', a) = En (Eg(b, a), a(n > 2), RER in E (b, a) = a” 
(HA 6 ERR). DIE Ela, b) ERECAN E(n, bra). Wa 
为 用 下 法 所 定义 的 原始 递归 函数 

0 42=0h 
《d) a(n, = a = 1 it 

a 其 他 情形 时 
则 下 列 递归 式 便 定义 了 (xn, b,a), 
ECO, b, a)=a+b 
E(n', 0, a) = a(n, a) 
E(n’, b', a) = E(n, E(n’, 6, a), a) 
这 是 二 重 递归 式 ” 的 例子 , 即 同时 对 两 个 变 元 而 递归 . WRH Ce) 
所 定义 的 函数 ECan, b, a) 是 原始 递归 的 ， 那 么 由 它 而 显 式 地 定义 
出 来 的 一 元 函数 F(a) ey ee 
(E) §(a) = &(a, a, a) 
亦 将 是 原始 递归 的 。 阿 克 曼 的 研究 指出 了 , 当 a 增 大 时 5(4) 的 增 
加 比 « 的 任何 原始 递归 函数 更 快 (正如 2° 快 过 a 的 任何 多 项 式 )。 
即 ， 给 出 任何 原始 递归 函数 (a), 都 可 找 出 一 个 自然 数 c, 使 得 
a >c AA f(a) > (a). AHA Ela) IE En, b, a) (因由 
TA (f) 由 它 可 得 5 (a)) 非 原始 递归 的 。 这 个 例子 后 来 由 培 特 
Péter 11935] (参见 希 尔 柏 特 - 柏 尔 奈 斯 1934), 第 330 页 ) E R. 
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(e) 


罗 宾 孙 [1948] 加 以 简化 . 

see [1935] 用 另 一 方法 而 作出 另 一 例子 . 由 模式 C—C) 
所 能 定义 的 开始 函数 集 是 可 数 的 。 再 应 用 模式 (IV) BR CV) 一 次 
而 定义 的 原始 递归 函数 集 亦 是 可 数 的 ， 因 为 ， 由 可 数 集 而 作成 的 
M+ LTR bs Xis tto Xm《IV) RERI do X (或 9,X)CV) 
TEEN (MSN). 再 一 次 使 用 模式 CIV) BR CV), 所 定义 的 原 
始 递 归 消 数 集 亦 是 可 数 的 ;等 等 。 因 此 ,一 切 原始 递归 函数 集 是 可 
数 的 (这 亦 可 由 枚 举 $54 ER HA RAE 而 证 出 )。 在 特例 ， 
一 元 原始 递归 函数 集 是 可 数 的 。 因此 由 康 托 对 角 方 法 (2), 它们 
不 能 够 包括 所 有 一 元 数论 函数 ;如 果 

Pla), pCa), pLa), +» 

是 对 它们 的 任何 一 种 容许 重复 的 枚 举 〈 即 把 它们 排 成 任何 一 个 无 
穷 序列 ,每 函数 至 少 出 现 一 次 )， 那 么 pla) + 1 便 是 一 个 不 在 上 
枚 举 之 内 的 一 元 数论 函数 ， 因 而 它 不 是 原始 递归 的 。 而 枚 举 函 数 
p(n, a), BI p(n, a)= pCa), 便 是 一 个 非 原始 递归 的 二 元 函数 ， 
因 pa) 十 1 一 pla,4) 十 1 当然， 这 只 是 证 明了 可 找 出 非 原 
始 递归 的 数论 函数 la) 十 1 及 p(n, a). 培 特 所 证 明 的 则 是 ， 
如 果 对 原始 递归 孙 数 作 一 个 适当 的 玫 举 (容许 重复 ), 则 该 枚 举 函 
数 可 由 二 重 递归 式 而 定义 ( 除 应 用 模式 (DV) 9b). 

Al 由 二 重 递归 式 能 否 得 出 非 原始 递归 谓词 9 是 的 , 因 1-- 
p (asa) 只 以 0 为 1 为 值 而 不 能 出 现 于 上 述 枚 举 中 ， 因 此 它 是 一 
个 非 原 始 递归 谓词 的 代表 函数 . (斯 科 林 [1944]) 

培 特 [1936] 对 任何 和 而 研究 《 重 递归 式 .。 4 k= 1 时 , 它 即 
原始 递归 式 ,《 二 2 时 为 二 重 递归 式 ， 等 等 。 她 证 明了 ,不 的 每 次 
增 大 都 给 出 一 些 新 函数 。 用 重 以 下 的 递归 式 (以 及 显 式 ) 而 定义 
的 函数 叫做 “* 递归 函数 ”。 她 证 明了 ， 每 个 2 递归 函数 都 可 用 一 
个 下 形 的 二 重 递归 式 而 定义 ( 除 应 用 模式 (D-(V) 以 外 ) 
me b) = pln, 0) =1, 

pn’, b’)=a(n, b, p(n, b(n, b, pln’, b)))> pln, b)); 
HEA k > 2 亦 有 类 似 模 式 ( 当 《 = 2 时 该 模式 化 归 为 .(g)). 
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例 2 要 解决 $ 45 中 提出 的 问题 , 设 9? 为 3 递归 而 非 2 递归 ， 
由 为 2 递归 而 非 工 递归 即 非 原 始 递归 。 那 末 ， 如 果 中 是 原始 递归 
则 ?是 原始 递归 ”是 空虚 地 成 立 的 , 但 “9 原始 递归 于 o” EBRD 
否则 P 将 是 2 递归 了 . 

这 些 问题 在 培 特 [1951] 书 中 有 所 讨论 (在 本 书写 作 时 该 书 尚 
KEN). 

RZURBTREEHR (X 有 穷 ) 便 穷尽 了 用 递归 式 而 定义 
新 函数 的 可 能 性 .在 1950 年 培 特 应 用 “ 超 穷 递归 式 ”(《 首 先 为 阿 克 
& [1940] 所 应 用 ) 来 定义 新 函数 。 

这 便 引 起 一 个 新 问题 ,我 们 能 否 用 一 个 精确 的 方式 来 刻 蓝 递 
轨 式 ”的 概念 以 及 刻 划 一 切 “ 递 归 函 数 ” 集 2 

上 面 关 于 一 函数 的 定义 的 模式 而 我 们 赞同 叫做 “递归 式 ” 的 ， 
如 (D 一 (V), (a),《b),(e) (及 其 它 ) 等 ,具有 两 个 特点 (i) 它们 
是 用 方程 表示 的 ,表示 方式 正如 我 们 在 $ 54 所 形式 地 分 析 的 那样 
《特别 对 (1D 一 CV) 如 此 )。 GD 它们 多 多 少 少 是 用 数学 归纳 法 而 
定义 的 ,除却 极 简单 的 是 用 显 式 而 定义 以 外 。 

对 一 切 “递归 函数 ”的 刻 划 由 哥 德 尔 [1934] 的 “一 般 递 归 函 
数 ” 的 定义 而 完成 ,他 建立 在 厄 尔 勃 朗 (Herbrand) 的 一 个 暗示 上 .这 
定义 是 作 一 个 大 胆 的 推广 , 即 只 根据 上 面 的 第 一 个 特点 而 作 定 义 ， 

因此 ,我 们 说 , 9 是 一 般 递 归 的 ， 如 果 有 一 个 方程 系 E 递归 地 
HME ($54, 1 一 0)。 

这 个 选择 好 象 出 于 意外 ， 因 为 “递归 的 ” MERLE a 
recur《 按 即 召回 , 唤 回 ， 回 跑 诸 义 一 一 译 者 ), 而 我 们 处 理 recurrent 
(循环, 再现 ,递归 ) 过 程 的 方法 便 是 数学 归纳 法 . 这 个 选择 的 彰 思 
并 不 是 说 在 某 一 个 特殊 的 递归 式 中 将 会 缺少 特点 (ii), 不 过 这 特点 
不 在 定义 中 出 现 而 在 对 定义 的 应 用 中 出 现 罢了 . 要 用 有 穷 性 方 
法 来 证 明 两 个 模式 具有 特点 (i), 除却 一 些 平凡 的 情形 外 ,我 
们 都 必须 多 多 少 少 使 用 数学 归纳 法 . 不 过 在 定义 一 般 递归 函数 的 
总 体 时 ， 我 们 却 不 企图 预先 刻 划 什 么 样子 的 直觉 归纳 原则 必须 体 
现 于 其 中 . (根据 $42 哥 德 尔 定理 , 我 们 知道 , 要 想 在 形式 数论 系 
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统 内 作 这 样 的 刻 划 是 不 可 能 完备 的 .,) 

在 精确 地 令 述 厄 尔 勃 朗 - 哥 德尔 的 关于 -- 般 递归 函数 的 定义 
时 ,在 形式 化 的 细节 方面 却 容许 一 些 自由 ,因此 可 以 对 定义 给 出 另 
外 一 些 说 法 ,与 哥 德 尔 的 说 法 等 价 但 却 简单 一 些 (参见 克 林 [1936 J 
及 [1943], $8)。 这 里 所 用 的 说 法 是 克 林 [1943] 的 ,但 却 对 RI 及 
R2 作 了 一 些 无 关 大 体 的 更 改 以 使 $56 可 以 简化 一 些 , 并 把 0 元 函 
数 亦 包括 人 处 理 之 内 。( 关 于 现在 的 说 法 与 克 林 [19431 说 法 的 关 
Ro 我 们 可 指出 : (1) 把 零 元 函数 加 和 人 一 事 , 对 于 ”> 0 元 函数 的 
一 - 般 北 归 性 并 没有 影响 。 因 为 可 以 证 明 ， 如 果 有 一 个 辅助 函数 字 
母 h 作为 具 零 变 目 的 一 项 而 出 现 于 假定 方程 中 ， 则 该 项 的 一 切 出 
现 均 可 换 为 k(c)，k 为 一 个 新 函数 字母 而 “ 为 一 新 变 元 ， 而 不 致 
于 影响 只 含 主要 函数 字母 的 那些 可 推演 方程 的 集 . 以 后 ,(2) RN 
可 以 简单 地 证 明 ,无 论 应 用 这 里 的 RI 及 R2, 或 应 用 [1943] 的 R1 
及 R2, 都 可 以 由 同一 的 给 定 的 假定 方程 而 推演 出 完全 同样 的 具有 
下 形 的 方程 K(x,,……, Xx,) = x, 这 里 f 为 函数 字母 ,而 x， …， 
Kno 为 数字 ;或 者 只 要 略为 增加 一 些 麻 烦 , 亦 可 根据 [1943] 的 及 ! 
及 R2 而 把 $54 及 §56 的 处 理 作出 来 .》 

如 果 有 一 方程 系 E 递归 地 由 deo 由 而 定义 p (3554), W 
说 函数 p 是 一 般 递 归于 函数 do > OW. 这 包括 一 般 递 归 函 
数 的 定义 作为 ! 一 0 的 特例 。 41> 0 it GEM Kleene [1943]), 
我 们 常常 讨论 一 泛 函 yp = Flo > 01) (5 47), 它 从 任何 1 个 
DNA ms +++, mi 元 的 数论 函数 或 受到 某 些 限制 的 ! 个 这 样 的 
函数 而 定义 一 数论 函数 p。 当 a,l, mw， … ,mi AEM, MRED 
AS do ctto 无关 地 给 出 ,我 们 说 泛 函 F 是 一般 递归 的 ， 亦 说 
9 是 一 致 地 一 般 递 归于 do teo d 的?。 因 为 在 我 们 的 处 理 中 ， 
经 常 对 诸 由 (有 限制 与 否 ) 具 有 一 致 性 , 所 以 除了 为 强调 以 外 ,“ 一 
致 地 ”三 字 经 常 省 去 , (如果 原来 的 模式 只 对 于 有 限制 的 Ds 


D 如 果 根 据 著者 所 宣扬 的 有 人 穷 性 观点 那么 “数论 函数 > 和 “一般 递归 函数 ”是 等 同 
的 (参见 第 246 页 勒 注 )* 因 而 下 列 的 断 语 真确 :不管 数论 函数 pi- cn 为 
何 * 函 数 92 是 一 般 递 归于 do ob 的 ?这 未 必 被 著者 所 赞同 一 一 俄 译注 . 
2) 参见 第 255 页 的 脚注 一 一 俄 译注 . 
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恬 而 适用 的 , 并 不 能 因而 便 说 该 模式 可 以 推广 成 为 一 个 一 般 递归 
Ro 使 对 于 无 限制 的 di. > dy 也 能 够 定义 一 函数 ps 这 与 $47 
原始 递归 性 的 情形 不 同 .)》 

车 用 现在 的 用 语 把 引 理 Ifa 与 Me 的 结果 重 述 , 便 得 

定理 (第 二 说 法 ) 如 果 依 次 使 用 一 般 递归 定义 模式 能 由 
po ,中 而 定义 P> 则 9 一 般 递归 于 do o be 

在 特例 ,模式 (D 一 (V) 是 一 般 递 归 的 . 故 如 果 下 是 原始 递归 
于 加， ,的 , 则 它 一 般 递 归于 di eeo die FARR BAZ 
BEB BAR. MRP 是 原始 递归 它 是 一 般 递 妇 . 

上 面 的 一 般 递 归 性 定义 是 对 已 知 的 函数 9 MRR, BAP 
或 由 方程 (形式 化 后 便 是 E) 的 直觉 意义 而 知之 , 或 由 其 它 方法 而 - 
知之 。 这 是 因为 我 们 目的 在 于 对 好 些 预先 知道 的 ， 与 递归 函数 形 
起 体系 无 关 的 、 各 种 函数 或 汉 函 而 证 明 其 一 般 递 归 性 之 故 (正如 我 
们 对 原始 递归 函数 及 泛 孙 所 作 的 那样 )，、 对 不 预先 知道 的 ?而 启 ， 
RNa: E 递 轨 地 由 db 而 定义 一 函数 , 如 果 对 于 每 个 自 
RM i ER x iro tno 都 恰巧 有 一 个 数字 x 使 得 7s EH 
X, X,) 一 xX, 这 里 ft 为 E 的 主要 对 数字 母 , ,gi HE 
的 已 给 函 才 字母, 按 它 们 在 给 定 的 函数 字母 才 中 的 次 序 而 排列 .这 
时 ,被 己 所 递归 地 定义 的 函数 9 便 是 下 函数 : 以 自然 数 neor 
RARR plr tts r) 恰 为 数字 x 所 对 应 的 自然 数 x. 

正如 原始 递归 性 那样 ($ 45，$ 47)， 函 数 的 一 般 递 归 性 的 概 
念 亦 可 推广 于 谓词 或 混合 情形 〈 按 指 杂 有 谓词 及 函数 Be 
者 ), 只 要 对 谓词 使 用 代表 函数 便 可 推广 了 . 


§ 56. 递归 函数 形式 体系 的 算术 化 


”我 们 今 把 递归 函数 的 形式 体系 作为 $50 中 所 描述 的 一 般 算术 
而 处 理 。 在 下 面 我 们 列 出 这 个 一 般 算术 的 定义 , 如 $ 51 那样 。 同 
时 我 们 还 指出 如 何 借助 于 哥 德 尔 编号 而 变 成 简单 算术 , 如 § 52 那 
样 . 
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这 个 一 般 算 术 有 六 个 零 ,其 哥 德 尔 数 分 别 如 下 . 
堆 : = / 0a , f 
相应 的 哥 德 尔 数 : 15 21 23 25 27 29 
我 们 将 容许 对 于 任何 多 个 实体 都 可 造成 其 后 继 者 ， 即 一 切 自 然 数 
均 可 作为 | 的 值 . 

作为 我 们 的 函数 字母 表 f, gsh, 我 们 改 用 实体 f,(， 
f), (1sGof)), (有 时 写 为 f, fis fas ++), EMTS F if 
作成 的 方法 正如 (数值 ) 变 元 由 零 实 体 a 而 作成 那样 。 

我 们 把 具 下 形 的 项 f(r.*……， Tn) 表 成 实体 Cfo te ttt Tr)» 
这 里 于 为 函数 字母 而 na， …，m 为 项 (> >0). 因此 在 特例 ， 当 
”一 0 时 项 f(y. ……，r) 的 写法 通常 在 文字 上 (linguistically) R 
和 函数 字母 的 写法 同 , 亦 不 把 它们 当 作 同 一 的 实体 ;在 一 般 算术 
中 ,如 果 后 者 是 f 则 前 者 是 (f).《 当 4 一 0 时 在 文字 上 把 fn,…， 
n) 省 去 括号 而 写 为 “f 的 办 法 如 果 看 作 是 一 种 缩写 , 那么 对 于 文 
字 上 的 每 个 有 意义 的 客体 仍 只 有 唯一 的 实体 相对 应 . ) 例 如 ， 方 程 
Kf 一 0 便 是 实体 (=,(f), 0). 

方程 系 Con 6, 将 以 实体 CHE u es) 表示 之 。 

.在 依据 哥 德 尔 编号 而 由 一 般 算 术 转 到 自然 数 算术 的 过 程 中 ， 
用 到 可 变 多 个 即 * + 工 个 前 驱 的 那些 句子 可 借助 于 HER + 20 
C845) 而 处 理 . 对 这 些 句子 (以 及 别 的 一 些 定义 ) 我 们 附 列 相应 的 
数论 句子 (或 定义 ). 
把 递归 函数 论 形式 体系 作为 一 般 算术 时 元 数学 谓词 与 函数 的 定义 


Df1，y 是 一 数字 .〈 缩 写 为 %(y).) A $51 Dal. 
Df2，y 是 一 变 元 . (HASH %(y).) 同 $51 Dn 2. 
Df3，y 是 一 前 数字 母 .缩写 为 SS(y).) 仿 Df2. 
Df4. Jy 是 一 项 . 《缩写 为 Sn(y).) 

1. yo, 

2. Jy 为 一 变 元 . 

3. „X (BD yXC. N) 而 上 为 一 项 。 
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4. vl +t to rn) yX (És rs ，r), 参见 $50)， 
而 ff 为 一 函数 字母 , n，.…，m 为 项 Cn > 0). 
FICO D&G Jocicincyy Tm( C7);). 
DS. z- DE. (485% Eq(z).) 
l. z<ı=s i: 与， 为 项 . 
Df6. ZzZ 是 一 方程 系 .〈 缩 写 为 5E(Z).) 
L Z<X(z» 2), MM Zo +t toz, D HTE. 
Ih(z) > O&(4) sane Eq (z);). 
DE. CAM, x 为 一 变 元 ,。 为 一 项 或 一 方程 ) 把 t+ RA ep 
.的 x 处 后 得 d. (缩写 为 : Sb(d, es ty x).) 
1.t 为 一 项 , x 为 一 变 元 , &<x 而 d=. 
2 一 3 为 一 项 ，x 为 一 变 元 ,ec 为 0 或 一 THE Ko TAX 
4. t 为 一 项 ， x 为 一 变 元 ,为 具 (es, es teto es) 形 的 一 项 
或 一 方程 ,而 d 为 (dos dis +++ dn)» 这 里 m =n, oK 
doXeo> Sbldi, ers ts x) +*+, SH(dys es, ty x): 
Tm(s)&V (x)&( Tm(e)V Eg(e))&lh(e) > 0& 
Ih Cd) = Ih (e) &e) # 27& (d) = (ce) &i)cicimosb 
: ((d)i> (e)iis ty x). 
Df8，《〈e 为 一 项 或 一 方程 , x 为 一 变 元 ) e 含有 x。( 缩 写 为 Ct 
x).) 仿 Dn6, 
Di9，“ 是 4 的 (根据 Ri MAREK. (缩写 为 Eule). Sa 
1. d 为 一 方程 , 有 一 ( 变 元 ) y 及 一 数字 n 。 使 得 4 含有 了 
而 Eb(c, ds ns y). Eg(d)&(Ey),<u(Er)n<elN(n)&Cı 
(ds ¥)&Sb(c, do n, y)]. 
如 果 d 为 一 方程 而 Ex(d, y) WY 是 一 变 元 <d, 如 果 
又 有 Sh(c, d; n, y)» : 则 n~<c, 
DEIO. “是 d 与 e 的 (根据 R2 的 ) 直 接 后 承 。( 缩 写 为 En (c d, 
e).) 
1*. exh (Z> +t Zp) =Z, 这 里 h 是 一 函数 字母 ， 而 
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Df11. 


Dfl2. 


Dfl3. 


Zio 5 ZZ 为 数字 > 0); d 为 一 方程 不 含 任何 
ET MEAG = d; M e E d 一 c 形 ,并 有 某 个 含 @ 
的 项 u 使 得 Sb(d,, us h(Zi -++> Zp).@) 及 Spb(c, wy 
Z,a). Egq(e)&FL (Ce)s 0) &Ci icon N (Cedar) 
&N((e))&Eg(d)&ly)s<aCt(d> Y ee = 2 + 39: . 5 
&(Eu)y cal Tm(u)&Ct Cus 25)&Sb (Cd) us (e)ı> 25)& 
Sb( (c)s us (ed, 25)]。 因 为 a 比 任何 函数 字母 都 具 
有 更 小 的 哥 德 尔 数 ， 故 a 比 之 hzo: z) 具有 
更 小 的 可 德尔 数 ; 因而 u 比 d 具有 更 小 的 哥 德 尔 
数 . 

x 是 相应 于 自然 数 x 的 数字 .( 缩 写 为 : Nu(x, x).) A Dn 

ll. 

(Z 是 一 方程 系 )Y 是 由 Z (KHERI 及 R2) 而 作 的 推演 。 

(缩写 为 9(Z, Y).) 

l. ZE-NER (zu s**t z)» 而 YX (2) G<s), 
SE(@)&(Ei)iannly = 2i]. 

2. YX(c, Yı)» 而 Y, 是 由 Z imi fER— ER: c 是 {Yi}, 
的 一 个 直接 后 承 . 

3. YX(e, Yı> Y2)» 而 Yis Y: 是 由 Zim (ERS P TER: © 
是 {Yi} 及 {Ys} 的 一 个 直接 后 承 . 

Y 是 由 Z 到 形 为 KX,，*……，, x) 一 工 的 方程 的 推演 ， 这 里 

f 是 Z 的 主要 函数 字母 ，x,,.…, x, 分 别 是 相应 于 自然 数 

如 xn 的 数字 ,而 x 为 一 数字 . 《对 每 个 固定 的 x 之 0， 

都 作为 Z, x +t ,xs，Y 的 谓词 ). (缩写 为 6, (2Z, r > 

Xn» Y).) 

1， 工 是 由 Z 而 作 的 一 个 推 帝 ，{Yjof(x +++ n) = x, 
而 为 一 函数 字母 ,如 果 ZX ,z) W EX {zho 
等 等 . 

D (z, ¥) &lb (Yan) =n'&FL (ono) & Won = 
2) hsmo8 Na Cy Jonn x1)& Nal Cotes xo)&N 


. 305 0 


(Nor). 
ur Jo 当 ? 了 为 一 数字 x 时 ( 即 当 Mu Cys x) 时 ). 
DEIA SW) 一 y 的 机 德尔 数 , 当 此 外 情形 时 
Nu Cy) 一 aux, Nu()> x)”. 
Df15. ACY) = Nu {Y Jon). 
故 当 Y 为 形 如 r=x (x 为 一 数字 ) 的 方程 的 推 注 时 UCY = 
U(y) = Nu C Cy on). 
FA OS 52 所 说 的 方法 以 及 这 些 定义 中 所 附 列 的 指示 ， 我 们 得 : 
引 理 II 对 Df1 一 Df15 所 定义 的 每 个 谓词 及 函数 言 ,其 相应 
的 数论 谓词 或 相应 的 数论 函数 都 是 原始 递归 的 . 


$ 57. p 运算 子 , 枚 举 , 对 角 过 程 


我 们 现在 开始 使 用 最 小 数 运算 子 py (845) 而 不 对 y 加 以 上 
界 . 因 此 如 果 数 论 谓词 RC(y) WE EIRO), 则 ay RO) 一 {使 得 
RO) 成 立 的 最 小 (自然 数 )y}。 暂 时 我 们 只 在 存在 条 件 (Ey)R(y) 
成 立 的 情形 下 才 使 用 YRO). 

因此 我 们 有 一 个 新 模式 
(VIa) Plz … xn) 一 py[XCxz 2m Y) = 0] 
用 以 由 任何 一 个 9 + 1 TAR MEX- Tr 元 (a> 0) AR 
ps RE X 满足 
(la) x1)° (zu CEY DIX Cre “x y) = 0] 
ER. 如 果 X 先 给 出 ， 可 取 R e -rta xno Y) = Kain "3 Xas 
y) 一 0, WE R EAER X AR 的 代表 函数 ， 从 而 又 可 把 上 模 
式 写 如 下 型 
(VIb) ER Pass Xn) = py R(x,» “er, Xn y) 
用 以 由 谓词 R 而 定义 一 函数 p， 只 要 尺 满 足 

1) 按 , 当 y 非 数 字 时 关于 Nu-'(y) 的 式 子 似 不 对 ; LH Cor WAF UO) 
亦 未 必 与 UN 相对 应 一 一 译 者 注 . 
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(1b) Cxi) + Cen CEY)RO + ++, tne Y) 
ER. 

定理 II iu (la) 成 立 ， 则 模式 (Vla) (如 果 (1b) 成 立 则 
模式 (VIb)) 是 一 般 递 归 的 。 ABERIN: RR 9 如 由 函数 
及 谓词 下 根据 模式 (D) 一 (VI) MEX, EMH (VD HA (17 成 
立 , 则 9 是 一 般 递 归于 更 的 .〈 邱 吉 [1936], 克 林 [1936].) 

证 明 RIE (VD 改写 成 (VI) 以 便 翻 译 到 递归 函数 论 形 
式 体系 中 去 ,如 下 : 


(xi ，xn Y) 一 u Xx ttt xno S) jw 
(vr) 4r’ 0,9) =y 
p(x ->t Xn) = r(x(x1, “ty Xny y) je 
(xi xn 多) 7》)， 

XE ru, vs y) 是 一 个 辅助 函数 , 当 x* 一 0 或 > > 0 时 它 无 定义 。 
( 别 的 简单 方法 可 见 克 林 [1943]. ) 

首先 我 们 非 形式 地 证 明 CVF) 是 等 价 于 (VI) 的 。 试 考虑 任 
EERI ri etto xn E HHE X e e’ ey’ MEER 
“YX(y)” 等 等 。 假 设 当 》 一 0, 1, 2,，…….( 下 列 第 一 行 ) 时 X(y) 所 
取 的 值 如 下 (第 二 行 ). ; 

y 0 1 2 3 4 5 6 7... 

X(y) 3 1 2 0 9 0 1 Sess 
«= [[ xs) 1 3 3 6 0 0 0 0... 


iE CVI), p = pyRCy) = wy X(y) = 01, 即 9 是 能 够 使 第 二 行 
出 现 0 的 最 小 的 y, 在 这 例子 里 那 便 是 3。 这 个 数 3 也 就 是 唯一 
的 >》 它 在 第 三 行 所 对 应 的 数 是 一 个 非 零 的 数 ( 在 这 例 里 为 6) 但 却 
直接 在 零 之 前 。 而 根据 (VE) 可 如 下 地 给 出 这 数 而 非 别 数 以 作为 
9 之 值 . 试 在 最 后 方程 中 以 3 代 y 并 求 其 值得 

p=r(z(3), ”(4), 3) = x(6, 0, 3) = 3, 
如 果 我 们 在 最 后 一 方程 中 把 3 以 外 任何 一 数 代 y， 我 们 都 不 能 求 
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出 r 之 值 .《 如 果 这 例子 更 改 使 得 (EY) RG)» 则 我 们 便 不 能 得 ? 
zt.) 

今 把 《VE) 翻译 而 分 别 用 Po to fo as san b RE “ny 
Er”, py Eaa tet ans “9s 所 得 的 方程 系 则 做 已。 

下 面 的 命题 (i) 一 (v) 是 就 任何 固定 的 = IR a 而 言 
的 ,不 必用 到 A). BG) 5 Gi) BA RR CD 
而 定义 的 函数 . 

(i ) 如 果 (Ey)R(x1,: “xn Y), 则 当 x 一 pY R(x1,* eta Xna 
Y) 时 有 Et, E,-f(x,, eo X) =x. (ii) 如 果 EZ, EH ECX, 
Xn) = xi x HRF M] CEYR Ceis on YHA se = wR 
(xis ts Xas Y). 

其 证 明 与 非 形式 的 说 明 密 切 相 似 ， 

但 < 是 原始 递归 于 XxX 的 ($45 + B), 故 有 一 方程 系 EE CBA 
地 由 xX 定义 x(§54 定 理工 )。 我 们 可 选择 E, 使 得 p ERER K 
数字 母 , 有 为 已 给 函数 字母 而 其 辅助 函数 字母 不 出 现 于 EE 中 。 命 
EXEE. BR, wR Ez, Et f(x,, -++>X,) = x, M] E}, E 
F(x +++, Xx;) 一 Xx; 其 逆 理 则 由 $54 引 理 ITc 而 得 ,正如 引 理 Id 的 
证 明 那 样 。 把 这 结果 应 用 到 (i) 及 Gi) 并 合并 成 一 句 , 则 得 : 

Gi) 有 某 数字 x (HG EX, EHF (x, +++, x,) = x HENS 
CEY)R( x12 +++ 9 20 Y) 时, 这 时 x 二 wR. sau Y). 

AFA Gi) 及 Gii) BS, WHEN 2 CK r +++ > xas Eis EF 
f(x +, Xs) = x, if x 为 一 数字 , 当 且 仅 当 x = pyR (zs tts 
xas Y) 时 ; 亦 即 当下 递归 地 从 尺 而 定义 一 函数 py RCx arn Y) 
时 。 

定理 IV 的 证 明 ” 今 设 R(x, +++) xao Y) 是 一 般 递 归 的 . 设 
D 为 一 方程 系 , 递 归 地 定义 了 尺 的 代表 函数 X, MA hE BRR 
字母 ,其 辅助 函数 字母 不 出 现 于 E 中 . FY DE. WA 

Civ) HRAC x MA FFX +, x) = x, 当 且 仅 当 (Ey) 


D 定理 IV 本 文 的 叙述 见 后 一 一 详 者 注 。 
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RCæis tto xno Y) BEA x = pyR(xi 5 tno Y) 

若 用 $56 Df13, 可 把 这 结果 ( 删 去 最 后 一 名 附注 ) 写成 符号 形 
式 如 下 : 
(2) (FEy)RCc +++ ta y) = CEY)G, (Fs zis 5205 Y). 

今 设 F 的 哥 德 尔 数 为 f/。 根据 $52 的 “相应 数论 谓词 * 定义 ,可 
得 Sf xis oto xas Y) 三 {y 是 一 实体 了 的 哥 德 尔 数 ， 而 了 满足 
SiCForis "2m Y)}. 故 (EY)G(F，r *tto xas Y) = (EY) 
SaCfo xis "…*， xas Y). Wh O) 
(3) (BEy)RCz ++ +5 £no Y) = (EY)S,(f, 213° ° 5 £no y). 
RESE, S, 是 原始 递归 的 . 

在 把 这 结果 叙述 成 一 定理 时 , 我 们 把 S, 换 为 如 下 地 定义 的 谓 
词 Tas 

Tazo Xis sy) Su CZs xis xy)&( 人 cyS C25 
Xis "+ Xn t). 
对 给 定 的 Hip) Be T.( 25 Xis °° 9 Any y) 至 多 只 对 一 
个 ?成 立 ( 参 见 $41* 174). 不 用 S, 而 改 用 Ta 作 本 理论 中 的 基本 
谓词 ,其 好 处 将 在 $58 中 看 见 . HHD KETA T, 亦 是 原始 弟 
归 的 . 根据 & 消 , $32 *70 及 $40 *149a 的 非 形式 意义 《注意 ， 因 
S, 是 原始 递归 的 , 夏 直觉 主义 地 有 

Salza tis tos Ens Y)V Salza xis ++ tne 9)» 

这 将 在 $60 及 $62 中 讨论 到 ) ,我 们 便 得 
(4) Tz, xi tns Y) —> Salza xis + Ans I)» 
(5) CEV)T (25 x19 +8 tn Y) = (EY)Sn(z3 ri rn, y). 

定理 IV 对 每 个 4 宇 0 言 , 任 给 一 个 一 般 递 妇 谓 词 R(x,,…， 
my’ 都 可 找 出 数 f 及 & 使 得 
(6) (Ey)R(xs ts enV) = (EIIT (fs 219° ts Fas y), 
(7) GIR ts as Y) = Cy Tag rs 3 20 9) 
XE, T, (2. zi to xno Y) 是 上 面 所 定义 的 一 个 原始 递归 谓词 。 
对 多 个 量词 的 情形 亦 仿 此 ; 例如 ， 任 给 一 般 递 归 谓词 R as ees 
ans xY), MAR e 使 得 


(8) (Ex)(yI Rays ***> dns xs Y) = (Ex)(y)Ta41(8> 
As "> ans Xs y). 
《 枚 举 定 理 。 克 林 Kleene [1943].) 

证 明 ( 续 完 ) 由 (3) (5) 可 得 (6). 要 证 (7) 我 们 可 把 (6) 应 
用 到 谓词 R(x, +++ xno J) 去 ,相应 于 这 谓词 的 二 叫做 “8g”, 并 依 
照 $26*30 及 $ 35 *80 的 非 形式 意义 而 把 这 结果 加 以 变形 得 

Cy) Rare tta xas Y) = VT (Bs xis ns VI 
因为 R 是 一 般 递 归 的 ,我 们 有 RVR, 故 (参见 27* 49c) R= R, 
要 证 明 (8), 我 们 应 用 (7), He KA nti, Wins, 改 为 
ao“ ……，a xs E Y PFX Ys 并 用 $33 *72 的 非 形 式 意义 ， l 

讨论 根据 这 定理 ， 我 们 可 对 形 如 (EY) R(x. +++ xn Y) 
(R 为 一 般 递 归 ) 的 # 元 谓词 加 以 枚 举 (容许 重复 ), 只 须 在 具有 固 
定 的 同形 的 n 十 1 元 谓词 (Ey) Ta Cza xis tto xno Y) 中 依次 取 
z 一 0, 1, 2,，，…- 便 成 。 简 单 地 说 ， (Ey)T,(z, LIE Bee Xn y) ML 
举 了 下 列 的 谓词 : (EV) R(x. tts xn Y) M RAAH. 同样 
地 ， (y) Tz, Xis °? Ann y) 枚 举 了 下 列 的 谓词 : (y) R(x, ets 
xo I) 而 RR 一 般 递 归 , 等 等 。 因 为 7,, Tr Tor 等 是 原始 递归 的 ， 
故 有 : 

系 ” 设 在 谓词 R 之 前 加 上 一 些 有 固定 次 序 的 量词 ， 则 不 管 允 
许 R 是 一 般 递归 或 只 允许 它 是 原始 递归 ， 它 所 能 表示 的 谓词 的 总 
集 是 一 样 的 .〈 克 林 [1943], EJ T BRK (Rosser) DR 
的 一 条 引 理 .) 

今 以 上 述 的 枚 举 作为 基础 ， 应 用 康 托 对 角 方 法 而 证 明 下 一 定 
BA. 设 任 给 一 个 一 般 递归 谓词 R(x. y), 并 用 == 1 时 的 (6), 则 
有 一 数 f 使 得 
(9) (Ey)R(x, Y) = (Ey)JTı(h x5). 

在 这 等 价 式 中 代 * 以 了 得 

(10) (Ey)RCf> y)=(Ey)T,(}> fs 9). 
因此 ,由 $27* 50a 的 非 形式 意义 得 

(11) (Ey)R(f, y) # (EY IT (f, f, Y). 
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若 用 835 *86 的 非 形式 意义 , 则 下 定理 中 的 公式 (12) 便 得 到 了 . 要 
证 明 (13), 可 用 (7) 
(Rg Y) = (Tg, 8, Y) = (Ey)T,(g, 85 Y) 
#(Ey)T (8, 8 Y). 

要 证 明 (14) (15), 试 任 给 一 般 递归 谓词 RC), > R(x. Y= 
R(x)&y = y X R(x, y) = R(Ui (x, y)) (544), 则 RCx, 7) 为 一 
般 递 归 而 且 R(x) 二 (Ey)R(x, Y) = (ROY). 

定理 V (第 一 部 分 ) 任 给 -- 般 递归 谓词 R(x, y), 都 可 找 出 
数 了 与 8 使 得 


(12) (EYJRCHY) = (Tf, f, 7)， 

(13) (y)R(g> Y) = (EY)T K8; 859). 

从 而 更 有 : 任 给 一 般 递 妇 谓 词 R(x), TREA Se 使 得 
(14) RP) = OTG h Y) 

(15) R(g) # (EY)T (8, g, 9). 


讨论 ”由 这 定理 ， 可 见 (y)T,(x, rsy) 便 是 具有 下 述 性 质 的 
谓词 的 一 个 例子 它 具 ORG, y) 形 而 R 是 一 般 递 归 , 但 它 不 能 
表 成 其 对 偶 形 , (Ey)RCx，y), RE. MFR 

Cx) [CT Cx, xs Y) = (EY)RCx, y)] 
对 任何 一 般 递 归 谓词 RC(x,y) 都 不 能 成 立 ; 任 给 R(x,y),(12) 中 
的 f 便 是 反驳 它 的 x 值 ，(y)T, (x, 2,7) 当然 更 不 能 是 一 般 递 归 
的 了 (参见 (14)). | 

(上述 的 ) 证 明 , 简 单 地 说 便 是 : == 0,1, 2, --- RY, (EY)T, 
(z> x» Y) 便 枚 举 了 (容许 重复 ) 一 切 形 如 (EY)R(x, Y)(R 是 一 般 
递归 ) 的 谓词 。 根据 康 托 对 角 法 , (Ey )T (x. x, 9) 便 是 一 个 不 
在 枚 举 之 内 的 谓词 。 而 后 者 等 价 于 OTC x, y). 

不 必用 到 现在 的 理论 ， 仅 由 方程 系 卫 的 可 枚 举 性 便 可 得 出 结 
论说 ,一般 递归 函数 是 可 数 的 ,因此 下 形 的 谓词 亦 是 可 数 的 : (Ey) 
R (x, y) 而 RR 递归 .因此 由 康 托 的 结果 (82), 它们 不 能 包括 所 有 
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的 数论 谓词 。 本 定理 的 新 内 容 在 于 ， 作 出 一 个 既 非 一 般 递归 的 又 
不 能 表 成 下 形 的 谓词 , (Ey) R(x. y) mR 递归 ,但 这 谓词 却 可 表 
REM OR, y) 而 RR 递归 .反之 亦 真 . 
为 节省 篇 幅 起 见 ， 我 们 只 就 一 变 元 4 的 谓词 而 叙述 本 定理 的 
第 二 部 分 ;但 对 于 任何 ”元 (” S 1) 谓词 , 它 亦 是 成 立 的 。 在 (b) 
的 证 明 中 ， 我 们 使 用 一 个 古典 的 等 价 式 ， 它 是 不 能 直觉 主义 地 证 
BARS. 因此 我 们 把 Cb) 附 标 以 “c”( 参 见 $537). 在 本 章 中 附 有 “c” 
的 各 种 结果 都 是 在 数论 的 水 平 上 的 ( 按 即 不 用 到 集合 论 的 一 一 滩 
#). 
定理 V (第 二 部 分 ) 试 讨论 下 列 的 谓词 形式 
(Ex)R(a, £) (x)Ey)R(a, x, Y) 
: (Ex)(YN Ez)R (a, 595 2), ++ 
(x)R (a, x) kb se ee x, Y) 
(x)C Ey)(z) R(as zs Y, 2)» ` 
这 里 每 个 R 都 是 一 般 递 归 的 。 对 每 个 具有 有 R& +100) Pe 
的 形式 ， 都 有 一 个 谓词 使 得 (a) 可 表 成 该 形式 的 否定 ， ((b) 可 表 
成 另 一 和 十 工 量词 形式 ) 但 不 能 表 成 该 形式 的 本 身 ， 亦 不 能 表 成 
具 魏 4 量词 的 任何 形式 . 根据 第 一 部 分 , 当 站 一 0 时 ,“c” 是 不 必 
要 的 .《 克 林 [1943]， 莫 斯 托 夫 斯 基 (Mostowski) [1947].) 
TER 试 取 & 一 1 为 例 。 正和 由 (6) 而 推出 (11) 那样 ,由 
(8) Cå n = 1 时) 可 推 得 oe: 
(16) (Ex y)R(g, x, ¥) Æ (Ex XY)T: (8s 8> x; Y) 
因此 ， (Ex )(y)T,(a,a, x7) (古典 地 等 价 于 (xz)( 五 7 T, (a, a, 
zs Y)» 参见 835 定理 18) 不 能 表 成 (Ex)(y) Rla, x, Y) 的 形式 。 
同样 ,，(z)(CE7)7Tx(a， as 2, Y) (古典 地 等 价 于 (ExXy) T, (as a» 
xs 》)) 不 能 表 成 (x) (Ey) Rl xs Y) BR. 当然 这 些 人 
能 表 成 只 具有 一 个 量词 或 没有 量词 的 形式 . 
定理 VI 对 每 个 ” SO: (a) 每 个 一 般 递 轨 谓 词 P(x, …， 
xn) 既 可 表 成 《Ey) R Crs tto xa Y) 的 形式 亦 可 表 成 ONS 
Gen) 的 形式 ,而 R, S 为 原始 递归 . OEZ, NER 
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R (a) 


时 家 成 这 两 形式 谓词 (而 R 5 为 一 般 递 归 的 ) 都 是 一 般 递 归 ". (c) 
谓词 P Cris etto en) 为 一 般 递 归 当 且 仅 当 P Ce sn) BP 
(xs erry Xn) 都 可 表 成 (Ey) R (xi， "ty Xns y) 的 形式 而 R 为 一 
般 递 归 , 并 且 (xD (xs)[TP(r，-…，xzn)VEE(Cr xs)]。《 克 
林 [1943], 坡 斯 特 (Post) [1944]， 莫 斯 托 夫 斯 基 [1947].) 

WA (a) PCr teo zns Y) = PC tis xn)g&y 一 》， 
此 得 Px, -teo tn) = (EY) P Cars 5 Y) = OYP Cæ "> 
xa， 》)，, 再 应 用 定理 IV R. (b) i PCr 525) = (EY)R Ca ts 
Xas Y) = (Y)SCris + xa， VY). 由 古典 逻辑 (参见 $ 35 *85 ) 得 
P(x tets x) = (EY)SCa "5 zns Y). 由 古典 的 排 中 律 有 
Pla oy xa) VPC sn). RE 

Plxis 77920) = Rts oes tao WL Rais ** "3 Xue Y) 

VSCr， rtea Xas y)]) ; 
由 定理 I, 右 端 是 一 般 递 归 的 。 O 最 后 一 假设 使 这 叙述 亦 直 觉 
主义 地 成 立 ?. 

在 克 林 1943, 1944 h, 一 谓词 叫做 “初等 的 , 如 果 它 可 显 式 
地 用 常 自 然 数 , 变 自 然 数 ,一般 递 归 谓 词 , 命 题 演算 的 运算 子 > ,& 
V ,一 以 及 量词 ,根据 通常 的 语法 而 作成 . 

定理 VII (a) 每 个 算术 谓词 ($48) 都 是 “初等 的 ,(b) 逆 理 
TH. (c) 能 够 表 成 冠 有 量词 于 一 般 递 归 谓 词 之 前 的 谓词 亦 可 表 
成 定理 V 中 各 形式 之 一 而 尺 为 一 般 递 归 . 〈d)* 每 个 算术 谓词 都 能 
表 成 定理 V 中 各 形式 之 一 而 R 为 一 般 递 归 . 

WB (a) 由 4 #1,2,14,C ($44,845) 可 知 , 凡 由 +, ,二 
而 显示 地 作成 的 谓词 都 是 原始 递归 的 , 故 亦 是 一 般 递 归 的 。(b) 由 
TEE VIa 及 $49 EMIA. (c) 当 * 经 历 一 切 自然 数 时 , 则 下 列 原 


1) 参见 附录 VI 一 一 俄 译注 . 

D 这 一 句 话 是 指 表述 于 (0 项 内 的 条 件 的 充分 性 (对 谓词 Pas) 的 一 般 
递归 性 ) 而 言 的 . 所 说 条 件 的 必要 性 可 由 (2) 项 及 下 事实 推出 , 任何 一 般 递 归 
谓词 Plan > m) 都 是 可 能 行 地 判定 的 (参见 下 文 $60), 即 析 取 式 

P(x1> ate an) V PCs > sa) 
是 直觉 主义 地 真确 的 * 下 列 的 析 取 表达 式 亦 然 (由 于 全 称 性 解释 ) Cx)…Cx)[P 
《zl Xa) V PCE 5 xx)] 一 一 俄 译注 . 
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始 递归 函数 的 也 十 工 元 矢 : Cos +++ Cem C9 45 #19) aa 
(容许 重复 ) 一 切 的 自然 数 的 m 十 1 元 和 拓 . K 
(17) (Exo): > ne 52m) = (Ex) AC Cle)» t OD: 
(18) (a0) ++ Cem) A Goo "5 tm) = RAD ts (Jm) 
我 们 利用 这 些 事实 而 把 依次 相继 的 同类 量词 A. 图 由 1 
§35 定理 19 的 非 形式 意义 及 《〈c). 

附注 1 对 任何 谓词 AG, x) BA 
(19) ()ia(Ex)AG, x) = (Ex)(i)icAli, (x);). 
试 把 AG, x) RA ACi, x). 并 应 用 *30, *85, *86; *58, *49 (AN 
非 形式 意义 ) (参见 定理 8 ARE 18 的 证 明 )， 我 们 便 可 古典 地 
推 得 Ar 
20° (Ei); a) ACG x) m (2) (ED cds DIN). N 
(但 一 般 地 ,(20) 并 不 直觉 主义 地 真确 ， 由 82 例 4 ATA.) 又 由 
"RITTER A Gi x) = A) #5 a” ns 
(Ex), Oel) 及 (Ei); (Er). 仿 此 . 

“ 温 则 人 算术 的 ”与 初等 的 这 两 概念 之 问 有 根本 的 权 别 ; 需 用 
两 条 基本 定理 (定理 1 及 IV) 作为 桥梁 ,但 今后 为 统一 用 语 起 见 
我 们 经 常用 算术 的 一 语 ( 即 使 我 们 原意 是 指 另 一 概念 》. 

AL 卡尔 马 Kalmár [1943*] 对 MEN’ 一 语 给 以 男 一 意义 
如 下 。 一 函数 是 “初等 的 ”, 如 果 它 可 显 式 地 表 以 自然 数 变 元 ,常数 
1, 函数 十 ，- , [a/b] RAF ap Il. GOR RRR RS RE 


SAS SI HA BE ER 
WIRT Or HERE PRATT A I Gea 1—21 中 
(544,545), FUR BRB TALE AE LERNTE EAC, 
如 改 "原始 递归 , 为 “初等 RR aL, #2, 
13,# #A—C,#3, #4, #9 (sg (a) = [1/(a + 1)]), + 10, # 
D, # e(]I 就 是 JI dp 15 (其 代表 函数 为 sg Ia + 1)/ 


(+ 1)1), #6 (a+b = pers [bh +0 <aVa<bl),#5,#7, 
#8, #11, + 12 (rm (a, b) = a+ 5[a/b]), #14, HE, # 16, 
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#17, 作为 4 的 函数 〈 对 每 个 固定 的 让 的 井 19; MEERE PR 
He (548). 一 一 其 次 我 们 可 证 : (A) MRO o, X( 或 由 X) AR 
始 递 妇 式 ( 即 模式 (V)) 而 作成 ,并且 pO, xi 7+: xa) Sas 
tas … xn)， 则 9 初等 于 %, Xon (FX, n). 在 $49 定理 1 的 证 朋 
的 情形 (Vb) 处 ,其 中 的 (B) BEB: (Ec) (Ed)R(y, LIE mai Xue 
w, c,d), MRENSTIHSXMN, HA Cc) (a) [R Q, X20 u 
Xas Ws Co id) 一 (yx ri) =w]. BPs xis tto x)= 
(WR, x29 ++ ts £n do Ds (2)2))o. REREH E, RIR + 
找 一 上 界 ， 该 上 界 初等 于 4 便 成 了 .。 但 由 $48, 我 们 可 选取 d= 
(max(y, Goo" 30y))1， 这 里 a; 一 pCi, X29 °t t9 zw) Md <Dix 
里 DD = (+ 5 n Cis zi 9%, za) )! Me< I ö(d, )=]] 

i<y i <y i &y 
A+G+DA<C REC = [| U+G+ND. 因此 可 

i <y 

取 1 二 25.36.5?, XE E = 0C, 25°, xn). 《 按 (A) 的 证 明 
至 此 完毕 一 一 译 者 )， 一 一 现在 我 们 可 找 出 p; (#18) 的 初等 的 上 
界 从 而 证 明 p; 是 初等 的 ,这 上 界 是 饭 委 22 (只 当 守 = 0 时 才 取 等 
号 ), 这 可 对 i 作 串 值 归纳 而 证 明 如 下 。 当 i 一 0, 1 时 它 是 真 的 ， 
当 i 之 2 时 ，p; 人 Po: Pies pis 一 1( 恰 和 $40 证 明 欧 几 
里 得 定理 那样 推理 ) <2" 627-2" (归纳 假设 ) 一 
DUH a P < 2 一 一 因而 亦 知道 下 列 函 数 是 初等 的 :大 
19, #20 (bG, a) < a), # 21。 其 次 又 可 证 (I +G) (B) 如 果 
9 由 X 应 用 § 46 BRERA G) mE, 并 且 Pp (y, Xis “"”“"》 
xa) < 795 Xis 77% 9 Xn)» 则 9 初等 于 X, 7. 因为 ， 这 样 一 来 ， 在 
$ 46 的 原始 递归 式 (4) 中 出 现 的 HU: tn) BALA 
Ir 而 这 是 初等 于 ? 的 . 因此 §51 Dn 1 一 Dn 13a 
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《参见 $52 引 理 19) 及 $56 Df1 一 Df15 (参见 引 理 ID 中 相应 于 各 
元 数学 谓词 及 函数 的 那些 数论 谓词 及 函数 便 都 是 初等 的 。 因 为 在 
一 般 算 术 内 这 些 定义 所 用 的 递归 式 都 只 用 以 引进 谓词 《的 代表 函 
数 ), 因此 在 简单 算术 中 每 个 相应 的 递归 式 都 可 适用 (B, 只 须 取 
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7 一 1 便 成 ， 在 特例 ,5,(Df 13) Wim (COT, CEM IV 之 前 的 ) 与 
U (Df 15) 都 是 初等 的 . 这 便 得 出 了 贝 列 斯 基 (Ilona Bereczki) 
({1949*], RAR) ARCHER (Kalmár) [1943] 中 的 技 
巧 ), 即 凡 在 克 林 [1936] 中 而 证 明 是 原始 递归 的 每 个 谓词 或 函数 ， 
都 或 者 是 初等 的 或 者 可 换 以 一 个 初等 的 而 不 致 于 影响 该 文 的 论 
证 .一 一 因此 (D) 在 定理 IV RE, PMA“ RE REDS (E 
尔 马 Kalmar 意义 下 ) 一 语 
示 哥 德尔 定理 及 一 些 其 它 结果 ,卡尔 马 ([1943], [1948], [1950], 
[1950a] ) 改 用 初等 函数 来 表示 。 贝 列 斯 基 小 姐 ([1952])7 证 明了 ， 
如 下 定义 的 原始 递归 函数 ;a 不 是 初等 的 :a 一 1, a at) ( 因 
ie tta = &,(6, 2)§55), 因为 4 增 大 时 “a RAR. MAR 
得 出 另外 一 例 的 非 初等 的 原始 递归 函数 ， 即 对 一 元 初等 函数 而 作 
出 它们 的 原始 递归 枚 举 函数 pCa a) (参见 855). 由 此 可 知 存在 
非 初等 的 原始 递归 谓词 ( 仿 $ 55 例 1). 
定理 VII 设 如 下 文 定义 了 原始 递归 的 V, v, MIÈ ms 

归 所 定义 的 谓词 M (a, k) 

M (a, 0) = V(a), 

M(a,2k+1) = (Ex)M (x(a, x), 2k), 

M (a, 2k + 2) = (x)M(v(a, x), 2k + 1), 
不 是 算术 的 。( 克 林 [1943].) 
“未 尔 马 首先 得 出 这 一 类 结果 ， 它 亦 出 现 于 斯 科 林 [1936 一 
1937], 《第 86 页 以 后 ) 中 。 又 参见 王 浩 (Wang) 119531, a 
夫 斯 基 [1951]. 

WA (可 以 略 去 ) 设 在 Su(zy zu -eta ras Y) ($56 Df 
的 表达 式 中 把 “nx” 换 为 I 把 “N。 ((7)ouas +1) & 
(Mann xo)” 换 为 “(iceacnoNu (onus (x),—1)”, seam 
一 个 原始 递归 谓词 en VBA 
(21) S(z, 2% piece pi". pt, y) 
== S.(z> xi) 

fr T(z, x, y) = S(z, x, VYE) cS Cz 25 1). WA 
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(22) T(z, 2” + Pits ee + Pat” prs Y) 

= 7 (25 xis ras Y). 
SE Vla) = TG). +1, a, +l), WH a> 1A 
(23) VQ" -pte eee pa” © pir) 

= 了 (xi Xis +, Yas y). 
it ola, x) = ax 2* (参见 $45#21). 今 当 = 二 0, 1, 2,…: 时 
M (a, k) 取 值 VCa), (Ex)V(a% 2°”), (2) (EY) V (ae 2°) * 
2’). DM (Cas k) 为 算术 的 .。 由 定理 VI (d) 它 将 可 表 成 
定理 V 中 之 一 形式 .作为 例子 , 设 M(a,《) = (Ex)Rla, k, x) 
RABI. WEA (Ex)R(2. 3°, 2, x) = M(2 .3,2) = (x) 
(Ey) V (CR - 3") * 28) #2”) = (x) (Ey)V (2. 30.5 . 
7) = (z)(Ey)T:la, a, x, yY). 1E (Exr)R(2? - 30, 2, x) 是 具有 
(Ex) Ra, x) 的 形式 而 RR 递归 的 ; 由 定理 V 第 二 部 分 的 证 明 , 我 
们 知道 (x)(Ey)7T(a, a, x, Y) 是 不 能 表 成 这 个 形式 的 . 

如 果 读 者 愿意 的 话 , 可 从 这 里 直接 遇 到 $ 60 一 $ 62, 它们 只 是 

偶尔 地 用 到 $58 与 $59 的 结果 .但 $58 中 却 有 一 结果 对 $63 一 $ 66 
及 其 后 说 来 是 根本 的 . 


$ 58. 范式 , 坡 斯 特定 理 


应 用 Df 13 及 Df15 ($ 56) 我 们 可 把 “一般 递归 函数 的 定义 
($55, 554) BRUT. Rp: ) 是 一 般 递 归 的 当 目 
仅 当 有 一 方程 系 E( 没 有 给 定 函 数字 母 ) 使 得 
(24) (x1) +++ Cen) EY)S,(E, zis xn Y), 

(25) Ca): +(x.) (Y)[S,(E, Yis °° % 9 Xas Y) 
> UY) = g(r +++ 20)]. 

若 依 哥 德尔 编号 而 由 一 般 算 术 转 到 简单 算术 去 ，6， 便 变 成 
Soo UBER 0, 王 变 成 它 的 哥 德 尔 数 e, 而 由 (24) (25) 得 
(26) 《xD Cen CEY)SaCes ris ++, tao Y)> 
(27) GI EI Ses xis eea xna Y) 
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一 > u(y) = elz» Ba 1 Xn)]. 

由 引 理 II，7 和 S, 都 是 原始 递归 的 ， 

由 (26) (27) 可 得 , BM pls tto xs) 可 用 数 。 表示 如 下 ， 
(28) plais tt to Xn) = UlaySnles xi 3 Ann y)). 
tH 857 的 (5) 及 《4), 可知 在 Q6), (27) AR (28) 中 如 把 S, 换 
X Tao 结果 仍然 成 立 . 

” 定理 IX.， 对 每 个 x > 0: 任 给 一 个 一 般 递 归 函 数 PR "> 
xn)， 都 可 找 得 一 数 。 使 得 
(29) Cri) ee (an) (EY)TaCe> Xis t's tas 9)» 
(30) plas 8s tn) = UluyTu(les xis xn Y))> 
(31)》 Cade Crs QT Aes xis ttt xn Y) > UO) 
= (xi xn)]， 

这 里 T(z. zi 5209) RUO) HERE LOR 
归 谓 词 及 函数 . (范式 定理 , 克 林 [1936], [1943].) | 

把 S, 改 为 T, 的 好 处 在 于 ,对 任何 “ 3, AR (29) 5 (30) 成 
立 则 (31) 必 成 立 (反之 ， 如 果 方 程 系 匡 缺乏 递归 地 定义 9 的 相 容 
性 ， 则 其 哥 德 尔 数 。 即使 使 (26), (28) 成 立 而 (27) TERA.) 

对 任何 一 个 一 般 递归 函数 9 言 Ee (AS CRA BAW 
定义 9 的 方程 系 王 的 哥 德 尔 数 ) 只 要 它 使 (29) 及 (30)( 因 而 (317) 
成 立 , 便 说 它 递归 地 定义 Pp 或 说 它 是 9 的 一 个 哥 德 尔 数 . 

如 果 数 。 递归 地 定义 一 个 一 般 递 归 谓 词 P Cx, se xn) 代 
表 函 数 ， 我 们 说 。 递归 地 定义 谓词 P 或 说 e 是 谓词 P 的 一 个 友和 
尔 数 。 这 时 我 们 有 
(32) Pla» ++ +5 xn) = (EY)UT „Ces xis tts tas Y)&U Cy) 

=0] = (IT,(e, X19 7009 Xas y) > U(y) = 0], 

要 构造 性 地 证 明 一 函数 9 是 一 般 递归 的 ,必须 作出 (或 说 出 作 
法 ) 递 归 地 定义 的 方程 系 E。 因 此 ,能 行 地 给 出 一 般 递归 函数 全 
意 指 给 出 或 给 出 它 的 一 个 哥 德 尔 数 . i 

关于 递归 函数 的 哥 德 尔 数 的 理论 将 在 下 一 章 (865) 讨论 . 

Al 是 不 是 每 个 一 般 递归 函数 pls 5%) 都 可 表 成 下 
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FE wy Rays oe.) R OR BAC. Cb) R)? Ben: 用 
§55 例 1 及 $45 HE. (HoT 119460] 用 不 同 的 方法 . )- 一 一 试 把 
一 函数 6(y) 叫 做 “通用 的 ”, 如 果 对 于 每 个 一 般 递 归 函 数 PCs > 
x,) 都 有 一 个 原始 递归 谓词 R (as eto x, V) ER (lb) 成 立 且 
of(r xn) 一 90(RCc， xr，》)); 又 把 Cy) 叫做 “大 振 
WMG” OM (*)(Cs)CE7)y>x6(y) = x. 马尔 科 夫 〈MaproB) [1947 
c] [1949] 证 明了 ,一 原始 递归 函数 9 之 为 通用 的 ， 其 一 个 充分 而 
且 十 典 地 必要 的 条 件 是 : 它 是 大 振幅 的 。 库 兹 涅 佐 夫 (Ky3Hecos) 
[1950] 发 表 了 关于 这 样 函数 9 的 一 些 结果 . 

R ”每 个 一 般 递 归 函 数 "都 可 由 应 用 模式 (D 一 (VI) 而 得 ， 
在 应 用 CVD) 时 须 (1) 成 立 . GERRI, 当 更 为 空 时 ,之 逆 .) 

为 简单 起 见 ,以 上 从 定理 IV 起 我 们 只 注意 绝对 的 一 般 递归 函 
数 及 谓词 ， 即 递归 于 do eo 而 7 = 0. 现在 我 们 要 推广 到 相 
对 一 般 递 归 性 , 即 ! > 0 的 情形 . 

只 要 把 原始 递归 谓词 T, 换 为 一 个 原始 递归 于 办，……， 几 的 
谓词 ， 则 定理 IX 及 其 前 的 结果 都 仍 成 立 。 试 先 就 上 一 1 及 4(= 
d) 为 一 元 函数 (m, = 1) 的 情形 而 讨论 . 

由 定义 ($55), 如 果 有 一 方程 系 E 递归 地 由 少 而 定义 @9(8$54》 
则 9 一 般 递 归于 wy。 如 果 有 这 样 的 EE, 我 们 可 选取 固定 的 函数 字 
母 表 中 第 一 个 字母 8 (该 字母 的 哥 德 尔 数 为 8) 作为 王 的 已 给 函数 

现在 我 们 把 $56 中 的 Df12 及 DEL (EIS YEE. 

Di 12* (二 om 一 1 时 )， (Z 是 一 方程 系 ) YEHE,Z(H 
据 R1, R2) MERRER. 《缩写 为 D*(Z, Y).) 
“0. Z 是 一 方程 系 ;有 自然 数 使 Y 是 (g(u) = u) 而 u= 
plu). 
SE (z)&y = 2exp2” + (3exp2 + 38%) © 5092% 
(Eu)s, cy [Nal onno )&Nul Cy) plu ))l. 
1 一 3。 仿 DE12 4 1—3, RAE“ Z mR” KA “h OEY, Z 
而 作 的 ”。 
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Dfl3* (l= m= 1 it). 仿 Df13 但 把 “由 2Z 而 作 的 ”, 改 为 “由 
Er, Z mR”, E “DCs y)? HA “Dle, y)”. C 
EN Sa(Zo xis +++» £n» Y)-) 

上 面 我 们 证 明 D(z, y) 和 5,(z, xis tto tas y) ERIE 
am ($ 56 引 理 D1), 用 同样 推理 现在 可 以 证 明 D*(z,y) AI SECs 
ties tao Y) 是 原始 递归 于 由 的 ;上 面 对 一 般 递 归 函 数 p(x1，… 
xn) 有 (26) 和 (27), 现在 对 一 般 递 归于 由 的 函数 Plz ttt 
则 有 
(33) 《xD + Cra CEy SiC es xis tta xna Y) 

34) (a): a Zis 77'320, Y) > Uy) 
TA plz etts Xe) Ty 

RATTAN Fd: 但 我 们 还 将 指出 ， 对 的 依赖 性 

可 以 用 一 个 特殊 形式 而 给 出 . 


oH MER FG) (= I] pr» s46 (1)) 是 原始 递归 于 4 


BY ($44, $45 4E 4A, B, 3, 18), 

应 用 $ 46(2), A a <y, 可 把 Df 12* 名 0 中 的 o(a) BA 
Mn KEW SH (dv). HER v>y. 设 当 我 们 把 
DE 12° 名 0 中 的 p(w) BH (w)s, 后 ,谓词 D(z,y) BR D (w, 
z, y), 这 时 D'(w, z, y) 是 原始 递归 的 ; 再 就 y 而 作 串 值 妇 纳 (就 
D' 及 D* 的 递归 定义 中 的 四 各 而 分 别 情形 ,参见 $52), FI 
(35) (v),>»[D(d(e), zy) = D*(2,y)]. 

若 在 Df 13* 中 把 D(x, y) KH D' (w, z, 7), 我 们 得 到 一 个 原始 
递归 谓词 Sws z, zis tteora y) 使 得 


(36) (v),»[Si(lb(v), Zs Xis "u ns y) 
= (2, 25 x y)]. 
再 用 下 法 定义 Ti E T$, 
Tals 25 Xis 05200 Y) = SU Wy Z, Xis 5 Lay y) 


Oe Zs Xis °t Xue t)s 
Ti(z, Xis "92 Xas y) = THY), Bs Lis "3 Tas ye 
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BR Ti: 是 原始 递归 的 而 Te 是 原始 递归 于 由 的 .应 用 (36), 先 把 
ern t 可 得 
(37) Th Cars x19 tns yy) 三 Si tas VRE) ey 
Si(z5 ris sms). 
正和 以 前 由 (26) Ta RT, 的 定义 而 进行 (§ 5704) 以 前 ) 那 
样 ,现在 我 们 亦 可 由 (33) (34) 及 (37) 而 进行 了 . . 
直觉 主义 地 说 ， 我 们 的 结论 必须 理解 为 下 列 假设 的 后 承 : 只 
要 需要 , 风 的 各 个 值 都 是 可 以 得 到 的 . 由 这 个 假设 才 可 得 出 下 列 
的 表示 方式 把 一 个 给 定 值 wx) RM (do), C4 v > wt), 
因 后 者 需要 (00), dw 一 1) WE: 又 由 这 个 假设 才能 对 一 
个 给 定 的 > 而 有 
Cies ESY z, xis ttt tas LV SEH, ri xno 1)] 
这 要 求知 道 H0), -+ p(y 一 1) 诸 值 (参见 (5) WIEN). 
$57 中 定理 IV 以 后 的 结果 亦 可 同 祥 推 广 . 
至 于 任意 I 个 分 别 为 m, -sm 元 函数 的 情形 可 以 化 归 到 
m = 1 aA ase AN PFC) = Cis > b= 
pit … pr! ); 但 直接 处 理 也 不 难 。 例如 ,如果 =m = 2, 
一 0， Ben 的 串 值 函数 (对 二 元 串 值 ) di 如 下 , Pys 
2) 一 IT b: eo( TT jiexp Ci, iD); 因此 有 dy Css 2) = (bi 
z) evr 当 s<yat<2 时。 再 定义 多 一 局 。Df 12* 及 DE 13* 则 依 
l=m=2, m=0 而 表述 ; 我 们 依次 引入 谓词 Dim, Shum, 
dD’, 5 0, T; 并 令 
T(z, xis xn Y) 
= TECH y) drs Zs Mig °*%s Zas y). 
在 一 般 情形 ,我 们 得 出 一 个 原始 递归 的 十 1 十 2 元 谓词 Tem 
及 一 个 > + 2 元 谓词 Tie, JR BAF do tes dr 
当下 为 ! 个 函数 及 谓词 列 , 如 果 在 亚 中 把 谓词 (如 果 有 的 话 》 
改 为 它 的 代表 函数 ,把 所 得 的 作为 dis ---, br (BMS 55 K), Ml 
上 面 的 结果 仍 可 适用 ;这 时 我 们 亦 可 把 Ten BH TI, 
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Y> On, ARB’ 的 定义 中 须 在 开始 函数 十 ,之 后 补 
人 函数 do ,gi( 按 结果 得 “算术 于 dotto 41 的 谓词 一 一 译 
者 ),“ 初 等 谓词 ”($ 57 定理 VI 前 ) 中 须 把 “一 般 递 归 ” 改 为 “一 般 
递归 于 Oo. (See 可 照常 定义 ;又 , 在 我 们 的 定理 中 ， 如 果 前 
提 所 给 的 关系 是 -一 致 的 时 , 则 结果 所 得 的 关系 亦 是 一 致 的 .) 

定理 义 ” 设 1,m,,…,m/ 为 固定 的 自然 数 > 0,0 Hi A 
为 m,m 元 的 函数 或 谓词 。 当 把 定理 1, IV 一 IX 及 系 中 的 
“ENAIT RERIT AR” DE” “Ts”, “V”, “M” 分别 改 为 
“RATT” REATI” “ARTI” WEF” “TP 
“yer “ME? it (U 与 > 不 改 ), 各 定理 及 系 仍然 成 立 。 

我 们 征 引 这 样 推广 的 定理 I, IV 一 IX 时 都 加 上 星 号 .比如 定理 
IX* (BE: 对 每 个 > 过 0: ER -BEHT 9 Pla 
zn), 都 可 找 出 一 数 。 使 得 
(38) (z1)°* (zu E,)T#(e, xis °° xo, Ys 
(39). PCs 8% £n) = UlayTiile, xis ,rns Y))s 
(40) Cardo Cen GETS Ces xz ++ tas Y) PUY) 

= p(n, t.t, te) I 5 ` 

这 里 UO 是 一 个 上 面 所 定义 的 原始 递归 函数 ，T8 (2, 2 s 
ty) 是 上 面 所 定义 的 原始 递归 于 亚 的 谓词 ;例如 , 当 ! 一 办 一 1 
时 , TE(z, zis teta xno Y) = TED O), 2, x 5209) 而 
TMw，z， 2000, £as y) 是 上 面 所 定义 的 特殊 原始 递归 谓词 。 

如 果 数 。 使 得 (38) (39) (因而 (40)) 成 立 , 则 说 数 。 递归 地 
HOTEL p, 或 说 它 是 由 亚 到 @ 的 一 个 哥 德 尔 数 ,或 说 它 是 泛 冰 
p = FU) 的 一 个 哥 德 尔 数 . 如 前 ,这 概念 亦 可 应 用 于 以 为 代表 
函数 的 谓词 P. 

系 (a) 凡 一 般 递 归于 算术 谓词 的 谓词 P 都 是 算术 的 。( 仿 
此 ,如 果 乙 一般 递 归于 下 ,8, MHRA, PRAT 0.) (bj 
定理 VIN 中 的 谓词 Ma, k) 不 能 一 般 递 归于 任何 算术 谓词 。 

(a) 的 证 明 ”由 定理 VI*(a),，P 可 表 成 一 量词 之 后 眼 以 一 个 
原始 递归 于 严 的 谓词 R 的 形式 。 应 用 定理 I#* 系 可 得 : (1) BAR 
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可 由 数 变 元 , 0 ，”, 十 ，' 一 以 及 谓词 更 的 代表 函数 dis 由 
使 用 谓词 演算 中 的 逻辑 运算 而 表示 . 根据 定理 1* 与 系 的 证 明 方 法 
WM, 在 该 表达 式 中 ， 任 何 一 个 函数 A, GH 的 出 现 都 具 下 形 
“Plays 4s) 一 w”. 而 这样 的 部 分 可 代 以 “{Q(a1，:**，a;) 
&w=0}V{O Cas tt, an) ew 一 1}”， 这 里 0 是 所 代表 的 谓 
词 。 这样 ,我 们 又 得 : (DR 可 由 数 变 元 , 0 ，”, 十 ，* 一 以 及 谓 
词 下 本 身 使 用 谓词 演算 中 的 逻辑 运算 而 表示 。 既然 到 是 算术 的 ， 
R 因而 了 便 是 算术 的 了 . 注意， 根据 $ 48 与 $ 57 的 定义 , (1) 
EURER RART”. 事实 上 , 《1) 成 立 当 且 仅 当 (II) 成 
立 。 何故 ?9 

在 “初等 谓词 ”的 定义 ($ 57 定理 VU 前 ) 之 下 , 一 般 递归 式 只 
在 逻辑 运算 之 前 使 用 . A (a) 的 意义 是 ， 即 使 在 各 阶段 中 都 允许 
使 用 一 般 递 归 式 ( 即 可 与 逻辑 运算 作 各 种 穿插 使 用 )， 并 不 能 得 到 
更 大 的 谓词 类 . 

自然 要 问 下 问题 ， 如 果 对 定理 V 第 二 部 分 中 的 一 定形 式 的 谓 
词 (参见 定理 VI (d)) 而 应 用 一 般 递归 模式 ,会 得 到 什么 结果 呢 ? 

当 使 用 原始 递归 运算 时 ， 两 个 外 量词 形式 (k> oA 
区 别 便 消失 了 .例如 ， 虽 则 (Ex)T:(a,a, x) 不 能 表 成 另 一 个 1 
量词 形式 (*)R(a, x), 但 它 的 否定 《Ex)T, (a, a, x) 却 原始 递归 
FE (845 #D) 并 取得 该 另 一 形式 (参见 $ 35 *86)。 对 任何 谓词 
PCa) 言 , 它 的 代表 函数 ($ 45) 的 代表 谓词 PCa, w) ($ 41) 都 可 表 
示 为 
(41) PCa, w) = {P(a)aw = 0} V{P(a)aw = 1}, 
这 是 原始 递归 于 PCa) 的 。 如 果 PCa) = (Ex) Ti (a, a,x), NP 
(a, w) 绝 不 能 表 成 任何 1 量词 形式 : Pla, Ri PCa, w) = (x)R 
(a, w, x), Mx) R(a,0,2) = P(a, 0)=P(a)=(Ex)T,(a, a, x), 
SSERBVATS WRREBAVE. 
” 1) 从 “(a) 的 证 明 ? 的 第 二 句 起 至 此 , 乃 根据 原 忆 第 大 版 (作为 原 书 第 316 页 的 脚 


注 ) 而 译 出 旧版 。 原 文 只 是 一 名 : “但 由 定理 1* 系 , R 是 算术 于 必 的 ,既然 峰 是 
RAN: RAM P 便 是 算术 的 了 ?一 一 译 者 注 ， ` 
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莫 斯 托 夫 斯 基 [1948 a] 给 出 (古典 地 ) 一 个 谓词 , 它 一 般 递归 
于 1 量词 形式 (根据 下 定理 (b)), 但 不 能 由 1 量词 形式 的 谓词 以 
及 命题 演算 的 运算 而 表示 . 
下 定理 及 系 刀 坡 斯 特 所 得 ， 只 见于 摘要 ( 坡 斯 特 [1948]), 而 
本 书 作者 还 是 在 得 出 本 结果 (1949 年 ) 后 才 知道 的 . 
ERX (a) 如 果 谓 词 P 一 般 递 归于 定理 V 中 的 《量词 形 
式 的 谓词 QO. +++, Or 则 P 可 表示 为 两 个 《十 1 量词 形式 的 每 一 
4, (b) 逆 理 亦 真 . 
如 果 把 定理 VIC) 的 证 明 中 的 R, S 取 作 适 当 的 量词 形式 , 便 
得 到 本 定理 的 (b). 至 于 (a) 的 证 明 可 借助 于 下 述 两 引 理 而 得 ， 
引 理 IVS 任何 《量词 谓词 的 代表 函数 的 代表 谓词 都 可 以 表 
成 以 存在 量词 起 首 的 《十 1 量词 的 形式 . 
引 理 IV 的 证 明 例如 , 设 Pla) = (x)(Ey)R(a, x,y) MR 
BIA. WA 
P(a,w) = {@)(Ey)R(a, x, yaw = 0} 
VIGICEY)RCa,2, y aw = 1} (由 (41)) 
= {(z.)(Eyı)R(a, xi yi aw = 0} 
V{CEx:)(y2)RCa, x25 yew = 1}( 参 见 *85, *86) 
= (Exar (Ey DR(a, xi Vi dev = 0} 


V {R(a, X29 y2)&w a 1}] (参见 “89 一 92) 
= (EINER, Oo aw 0 
V{R(a, z, Cy) )&w = 1}] (H (18)). 


最 后 一 个 表达 式 便 具 (Ex)(y)(Ez)R(a, w, x,y, 2) BMRB 
归 。( 在 这 里 及 下 一 引 理 中 亦 可 改 以 全 称 量词 起 首 . ). 

引 理 V 设 PCa, 50m) A Pla tts am) 的 串 值 函数 . 
MR Casts an) 的 代表 谓词 可 表 成 以 存在 量词 起 首 的 《十 4 
RAER, N Ca +++, am) 的 代表 谓词 亦 然 . 

引 理 V 的 证 明 例如 , 设 m 一 一 1。 由 假设 , 4(e) = w= 
(Ex)(y) O(a, w, x,y) MOBI. WA 
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Ba) = e = w I ped) = Cw), 
= w = JI piai) Ex) OOC, Cw )is Xs y) 


ew = [| pa Er), (w);, Ey) 
< ($57 附注 1) 
= (Ez) fw = TI EOG > Cis y) 
(EM *91, *89). 
最 后 一 表达 式 便 呈 (Ex)(y)R(a, w, x,y) BMRBA. 
定理 XI 的 证 明 例如 , 取 / 一 m 一 《一 1. PP 一 般 递 归于 8 
的 假设 意 指 (§ 55) P 一般 递归 于 @ 的 代表 函数 p. 由 引 理 IV, V 
得 Pla) = w = (Ex)) R (a, w, x,y) TREE. 我 们 先 证 
Pla) 可 表 成 以 全 称 量词 起 首 的 2 量词 形式 。 应 用 定理 VI* (a) 以 
及 由 定理 IV* (7) 而 证 明 它 的 方法 , 便 得 
P(a) = (OTCE) g, a, t) 
= LPO) = s>Ti(s, g, a, 1)] 
= ()(s)[CEx) Gy) RG, Sots y) > Tl(s, 8> 45 2)] 
= (D(CEYN RG, s, x, y) 


—> Tl(s, 8 as 1)] (参见 *96， *98) 
= (&)(Ey)IRC(&)o> (thio (x)o, y) 
—> TI((x),, &> 4; (z).)] (FH (18)), 


这 便 是 所 求 的 形式 . 要 把 P(a) 表 成 男 一 个 2 量词 形式 ,可 用 定理 
IV* (6), 得 

PCa) (Er) Ti CEO), fo a)t) = (Er) (Es) [GO) 
= skTi(s, f a, 1)], 等 等 . 

RW 对 每 个 《十 1 量词 形式 而 言 , ER VO) 中 的 量词 如 果 可 
表 成 男 一 《十 1 量词 形式 而 不 能 表 成 该 十 1 量词 的 本 身 ， 则 绝 
不 能 一 般 递 归于 只 具 克 个 量词 或 更 少量 词 的 谓词 . 

如 果 对 定理 V(b) 中 各 形式 而 把 "一般 递归 性 ” 改 为 “--- 般 递归 
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于 WW”, 便 得 到 定理 XI* (及 其 系 ). 


*§ 59. -一 般 递归 函数 及 数论 形式 体系 


在 本 节 中 所 引用 的 “(Gi)” 一 “(vii)” 都 是 指 $ 41 中 的 . 

我 们 说 ,一 数论 谓词 PCx:,，.…, x.) 是 在 一 形式 体系 中 可 解决 
的 (或 可 判定 的 ), 如 果 有 一 个 数字 地 可 判定 公式 P(x, +++, te) 
(参见 Gv)), 除 不 同 变 元 x,，…… ,x; 以 外 无 其 它 自由 变 元 ,而 且 对 
FERHAN n TR r …，x 都 有 
(viii) Plz, tt xn) = P(x, + +, x). 
在 这 时 , Pos) 解决 了 P (x1,，*… ,xs)《 当 对 形式 变 元 与 
直觉 变 元 作 了 明显 的 对 应 时 ). 

一 数论 函数 在 一 形式 体系 内 是 可 表象 的 (或 可 计算 的 )， 如 果 
有 一 公式 Pia, tts Xn W), RARE ro ttita xa, w 以 外 没有 
HCH az NS Xis ts nsw 都 有 
(ix) pP, 0, xn) = w P(x, Rm, W). 
EAN Po …，xn, W) RRS Cary san). 

定理 32 命 8 为 第 四 章 内 的 数论 形式 体系 (或 $ 49 引 理 18b 
中 所 描述 的 罗 宾 孙 系统 )。 如 果 5 是 简单 相 容 的 ， 则 : {e 是 一 般 
BUA) = {p ES 内 是 可 数字 地 代表 的 } = lp ES 内 是 可 表象 
AY}. 

证 明 ”我们 证 明 三 个 蕴涵 式 . 

(a) 如果 是 一 般 递 归 的 , MP 在 s 内 是 可 数字 地 代表 的 ， 

由 $ 58 定理 IX, 有 一 数 。 使 (29) 及 (30) 成 立 . 

若 应 用 (29) RE $ 57 定理 IV 前 的 T,。 的 定义 , 则 有 
(42) wyT ales zis i Xans Y) = w ES Ce, xit ty tp, 1 )& 

Cz) scwSnt Cs tis zyz)。 

因为 Sale, xis ttt rns w) 是 原始 递归 的 , 故 由 $ 49 定理 27 系 ， 


1)“ 可 表象 的 ”原文 为 rcckonable， 本 与 “可 计算 的 ”Ccalculable》 同 义 , 今 从 俄 译 
本 把 reckonable 改 泽 为 “可 表象 的 ”一 一 译 者 注 。 
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它 可 由 公式 S(z, xo tto Xn” W 所 数字 地 表示 . 我们 将 证 明 ， 下 
ARCAKA “Mxs tto Xn W)”)> BI 
S(e, X15 +t ts Xn W)&Yz(z < WDTIS(e, Xin t> Xas Z))o 

数字 地 表示 了 函数 pyT。(ecy tis ttt Xas Ve Rx tto tn DEE 
何 固定 的 ”元 矢 。 要 对 M 而 证 明 (v), 可 设 pyTs(e， tista tne 
y)= w. ĦA (42), § 41199 (EI (CO) 以 及 对 S 的 (i) 5 Gi) 可 得 
HM (x x. W). 这 样 我 们 便 对 M 而 有 (v)。 但 由 *174a 
(把 w 作 为 t) R RIIIE Oi). 因此 ayTale, xis ttt ta Y) 是 数 
字 地 可 代表 的 . 

因为 U(y) 是 原始 递归 的 ,由 定理 27, 它 是 数字 地 可 代表 的 ， 

在 定理 27 的 证 明 中 曾 就 情形 (IV) 而 作 推 理 ， 由 该 推理 可 知 
复合 函数 UCuyT Ces xis ttt 225 ¥)) 即 ( 由 (30))p(r oo 
xn) 是 数字 地 可 代表 的 . 

在 这 证 明 中 ,除却 用 到 谓词 演算 ,公理 14 一 21, 相等 关系 的 可 
替换 性 以 及 在 获得 定理 27 时 所 使 用 的 结果 外 ,我 们 只 用 到 CE) 及 
*174a《 把 数字 w F% t). 因此 应 用 $ 41 引 理 18a 及 $49 的 18 
b, FY WAX (a) 对 罗 宾 孙 形式 体系 亦 是 成 立 的 . 

Cb) 如 果 s 是 简单 相 容 的 ,Pp 在 5 内 是 数字 地 可 代表 的 , 则 Pp 
在 5 内 是 可 表象 的 〈 并 且 任 何 数字 地 代表 9 的 公式 P 都 表象 
〈 因 此 由 $ 41, 它 是 数字 地 可 判定 的 )). 

试 考虑 任何 固定 的 ro ……, x,。 HRR, ROA O). 要 证 
HRX, BiP, e, Xn W). 我 们 有 PCs) wV 
Plz Xn) Æ w 《参见 $40* 158). KAA p(x +s dF 
w, IH (vi) 便 与 简单 的 相 容 性 相 矛 盾 . 

C) MRE S 内 是 可 表象 的 , 则 ?是 一 般 递 归 的 . 

假设 pCa, 520) RAR POs tta xn wW RR. YS 
为 完全 数论 系统 时 : 设 在 哥 德 尔 编号 下 ,与 $fe 相应 的 原始 递归 谓 
A) Pje (参见 $ 51 Dnl3a, §52 引 理 19 或 $ 52 定理 31)。 当 8 
为 罗 宾 孙 系统 时 《〈 引 理 18b), 我 们 必须 先 对 Dn8 作 适 当 的 更 改 ， 
FA Cards Cen EY Phelan N) E Ces +> 
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Xn) Th (uyPfr(x,» “Xu (yo. G1) doe 故 由 $ 57 定理 Hi, 9 是 
一 般 递归 的 . 

KR ”在 定理 的 假设 下 ,如 果 Cay) Ce, [P Cars os ted VP 
(x, 5 201, Wa: {P 是 一 般 递 归 的 } = PE S 内 是 数字 地 
可 表示 的 ) = {P ES 内 是 可 解决 的 }. 

证 明 设 ? 为 P 的 代表 函数 .我们 证 明 四 个 蕴涵 式 ， 


{P 是 一 般 递归 的 ) 一 人 《9 在 S 内 是 数字 地 可 代表 的 ) 一 六 {P € 


S 内 是 数字 地 可 表示 的 } 


qE P E S 内 是 可 解决 的 (任何 一 个 数字 地 表示 P 的 公式 P 都 解 


RT P) 

Te 是 一 般 递 归 的 }， 

其 中 5 的 简单 相 容 柱 是 O (e) 的 补充 假设 ,对 (f) EMMA 
Cei) Cen PCy 5 xe) V Pla ,xx)]《 以 使 (从 的 证 明 
能 够 直觉 主义 地 有 效 ). 

O- (d) 由 (a) 及 一 般 递 归 谓 词 的 定义 得 证 . 

(e) MS 49 定理 27 系 的 证 明 同 . 

CE) 如 $ 41 中 那样 我 们 得 到 (iv). 由 假设 得 C). 要 证 明 其 
逆 , 可 假设 PC, +, x). ARME Plan) V Plz; 
Xa). WR P(x, +++, xn), WA Gi) 便 和 简单 相 容 性 相 矛 盾 了 ， 

(3) 今 假 设 公式 P (xs tts xn) WRT Pas tts xn). 和 
(c) 相似 可 得 : : z 
Cx)° + Con CE IP fe Cary ***5 tas V)>Pfarl&ı °° +> tar y) CA 
P 是 数字 地 可 判定 的 ) 以 及 
Plz 7220) = Phe (x1, xp[Pfp Ceis ***> tn y) VPfe 
(xi. > zno 1) (RA (viii) RSM AA). (如果 
(Ex) 3 *(Ex,)P (x1, Be x) 则 (viii) 蕴涵 了 S 的 简单 相 容 性 .) 

WR Ss 是 简单 相 容 的 , 且 包 含有 通常 的 数论 并 且 (R) 原始 递 
归 谓 词 在 S 内 是 可 解决 的 (参见 定理 27 A), (R) 谓词 Pf 是 原始 
递归 的 (参见 Da13 及 引 理 19), Ws 而 言 , 可 表象 性 (可 解决 性 ) 
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和 一 般 递 归 性 是 等 价 的 ,这 已 由 莫 斯 托 夫 斯 基 11947] 证 明了 . 
它 的 文献 将 在 §62 内 给 出 .参见 R. B seh) [1950] (摘要 ). 
REISD m, e, m 元 的 国 数 do eoa di 作 成 的 表 。 
See eens Qo °°, Q, 并 把 它们 加 到 s 的 形式 符号 的 
总 集 内 。 再 把 s 中 公式 的 定义 推广 ， an PG =1, t) 
及 对 所 有 各 项 b， ts tap t Bo Oli tto tmpt) WEAR. 
Farol 为 下 列 公式 的 集 ，Qi Cy, yn， a &vz (Q; ER ne 
Yn» 2)Dy =z), MBM j 一 1,……,/ 及 一 切 自 然 数 m TH 
Vis mi 而 言 ， 都 有 Pn. yo) =y. 设 在 上 述 各 定义 
BR “FEN” GES LE, JE ER” Be “ATH 
Ford] ER”) ,我 们 便 得 到 下 列 各 概念 : 简单 相 容 (数字 地 可 判 
定 , 数 字 地 可 表示 ,数字 地 可 代表 , 可 解决 , 可 表象 ) 于 更。 在 定理 
27, 31,32 RAH (HIE (a) 一 (g))， 若 改 用 这 些 概念 以 及 “FF 如 六 
H”, “原始 递归 于 到 ”“ 一 般 递 归于 Ww”( 用 以 代 痊 相应 的 原来 观 
念 ), 结 果 仍 然 成 立 . (又 P 是 一 致 地 数字 地 可 表示 于 更 , 如 果 可 以 
与 于 无 关 地 给 出 一 个 公式 P, 它 对 所 考虑 的 下 的 每 个 选择 都 数字 
地 由 下 而 表示 P; 对 数字 地 可 代表 性 ,可 解决 性 ,可 表象 性 等 仿 此 . 
当 各 个 有 关于 P 或 9 的 相对 于 更 的 概念 全 都 理解 为 一 致 性 时 ， 各 
定理 亦 成 立 .) 
等 价 地 ,我 们 亦 可 改 用 下 法 ,选择 不 同 的 函数 字母 g,,… , 8), 
把 项 的 定义 推广 使 得 当 ，……, tm; 为 项 时 Btu, oy taj) 亦 为 项 ， 
FEMRE EPE iy “EE”, 
如 果 我 们 容许 严 包 括 有 谓词 , 则 可 采取 下 列 二 法 之 一 进行 , 当 
于 中 第 i 个 是 谓词 Qj; 时 取 2; 的 代表 函数 作为 di 或 者 用 另 一 法 ， 
对 每 个 这 样 的 7 我 们 都 引入 -一 个 具有 xm; 个 变 目 的 谓词 字母 Q;, 并 
对 这 个 i 以 及 任意 给 定 的 m KR Jo ts Ym 言 ， 我 们 取 Qi 
(Yo Ym;) 或 一 Qi +> ym;) 作为 假定 公式 , 视 Or …， 
Ym) BOCs tto Yn) 中 那 一 个 成 立 而 定 。 
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§ 60. 印 吉 定 理 , 广 义 哥 德尔 定理 


现在 我 们 便 来 最 后 地 解答 下 述 问 题 ， 非 形式 数学 是 否 可 以 形 
式 化 ($15)。 由 哥 德 尔 定理 ($ 42), 我 们 知道 第 四 章 的 特殊 形式 
系统 并 没有 完备 地 把 直觉 数论 形式 化 . 

在 非 形式 数论 内 我 们 考虑 一 些 依赖 于 参数 的 命题 。 当 这 些 参 
数 取 自 然 数 以 为 值 时 便 产 生 了 无 穷 多 个 特殊 的 命题 。 对 这 种 情 
况 , 我 们 说 ,这 些 命题 是 这 些 谓词 的 值 。 一 般 地 ， 我 们 需 同时 考虑 
好 些 谓词 ， 但 是 我 们 试 考虑 对 其 中 之 一 的 形式 化 ， 例 如 对 一 元 谓 
词 P(x) 的 形式 化 . 

上 面 几 章 的 形式 数论 系统 便 是 一 个 例子 、 可 以 说 明 如 何 进 行 
形式 化 。 我 们 暂且 对 那些 细节 不 管 , 只 是 很 大 略 地 考虑 ， WREE 
到 这 个 目的 ,一 形式 体系 必须 有 些 什么 。 

这 形式 体系 必须 有 一 个 “形式 客体 ' 域 。 如 果 这 体系 要 作为 
PC) 的 理论 的 形式 化 的 话 , 它 还 必须 要 有 特殊 的 不 同形 式 客体 使 
得 可 用 以 表示 命题 P(0), P(1), P(2), Es 即 当 x= 0,1,2,... 
时 的 P(x) ,为 方便 起 见 ,可 把 这 些 形式 客体 记 为 “AC0)”,“A(1)”， 
“A(2)", ++, BIH x = 0, 1, 2,… 时 的 “A (x)”; 并 把 “A la)” 
叫做 “表示 P(e) 的 公式 。 我 们 这 样 做 并 没有 对 下 列 各 问题 作 了 
HARE: 有 没有 数字 x, 有 没有 变 元 x, 有 没有 公式 A(x) (把 
它 的 x 代 以 x 后 便 得 到 ACx) 的 ). 

其 次 ， 又 必须 有 一 种 形式 客体 叫做 “证明” 。 每 种 证 明 都 必须 
是 某 个 特殊 形式 客体 “的 ? 证明， 这 形式 客体 可 以 是 蛮 可 以 不 是 相 
应 于 一 个 给 定 的 自然 数 x 的 那个 客体 Alk). RE, YY ER 
下 列 的 元 数学 命题 ，Y 是 AC) 的 一 个 证 明 。 如 果 有 一 个 关于 客 
体 ACx) 的 证 明 , ACx) 便 说 是 “可 证 的 。 设 以 A(x) 表示 下 
命题 , A(x) 是 可 证 的 , 即 
(43) | CEY)R(x, Y) = FAG). 

谓词 R(x, Y) 的 本 性 是 什么 呢 ? 我 们 把 一 理论 加 以 形式 化 ， 
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目的 在 于 使 下 列 的 条 件 可 以 明显 起 来 ， 即 在 该 理论 决定 一 命题 所 
以 成 立 (其 意 是 一 命题 是 可 证 的 ) 的 条 件 (§15), 简 言 之 ,可 以 给 出 
关于 证 明 的 一 个 明显 的 定义 . BIER PR) 由 公式 A(x) 而 表示 的 
这 种 理论 来 说 ,只 当 得 到 下 列 情况 才 算 达到 目的 , 即 有 一 个 预先 给 
定 的 过 程 ,借助 于 它 ,无 需要 求 任何 数学 上 的 发 明 ， 我 们 都 可 以 对 
于 任意 预先 给 出 的 * 以 及 形式 客体 Y 而 能 够 说 出 Y 是否 相应 于 该 
x 的 ACx) 的 证 明 。 即 是 说 ， 对 于 RO, Y) 是 否 成 立 的 问题 必须 
有 一 个 判定 过 程 或 算法 ($30)。 这 时 , 我 们 亦 说 Re, Y) 必须 是 
一 个 "能 行 地 可 判定 ”2 的 元 数学 谓词 。 

我 们 并 没有 要 求 形 式 客体 域 的 结构 该 是 哪 一 种 。 但 是 每 个 形 
式 客 体 Y 必须 是 可 以 作为 有 穷 客 体 而 给 出 的 , 不 然 的 话 ， 所 谓 
Rix, Y) 的 判定 过 程 便 没有 意义 了 . 这 可 以 意 指 , Y 由 下 列 方法 
而 产生 ,从 有 限 个 开始 客体 出 发 ,经 过 有 限 次 应 用 可 认识 的 运算 而 
作成 ,正如 在 一 般 算术 的 概念 中 那样 ($50); 或 者 每 个 了 必须 是 一 
些 图 象 ， 由 一 个 预先 指定 的 符号 表 中 一 些 符号 的 有 限 次 出 现 而 组 
成 的 。 用 熟知 的 方法 ($1, 850, $52) 我 们 可 以 对 形式 客体 作 能 行 
的 枚 举 ,或 更 方便 些 ,作出 其 哥 德 尔 编号 ， 即 在 形式 客体 与 自然 数 
的 子 集 之 间作 1-1 对应。 所谓 能 行星 是 指 ， 任 给 一 形式 客体 Y 我 
们 可 以 找 出 其 相应 的 数 y, 反之 ， 和 任 给 一 自然 数 y, 我 们 可 以 决定 
它 是 否 相应 于 一 形式 客体 ,如 果 是 , 则 找 出 该 客体 Y。 因 此 , AM 
可 把 能 行 地 可 判定 的 元 数学 谓词 R(x, Y) 对 应 于 一 个 能 行 地 可 判 
定 的 数论 谓词 R(x, y), ERRGY)= {y AEB R(x, Y) 成 立 
的 Y 所 对 应 的 自然 数 )。 因 此 有 (EY)RC, Y) = (Ey) R (x, y); 
XH (43) 得 
(44) (Ey)R(x, y) m LF A(x), 

要 满足 能 行 地 可 判定 条 件 , R(x, y) 须 是 那 一 种 数论 谓词 呢 ? 
就 第 四 章 的 形式 系统 以 及 该 系统 内 任何 公式 Ala) 言 , 谓词 R(x, 
D TERAS, CHAM ‘Y 是 A(x) 的 证 明 ? ) 是 原始 递归 的 ， 


1)“ 能 行 ” 原 文 为 effective， 也 可 译 “ 有 效 ?、 但 我 们 用 “有 效 " 一 语 作 为 “vaiid> 的 
译名 ? 故 对 effective 专用 “能 行 ?一 名 一 一 译 者 注 . 
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正如 证 明 $52 定理 31 时 所 指出 的 那样 . 

任何 一 般 递 归 谓 词 都 是 能 行 地 可 判定 的 。 因 为 任何 一 般 递 归 
函数 9 都 是 能 行 地 可 计算 的 。 任何 一 个 递 妇 地 定义 PF 的 方程 系 
E, 都 有 一 -个 过 程 用 以 找 出 变 目 为 r eeo r 时 9 的 值 , 只 须 把 也 
中 的 方程 加 以 推演 直到 找 出 一 方程 Kx,*…, Xs) 一 工时 为 止 , 它 
便 表示 所 求 的 值 为 x。 根据 “一 般 递 归 函 数 '(§55) 及 SE BIE 
Me’ 的 定义 (554), 这 个 方程 系 EE 经 常 存 在 ， 而 这 样 的 一 个 方程 
亦 一 定 可 以 推演 出 的 . (如 考虑 358 EIX (29) 及 《30) 或 定理 
IX 系 , 我 们 亦 可 看 见 9? 是 能 行 地 可 计算 的 . ) Aik, 如 果 尺 是 一 般 
递归 谓词 , 我 们 可 以 计算 当 已 给 出 变 目 r tto x。 时 其 代表 函数 
的 值 ， 并 根据 它 的 值 为 0 或 1 而 决定 对 这 些 变 目 言 该 谓词 是 真 或 
假 . 

这 命题 的 逆 定 理 看 来 好 象 也 是 真 的 .已 承认 为 能 行 地 可 计算 
《能 行 地 可 判定 ) 的 函数 (谓词 ) 的 每 一 例子 ， 一 经 探究 都 是 一 般 递 
归 的 .这 个 由 利 的 ( heuristic) 明证 以 及 其 它 的 考虑 使 得 邱 吉 [1936] 
提出 下 列 的 论点 . 

论点 1 每 个 能 行 地 可 计算 的 函数 (能 行 地 可 计算 的 谓词 ) 都 
是 一 般 递 归 的 . 

PC AFL (Turing) [1936 一 7] 及 坡 斯 特 [1936] 
所 表述 的 计算 机 器 的 概念 中 。 我 们 将 在 后 两 章 内 讨论 本 论点 的 明 
证 问题 ,现在 我 们 只 讨论 它 的 含义 。 

本 论点 及 其 道理 立刻 对 自然 数 函 数 (谓词 ) 的 计算 (判定 ?过程 
或 算法 这 个 概念 供给 了 一 个 精确 的 定义 , 而 在 $ 30 处 我 们 还 没有 
办 法 作出 的 . 因此 对 一 谓词 P(x) 而 给 出 判定 过 程 便 意 指 给 出 一 
个 一 般 递 归 谓 词 R(x) 使 得 P(x) = R(x)。 由 $57 定理 VC(14) 及 
C15) 我 们 有 下 列 的 定理 , 它 先 由 印 吉 [1936] 所 提出 ,而 他 所 用 的 
是 另外 一 个 “不 可 解决 的 ”判定 问题 的 例子 。 

定理 XIH 谓词 (y)T,(x, *,y) 或 (CEy)T: (x, x, y) 都 没有 
, 判定 过 程 (或 算法 ). 

由 本 节 第 一 部 分 的 考虑 , 再 应 用 论点 1 于 (44) 中 的 R, 我 们 
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便 得 到 第 二 论点 . 

HA 在 一 给 定 的 形式 系统 8 中 ,如 果 一 谓词 P(x) 的 值 由 
不 同 的 公式 Ax) = 0, 1, 2, ) 所 表示 , 则 谓词 A(x*) 在 3S 内 
是 可 证 的 便 可 表 成 下 形 : (Ey)R (a, y), MR-MBA, NA— 
个 一 般 递 归 谓 词 R 使 得 (44) 成立。 《对 7 元 谓词 P (x, +++» xa) 
ith. ) 

附注 1 这 里 我 们 只 对 我 们 发 生 兴 趣 的 公式 A(x) 而 立论 .如 
泉 我 们 注意 到 别 的 公式 ， 而 该 系统 又 满足 我 们 通常 关于 系统 的 概 
念 ,那么 我 们 还 可 分 析 得 更 深 些 , 设 “P(A, YVER YE ARIE 
明 ”, 作 为 关于 任意 两 个 客体 A, Y 的 谓词 。 谓词 P(A, Y) 将 是 能 
行 地 可 判定 的 , ACK) 将 是 x 的 一 个 能 行 地 可 计算 的 函数 , 并 将 有 
R(x, Y) = BA (x), Y), 由 此 并 可 看 出 R(x, Y) 的 能 行 地 可 判 
定性 。 设 对 形式 客体 作 了 能 行 的 哥 德 尔 编号 ,并 设 “A。” 表 示 以 a 
为 哥 德 尔 数 的 客体 (如 果 有 的 话 ); 并 令 “t~A。” 表 示 这 客体 是 一 个 
可 证 公式 ( 当 a 非 哥 德尔 数 时 “HA.” 将 定义 为 假 ). LA PCa, y) 
HAF PCA, Y). 再 用 论点 I 便 得 : (a) 有 一 个 一 般 递归 谓词 P 
使 得 (Ey)P(4,y) = HA. (b)A(x) 的 哥 德 尔 数 a(x) 是 x 的 一 
般 递 归 函 数 。 再 令 R(x, y) =Pl(alx), y), ERRA 

一 形式 系统 S 要 能 把 一 谓词 P 的 理论 形式 化 , 且 能 把 x = 0, 
1，2,，'… 时 的 命题 P(x) 分 别 表 以 公式 ACx), 则 论点 PARRY 
是 结构 上 一 个 (最 小 的 ) 要 求 。 正 如 论点 工 的 情形 -- 样 ， 其 逆 亦 是 
成 立 的 (如 下 所 述 ). 

ASIEN S 所 作 的 有 关于 公式 A (x) 及 它 想 表 示 的 命题 

P(x) 的 可 证 性 的 条 件 。 .一 个 形式 体系 化 要 想 对 P(x) 言 是 正确 的 
《或 相 容 的 ), 那 便 须 要 求 
(45) A(x) > P(x), 
即 如 果 A(x) ES 内 可 证 , 必须 P(x) 为 真 。 如 果 系 统 S 还 要 成 为 
该 谓词 的 理论 的 完备 的 形式 体系 化 ,我 们 还 要 求 其 逆 , 即 P(x) 一 > 
H-A(x), 即 只 要 P(x) 为 真 , A(x) 便 是 可 证 的 。 将 这 与 (45) 合 
并 可 得 , 当 S 对 P(x) 既 正 确 又 完备 时 有 
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(46) HA(x)=P(x), 

再 将 这 个 与 论点 I 中 的 结构 方面 的 要 求 相 合并 : ”要 对 谓词 
Px) 而 给 出 一 个 正确 的 形式 系统 , 在 于 找 出 一 个 一 般 递 归 谓 词 R 
使 得 


(47) (Ey)R(x,y) > P(x) 
要 使 得 它 又 是 完备 的 , 那 便 要 
(48) (Ey)R(x,y) = P(x). 


Sik P(x) 便 是 谓词 OT, (x, x,y)。 则 没有 一 般 递 归 的 R 
使 得 (48) 对 任何 x 都 成 立 ;因由 定理 V (12), 给 出 任何 一 个 一 般 
递归 的 R, 都 有 一 数 了 使 得 (48) 对 x = FR. Auk, 

”定理 XUI( 第 一 部 分 ) 对 谓词 (y)T,(x, x,y) 言 ,没有 正确 
的 且 完 备 的 形式 体系 .( 广 义 哥 德尔 定理 。 克 林 [1943]. ) 

若 想 把 情形 更 考查 得 详细 些 , 可 考虑 任 一 形式 体系 S, ESA 
选取 公式 A(x) 以 表示 当 x 一 0, 1, 2,… 时 的 O)T, (x, x, y). 
设 R 为 一 般 递 归 谓 词 使 得 (44) 成 立 的 (这 是 论点 工 所 给 出 的 ); 并 
对 这 个 RR 而 考虑 (9) 的 f。 SESH) Tie, x,y) 是 正确 的 ; 
” 则 由 (45) 得 


(49) A(x) > (y) T(x, x, y). 
根据 $35 *86, (9) 及 (14) 的 非 形式 意义 得 
(50) OT, Gs fs y) = CEy)T: G F y) 


= (Ey )R(f, y) = FAC. 

HERRMANN. 由 (49) 得 GT. G fy) 由 (50) 得 FAO). 
根据 反 证 法 得 FA(b; 再 由 (50) 得 OTG fy). 故 

定理 XIHI (第 二 部 分 ) 在 特例 , 设 5 为 一 形式 系统 , 并 指定 
以 A(x) 表示 命题 (7)T:(r，x，y)， 当 zx 一 0,，1,2,.…. 时 。 这 时 
可 找 出 一 数 f 使 得 : MR SH Tix, x, y) 是 正确 的 , 则 GT, 
(fy) aA), BB TG, 1, y) 是 真 的 ,但 表示 它 的 公 
式 A(f) 却 是 不 可 证 的 . 

因此 ,可 以 预先 给 出 一 直觉 谓词 , 即 (y)T,(x, x, y), 在 表示 
其 值 的 那些 命题 中 ,要 把 其 中 为 真 的 ( 亦 只 为 真 的 ) 命 题 证 出 来 , 没 
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有 一 个 形式 系统 是 完备 的 。 关 于 这 系统 ,我 们 没有 作出 任何 假设 ， 
除却 下 列 两 个 要 求 外 ， 它 满足 论点 [所 表示 的 结构 要 求 , 以 及 该 
系统 只 给 出 当 把 A(x) 释义 为 表示 谓词 (y)T,(x, xs y) 的 值 时 正 
确 的 结果 . 

这 些 假设 是 由 我 们 已 经 研究 过 的 特殊 形式 系统 而 作 的 一 个 非 
常 深远 的 抽象 。 在 那些 系统 中 ,所 谓 证 明 本 是 一 系列 公设 的 应 用 . 
我 们 有 理由 相信 ,单独 说 来 每 一 条 公设 是 正确 的 ,因此 亦 可 相信 整 
个 理论 是 正确 的 。 现 在 我 们 看 见 了 ， 哥 德尔 的 不 完备 性 并 不 依赖 
于 这 种 直观 明证 的 特性 . 

要 强调 这 点 , 试 设想 有 一 个 无 所 不 知 的 数论 家 。 我 们 期 望 ,他 
既 有 能 力 能 够 把 无 穷 多 个 事实 一 眼看 出 ,他 便 能 够 认 出 ,我 们 自己 
不 能 发 现 的 某 些 推演 原则 是 正确 的 。 但 他 所 能 给 我 们 的 任何 关于 
(y)T，(x, x,y) 的 正确 形式 系统 ,即使 只 对 我 们 告诉 其 然而 不 告 
诉 其 所 以 然 , 却 仍然 是 不 完备 的 . | 

要 理解 命题 OT., x,y) 的 意义 、 只 要 求 一 个 特殊 的 能 行 
地 可 计算 谓词 (的 确 ,这 谓词 还 是 原始 递归 的 ) 以 及 可 构造 性 地 ?使 
用 的 全 称 量词 便 成 了 .如 果 容 许 任何 的 数学 上 的 无 穷 大 ， 更 少 的 
”概念 方面 的 要 求 是 很 难 办 到 的 . 

在 元 理论 的 水 平 上 使 用 谓词 OT, (es x, y) 时 ,尽管 它 对 我 
们 是 有 意义 的 ， 我 们 并 没有 假设 它 的 每 个 值 都 或 真 或 假 ， 根 据 有 
穷 性 推理 所 能 作 的 关于 这 谓词 的 结论 , SAN 合并 起 来 ,已 很 
足够 排除 下 列 的 可 能 性 ,有 一 个 对 它 既 正确 又 完备 的 形式 系统 ， 

这 里 我 们 是 把 作为 一 个 关于 谓词 Tix, x, y) 的 现存 直觉 
理论 的 形式 化 的 (正确 的 ) 形 式 体系 而 处 理 其 不 完备 性 的 。 但 因为 
这 个 释义 是 用 有 穷 性 方式 处 理 的 ， 所 以 广义 上 说 来 ， 这 定理 亦 可 算 
作 是 元 数学 的 . 

如 果 该 形式 系统 有 通常 的 构成 性 质 及 推广 性 质 ， 则 这 定理 亦 
可 以 元 数学 地 (狭义 地 ) 表 述 , 这 时 公式 A(x) 的 释义 ， 即 作为 表示 


12“ 可 构造 性 地 ? 指 “ 直 觉 主义 地 ?一 一 俄 译注 . 


. 335 。 


谓词 TG, x y) 的 值 的 ， 便 可 换 为 该 系统 的 内 在 特性 如 相 容 
性 及 完备 性 等 ;例如 ,简单 地 如 下 : 

定理 XIHIE( 第 三 部 分 ) 设 5 为 一 形式 系统 ， 具 有 不 同 的 公 
x T(x, y), T(x, y), A(x)( 亦 写 为 “Vy 了 T(x,y)”) 及 A 
(x)( 亦 写 为 “Vy 了 T(x, y), y 一 0，1，2,，……*).。 假设 
(A) Ti (x5 x,y) >HT(x, y) RT. (x, x, y) > TT, y), 
YTT (x, y> OIT, y) @) 有 一 个 一 般 递 
ARE (44) 成 立 。 WA PR: nR S E a 
容 的 ， 即 如 果 没 有 x, y 使 得 既 LT(x,y) XIT, y), WA 
FA). 如 果 S 又 是 % 相 容 的 , MIRA x HR (y){FmT (x, 
y) X HOW TAT (x, y), WRIA). Abe s 是 简单 
相 容 的 且 w 相 容 的 ， 则 它 是 简单 不 完备 的 , 即 对 某 * 既 没 有 LA 
(x) 又 没有 HAIR). 

证 明 设 s 是 简单 相 容 的 ， 又 设 ( 为 反 证 法 故 )H~A(f)。 则 由 
(44) 有 (Ey)R(x,y); 由 (9) 有 (Ey)T,(f,f,y); E (A) AY tE 
得 LTE, y). h ACÔ) 及 (B)， 对 这 个 ?又 得 FT (f, 
y). 与 简单 相 容 性 相 矛 盾 . 由 反 证 法 得 FAG). BRS Bo 
AAA, HACE) 及 (50) 得 (>) TO h y) 由 (A) 得 (y) 
{EITC y)}; h o EA FE WVy TT (Ff, y) BI ACP). 

莫 斯 托 夫 斯 基 [1952] 曾经 比较 哥 德 尔 定理 的 各 种 证 法 ,该 书 
在 本 书写 作 时 尚未 看 到 . 

在 我 们 的 叙述 下 , 不 完备 性 定理 XII 及 XI 是 作为 定理 V 分 
别 就 谓词 形式 R(x) 及 (Ey)R(x,y) 的 应 用 的 结果 的 。 这 主题 在 
克 林 [1943*] 中 曾 详细 讨论 过 . 今 再 对 谓词 形式 (Ey)R(x,y) 作 
一 些 附注 以 结束 本 节 . 

论点 开 之 族 ( 第 一 部 分 ) 对 下 形 任 一 谓词 :(Ey) Rey) R 
一 般 递 归 , 我 们 有 一 个 正确 而 完备 的 形式 体系 .( 对 (Ey.)…(Eyn) 
R(x, "ty Bao Yis """> Yad» n,m 之 0， R 一 般 递 归 的 情形 仿 此 .) 

更 详细 些 《 就 + =m=1 F) 给 定 任何 -一般 递 妇 谓词 RCx， 
y) 可 找 出 一 形式 体系 s 具有 不 同 的 公式 A(x), x 一 0, 1, 2,--- 
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使 得 (44) 成立， 

在 例 1 中， 体系 的 正确 性 还 只 是 一 个 假设 . 但 例 3 却 供给 了 
一 个 迅速 而 无 可 非 难 的 证 明 * (demonstration). 《这 里 的 (44) 便 是 
§59 的 (viii), 但 一 般 说 ,对 可 解决 性 言 却 缺乏 (iv).) 

例 1 根据 $57 定理 IV R, 我 们 可 令 有 为 原始 递归 而 不 致 形 
KBE. Ss 为 第 四 章 的 数论 形式 体系 ; Re, y) BAAR (x， 
y) 数字 地 表示 ($49 定理 27 A), 令 ACK) 为 公式 ARG, y). W 
WA (Ey)R(x, y) > A(x). Alt mRERAAAN, RY (Ey) 
R(x,y) NA AL 3yRCx, y) N (44) 便 成 立 . 这 是 一 种 相 容 性 ,如 
果 (Er) (Ey) R(=, y) 则 它 还 莉 肖 简单 相 容 性 ， 因 此 由 哥 德 尔 第 
二 定理 ($42 定理 30), 我 们 不 能 希望 找 出 一 个 关于 它 的 初等 证 明 ; 
事实 上 ,对 古典 形式 体系 言 , 我 们 很 难看 出 ， 如 果 不 在 元 语言 中 使 
用 古典 逻辑 ,如 何 可 以 给 出 它 的 证 明 。 ie 

例 2 类 似 地 , 取 5 为 罗 宾 孙 系统 (549 引 理 18b), 只 具有 13 
条 数论 公理 。 所 要 求 的 相 容 性 将 在 $5 77 一 79 给 出 一 个 长 的 但 初 
等 的 证 明 (至 于 RG, y) 则 照 定 理 27 系 的 证 明 中 那样 构成 )。《 参 
见 $79 定理 53 (h)). ERWARTETEN T CREEL 
接 证 明 , 见 定理 53 (a)). 

例 3 设 在 递归 函数 形式 体系 中 方程 系 下 递归 地 定义 了 R 的 
代表 函数 而 以 为 主要 函数 字母 . 设 把 谓词 字母 & 加 入 到 形式 符 
号 的 总 体 去 . 设 5 为 一 系统 , 以 E 中 的 方程 作为 其 公理 ， 并 以 R1 
及 R2 及 下 规则 作为 其 推论 规则 (这 里 x, y 为 数字 ): ie ä 

F(x, y) = 0 is E 
A(x). aye 
则 所 考虑 的 相 容 性 (以 Ax) 作为 A(x)) 是 立刻 可 以 得 到 的 ， 

例 4 设 sS 的 形式 符号 只 包含 0 , 与 两 个 谓词 字母 :R 及 及 
〈 以 及 逗号 及 括号 )。 其 公式 将 是 下 形 的 表达 式 Rex, y) RACK), 
xy》 一 0,1,，2,.……. 其 公设 将 是 下 文 的 公理 模式 1 及 推论 规划 
2. 在 公理 模式 1 中 , x, y 须 限制 为 使 得 R Crs y) 为 真 的 数 
字 。 
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> R(x, y) 

A(x). 

这 个 形式 体系 看 来 好 象 是 很 古怪 的 。 但 公理 模式 1 中 对 x, y 
的 限制 是 一 个 能 行 的 限制 ( 因 尺 是 一 般 递 归 的 ), 正 如 $9 公理 模式 
10 及 11 对 + 的 限制 那样 . 

第 五 个 例子 见 $ 73 末 例 2. 

WA Zit (BOB) 有 一 个 形式 体系 5 使 得 任 给 一 个 
一 般 递归 谓词 RC, y)， 都 可 找 出 不 同 的 公式 A(x), x 二 0, 1, 
2,… 使 得 (44) 成立 .《 对 任何 w, m 仿 此 ;对 一 切 #, m 的 联 立 情 
形 亦 仿 此 . ) 

证 明 设 应 用 第 一 部 分 (n =2,m = 1) 于 T(z, Xs y) 时 得 
AA A(z, x) (Cz, x = 0,1, 2,°++)3 h $57 (9) Rf, BS A (x) 
(x= 0,1,2,-+-) 4 ACf, x). 

附注 2 若 增 加 新 公设 于 S( 第 一 部 分 或 第 二 部 分 的 ) ,我 们 可 
得 一 体系 5', 使 得 (Ey)R (2 y)>HA (x), 但 未 必 有 HA (x) > 
(Ey)R(x, y). 

HCA REM AOR TUR (Ey) Ry). i 
R 一 般 递 归 ， 亦 可 以 在 某 形式 体系 S 内 表 成 LA(x), 而 且 当 r= 
0，1，2,… :时 公式 A(x) 是 可 以 能 行 地 指定 的 . 简单 地 说 ,谓词 形 
A (Ey)R (x, y) 与 在 某 形式 体系 内 的 可 证 性 这 个 观念 是 一 致 的 

根据 $53 末 所 指出 的 结果 (以 及 定理 IV A), 由 归纳 定义 ( 具 
有 可 构造 性 的 直接 句子 的 ) 所 得 的 亦 正 是 这 种 谓词 集 。 由 于 定义 
形式 体系 时 归纳 定义 经 常 所 起 的 作用 ， 这 一 事实 与 前 面 所 说 的 有 
密切 的 关系 . 

可 递归 枚 举 性 .一 自然 数 集 C 叫做 可 归纳 枚 举 的 ， 如 果 有 一 
个 一 般 递 归 函 数 9? 枚 举 它 〈 容 许 重复 )， 即 使 得 p (0)，qp(1), p 
(2), … 枚 举 了 C 的 元 素 ( 容 许 重复 )2.( 披 斯 特 !1944] 把 空 集 亦 
包括 在 可 递归 枚 举 集 之 内 .) 


D RAL, C 是 函数 史 的 信 集 .每 一 个 以 C 为 值 集 的 部 分 递归 函数 ( 见 后 ) OB 


1. R(x, y) 


德尔 数 叫做 集 C 的 哥 德 尔 数 一 一 俄 译注 . 
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定理 XIV 具有 元 素 的 集 C 是 可 递归 枚 举 的 , 当 且 仅 当 谓词 
reC 可 表 成 (Ey)R(x+,y) ET RR. 

更 详细 些 : (a) MRP KH C, Ii) xeC = (Ey) R(x, y) 而 
R 原始 递归 于 p. (b) 如 果 xeC = (Ey) R(x, y) WM CALR Mm, 
则 C 被 一 函数 6 所 枚 举 , 6 原始 递归 于 R. (Ga Kleene [1936], ) 

WA (a) xeC = (Ey) ply) 一 x]( 参 见 $45 # 14).(b)$ 


6(y) = Nie 当 RCO)» (ys) 时 ， 
Am u RO CDs) Be 
(SA##D,F, 19), 


因此 论点 I 等 价 于 说 ， 使 得 A(x) 为 可 证 的 那些 数 * 所 成 的 
集 C 是 可 递归 枚 举 的 (如 果 它 有 一 元 素 的 话 )。 如 果 谓 词 *eC 是 
一 般 递 归 的 ， 我 们 说 该 集 〈 类 ) C 是 一 般 递归 的 。 PR $ 57 的 结 
REE: 一 般 递归 集 C, 只 要 它 有 一 元 素 ， 它 当然 更 是 可 递归 枚 
举 的 (定理 VICa)); 它 的 补 集 C IIA ($45 #D)。 古典 地 说 , 如 果 
C 及 C 同 是 可 递归 枚 举 的 ， 则 C 是 一 般 递 归 的 (定理 VI(b) 或 
(c))。 使 得 (Ey)T,(x, x, y) 成 立 的 * 所 组 成 的 集 《 符 号 地 便 是 
£2CEy)T(x, x; y)) 是 可 递归 枚 举 的 (由 $58 (29), (Ey)Tı(e; 
es y), ike 是 它 的 一 个 元 素 ), 但 非 一 般 递归 的 (定理 V(15)); 它 
的 补 集 2(y)T,\《x, zs y) 既 非 可 递归 枚 举 的 亦 非 一 般 递归 的 (定理 
V(12) & (14)). 

R ”如 果 一 集 可 用 一 般 递 归 函 数 而 枚 举 (容许 重复 ), WEA 
用 原始 递归 函数 而 枚 举 ( 容 许 重复 ). (FK[1936].) 

用 (a) 再 用 定理 IV ABA (b). 

AS 一 无 穷 集 C 是 一 般 递归 的 当 且 仅 当 它 能 够 不 重复 地 依 
大 小 次 序 而 被 递归 枚 举 .〈 克 林 [1936]). CHAR: MESI, ) 每 
一 个 无 穷 的 可 递归 枚 举 集 都 含有 一 个 无 穷 的 一 般 递 归 子 集 (Bi 
特 [1944])。 如 果 一 无 穷 集 是 容许 重复 地 可 递归 枚 举 的 ， 则 它 亦 
是 不 容许 重复 地 可 递归 枚 举 的 ( 克 林 [1936])。 

AG 问题 : 试 由 “可 递归 枚 举 集 ” 而 可 构造 性 地 〈 即 直觉 主 
义 地 ) 定义 一般 递归 函数 .我 们 必须 避免 使 用 出 现 于 下 列 地 方 
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的 排 中 律 ， 一 集 或 为 空 集 或 者 有 一 元 素 , 又 须 如 免 在 证 明定 理 Vi 
(b) 时 所 用 到 的 非 直觉 主义 步骤 . 解答 : 先 用 下 列 两 命题 中 的 第 
一 个 ,再 用 定理 VI (c), 再 用 下 列 命题 中 的 第 二 个 《或 定理 XIV): 
一 函数 pP (> ,xs) 是 一 般 递 归 的 当 且 仅 当 由 数 2. 
pe Pr 所 成 的 集 是 一 般 递 归 的 . 一 谓词 xe C 可 表 成 (Ey) 
R(x, y) Bi R-MBA, SAMMY ER lh (0)+C') 是 可 递 
归 枚 举 的 : 该 集 包 含 0 以 及 C 的 元 素 的 后 继 者 . 

在 可 递归 枚 举 性 的 定义 中 ,如 把 “一 般 递 归 函 数 PR — 
递归 于 更 的 函数 p”, 我 们 便 得 到 “可 递归 于 王 而 枚 举 的 这 概念 ， 
上 述 各 结果 可 推广 到 这 个 概念 来 . 


§ Ol. 哥 德 尔 定理 的 对 称 形 


$60 定理 XII 推广 了 $ 42 定理 28 ( 哥 德 尔 定 理 原形 )， 而 
A (f) 对 应 于 Ar(p). 定理 XII 第 三 部 分 的 表述 ,即使 就 狭义 说 亦 
是 元 数学 的 。 现在 我 们 便 把 定理 29( 哥 德尔 定理 的 罗 软 形 ) 加 以 
推广 . | 

SRH (y)T,(x, xs y) 而 改 用 一 个 略为 复杂 的 谓词 O) [Ti 
(dx Y)V(Ez).Tıl(&)> 2,2) 或 其 等 价 形 

(Ey)! T(r) x, ya) rey Tx) x» y)]. 

WE T(x), x, y&C2)ecyT ((x)o, x,y) BEER “Wy (x, 
7)? ÆT: COTES y) & (z)scyT, COMET 7) 缩写 为 “Wx; 
yy”. . 
命 * 固定 . 设 有 一 数 y 使 得 DT, CONES y) (ii) (2) oT 
COMES z). 则 不 可 能 有 数 使 得 Citi) TCC) r, Yo)» (iv) 
DT x, 2). 因由 (i) 及 (iv) 得 y> y 而 由 (ii) 及 
(ii) 得 y > y. Be 
(51) (Ey)W (x, y) > (Ey) Wolx, y). 

WARR Wes y) 及 W(x, y) 是 原始 递归 的 (用 $45 dar 
A, C, D, E, 19.) 故 谓词 (By) W, Cx, y) 的 理论 是 可 以 完全 形式 
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化 的 , 至 于 就 Ey) W(x, y) 的 理论 而 言 , 则 至 少 由 (51) 充分 条 
EAP AS, BN (Ey). (x, y) 给 出 的 那 一 部 分 是 可 以 形式 化 的 
《由 560 论点 开 之 逆 及 附注 2)。 现 在 我 们 证 明 ， 至 少 形式 化 了 这 
么 多 的 那个 形式 系统 5, 如 果 相 容 的 话 ,是 不 能 完备 的 . 

因此 , 试 设 5 为 任 一 形式 体系 , 其 中 有 公式 B(x) 及 B(x), 
x 一 0, 1, 23°, 都 是 不 同 的 . 我 们 不 作 任何 限制 性 的 假设 ,规定 
S 内 有 什么 样 的 符号 体系 ,在 特例 ,并 不 规定 BCx) 乃 由 公式 B(x) 
中 把 变 元 x 代 以 数字 x 而 得 , 亦 不 规定 一 B(x) 乃 由 BCx) 前 面 置 以 
符号 一 而 得 。5 的 推演 规则 为 
(52) (EyWox, y)>H-B(x), 

(53) (Ey)W (x, yJ)>H B(x), 

系统 $ 的 用 处 在 于 给 出 一 个 明显 的 准则 以 看 出 什么 是 公式 B(x) 

及 “1B(x) 的 证 明 , 因 此 ( 虽 则 我 们 避免 明白 指定 B) 及 一 B (x) 

须 表示 某 些 谓词 )? 如 前 ,由 论点 N, 我 们 须要 求 有 两 个 一 般 递归 谓 

词 R(x, y) 及 R(x, y) 使 得 

(54) (Ey)Rılz, y) = B(x), 

(55) (Ey)Rı(z, y) = -B(x). 

ANR S 的 (简单 ) 相 容 性 将 指 ,没有 自然 数 * 使 得 既 Ba) KET 

BCX); 所 谓 (简单 ) 完 备 性 指 ,对 每 个 x, BRL B(x) BE B(x) 、 
定理 XV 满足 (52) 一 (55) 的 简单 相 容 且 简单 完备 的 形式 

系统 是 不 存在 的 . 

更 详细 些 : 任 给 一 形式 系统 5, 含有 不 同 公式 .B(x) RTB) 
(x=0,1,2,°- .) 又 给 出 一 般 递 归 谓 词 R(x, y)> R(t: y), 使 
得 (52) 一 (55) 成 立 , 如 果 S 是 简单 相 容 的 话 , WERE NA 
不 HBC) 亦 不 BCE), (ERR PRE, 广义 说 法 . m 

证 明 设 S 是 简单 相 容 的 ,或 符号 地 


1) 更 准确 些 , 表 示 某 些 谓 词 在 * 处 的 值 一 一 俄 译注 ， 

2) 这 定理 不 但 证 明了 s 的 不 完备 性 而 且 证 明了 它 的 不 可 补足 性 、 因 为 $ 的 所 有 相 
容 的 加 强 系统 都 满足 定理 的 条 件 〈 因 为 在 加 强 系统 中 的 不 可 判定 公式 是 可 以 能 
行 地 作出 的 ? 故 S 亦 是 能 行 不 可 补足 的 ). 参见 第 228 页 脚注 -一 - 俄 译注 . 
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(56) |B(x)& = mB (x). 
由 557 定理 IV (6), APR fo K fho 使 得 当 = 20. Shag A 


(57) CEy)R (x, y) = (Ey)T (f> x, y) 

= (Ey)T((f), +, y)» 
(58) (Ey)Rı(2> y) = (Ey) Tipo x> y) 

= (Ey)T (Ds y). 


在 下 面 的 证 明 中 ,每 当 我 们 用 到 (52) 一 (58) 时 ， 我 们 都 把 变 元 * 
换 为 数 f。 为 了 要 用 反 证 法 来 证 明 HBF), ik 


(a) BCF). 

则 由 (54) 有 (Ey)Ro(f,y); 由 (57) 有 

(b) (Ey)T((f),1,»y). 

又 由 (a) 及 简单 相 容 性 ((56)) 得 

(c) HER). 

故 电 (55) 得 (Ey) RCf,y); (58) 8 CENT (Oo fo 3 故 
(d) DTG try) 


HH Cb) 与 (d) 得 (Ey)[T,((f),, f» DOT T, CONSE z)], BẸ 
(Ey)WR y); 再 由 (53) 得 BCE), 与 (c) 冲突 。 故 由 反 证 法 
须 否定 假设 (a), BN BE). 

由 同样 步骤 , 或 注意 (52》, (54), (56), (57) 和 (53),(55), 
(56), (58) 的 对 称 性 , FELD). 

讨论 我 们 对 s 的 条 件 乃 由 下 列 暗示 而 来 : B(x) 应 表示 {Ey) 
W(x, y), 而 (B(x) 表示 其 否定 ， 为 方便 起 见 , 这 释义 可 叫做 偏 
爱 的 释义 (preferred intespretation), 在 偏爱 的 释义 下 , 一 Bf) 
应 于 $42 的 Aa) 并 表示 一 个 真 命题 . 但 是 在 定理 本 身 中 却 没有 
提 到 偏爱 的 释义 .关于 s 的 条 件 是 完全 对 称 的 . 我 们 可 以 同样 地 
把 B(x) 释义 为 表示 (Ey)W.(+, y) 而 Bx) 为 它 的 否定 ， 这 时 
B(f) 便 相应 于 Aula), 并 表示 一 个 真 命题 ， 而 BE) 则 是 假 的 . 
在 这 两 个 极端 的 释义 之 间 ， 还 有 很 多 的 可 能 的 中 间 释 义 。 我 们 再 
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用 下 列 各 个 系统 S 的 例子 (满足 定理 XV 的 ) 而 说 明 这 点 . 

例 1 在 第 四 章 的 数论 形式 体系 中 ， 因 为 Ti(ahra,b) & 
7,((e),，a, c) 是 原始 递归 的 , 故 由 $49 定理 27 系 ,它们 可 分 别 被 
AR Ala, b) 及 Bla, c) 所 表示 。 令 B(x) 为 ALA (x, b)ave 
(e<bDnBlx,e)));M 1B(x) 438A (x,b) «Ve (e < bD 
WB (x, c))].。 则 可 用 证 明 $ 42 定理 29 第 一 部 分 的 方法 而 证 明 
(52) 是 成 立 的 。 又 由 那里 所 指出 的 步 驰 及 二 引 可 得 , BaD 
VbL "A(x,，b)V3cle < b&B(x, ec))]. 换 质 位 (由 *13) 可 得 vb 
[ A(x, b) V3c(e < bxB(x, c))] 二 一 B(x)。 由 这 再 用 证 明定 
理 29 第 二 部 分 的 方法 便 可 得 (53). 注意 ,在 这 个 证 明 中 ， 除了 用 
到 含有 相等 性 的 谓词 演算 , 公式 模式 14—21, 定理 27 RUS, 只 
ER "1662, *168, *166 及 *169( 其 中 上 为 一 数字 )。 因 此 由 引 理 
18a($41 末 ), 它 对 罗宾逊 系统 亦 是 成 立 的 . 对 第 四 章 的 数论 系统 
言 , 用 $52 定理 31, 对 罗宾逊 系统 则 用 证 明定 理 31 的 方法 ， 便 可 
证 有 两 递归 谓词 Ro Ri 使 得 (54) (55) Me. 在 这 例子 中 ,定理 
XV 内 B(x) 的 一 的 确 便 是 数论 形式 体系 内 的 一 ; 并 且 在 数论 形 
式 体系 的 通常 释义 下 , Bx) 及 B(x) 具有 偏爱 的 释义 。 ES 
为 第 四 章 的 数论 系统 (或 罗宾逊 系统 ), 而 Bx) 及 Ba) 亦 作 这 
个 选择 。 根 据 定理 , S( 如 果 它 是 简单 相 容 的 ) 是 简单 不 完备 的 ;把 
新 公设 加 入 到 Ss 后 所 得 的 每 一 个 简单 相 容 的 扩张 系统 - 《但 须 使 得 
(54) (55) 仍然 对 某 些 递归 谓词 Re 及 R 成 立 ) 亦 是 简单 不 完备 
的 。5 的 这 种 扩张 甚至 于 可 以 与 3 中 B(x) 与 B(x) 的 偏爱 释义 
有 所 不 同 ， 只 要 这 些 新 公式 不 致 于 在 足够 初等 的 方式 之 下 与 偏爱 
释义 相 冲 突 以 致 引起 简单 不 相 容 性 . 

` 鲍 2 设 在 形式 系统 5 的 符号 体系 内 包含 有 数字 以 及 四 个 亩 
词 符号 W., Wi,.B 及 一 B (或 者 不 用 一 BB 而 用 运算 子 一 ). Rs 
以 下 列 两 公理 模式 及 两 推论 规则 作为 其 公设 . 在 公理 模式 1 中 ， 
x 与 了 是 数字 使 得 We, y) 成 立 的 , 在 公理 模式 2 ch, 则 是 使 得 

Wx, y) 成 立 的 数字 。 

1. W(x, y). 2. W(x, y). 
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3 Wx, y) f 4. 4 Wi, y) y) 
` B(x). B(x). 
H (51) 立 得 本 系统 的 简单 相 容 性 . 这 系统 S 以 及 任何 由 它 加 入 
新 公设 所 得 的 简单 相 容 的 扩张 系统 (但 (54) (55) 仍 对 某 两 递归 
谓词 Ro Ri 成 立 ) 都 是 简单 不 完备 的 .在 5 中 只 有 由 于 (52)(53) 
的 要 求 ,公式 B(x) 及 一 B(x) 才 是 可 证 的 。 在 扩大 3 时 不 受 释义 
的 限制 . 
$60 定理 XII 是 $ 57 定理 V 对 谓词 形式 (Ey) R(x, y) WHR 
例 , 并 作 了 元 数学 的 应 用 .同样 ,定理 XV 亦 可 以 有 一 个 纯 用 谓词 
形式 的 说 法 ， TERORA ATANES RaT 较 定 理 
XIII 及 XV (参见 $60 EHE XIV). 
BEI 由 定理 XII 及 XV 可 知 下 列 三 集 不 可 能 有 一 是 空 
的 ， 4(Ey)Tı(lz; X) y)» 2(Ey)Wozx, y) 及 2(Ey)W, (x, y). > 
其 元 素 可 用 下 法 找 出 应 用 $58 定理 IX (29), 有 (Ey)Tı (es es 
y). 选取 任 一 递归 RR 使 得 (x)(Ey)RCx，y), HMA RRS E 
HIV OMER j; 再 选取 任 一 递归 RR 使 得 (x) GG) RCx,y), 并 对 
这 个 RR 依 (7) 而 选取 g. 令 o 一 2z 3, e, = 2-38, WEY) 
(eo y) 及 (Ey)W, Ceis ye ` 
在 定理 XII 中 我 们 有 一 个 固定 的 可 递归 枚 举 的 自然 数 集 Co 
(BI 24CEy)TI(x,x,y)), 其 补 集 C3( 一 4(7) 开 ， (x, vs y)) 不 是 可 递 
归 枚 举 的 (图 1)， 在 定理 XV 中 ， 我们 有 两 个 固定 的 可 递归 枚 举 
CRC, 《 即 分 别 为 42(Ey)Wo(x, y) 及 (Ey)W(x; y))> 它们 
是 不 相交 的 (由 (51))， 并 且 ? 如 把 自然 数 任意 分 成 两 不 相交 的 集 C， 
D 每 一 对 具有 这 样 性 质 的 自然 数 集 Co Ci 叫做 不 能 递归 分 开 的 《集合 对 )， 简 
"PRR TER GRAS) (经常 很 不 精确 地 把 这 些 集 Cos C 本 身 叫 做 不 能 分 开 
的 )， 由 不 相交 的 递归 可 枚 举 集 所 组 成 的 不 能 分 开 的 集合 对 是 首先 由 诺 维 科 夫 
I. C. Hosukos 作出 的 .例子 可 仿 他 的 B 不 可 分 的 CA 集 的 例子 而 作出 ; 参 
见 亚 尔 山 宁 《B.H.ApceRHH)， 辽 普 诺 夫 (A. A. JImynos) [1950].) 首先 
发 表 类 似 的 结果 的 是 志 林 [1950]. HEAT RAUL ECB. A. Tpar 
xTeH6por) [1952]. 由 集 KEY) Wo (rs y) 与 EYW, y) 的 不 能 分 开 


性 可 以 推出 , 在 任何 满足 关系 式 (52) (53) 的 形式 系统 中 ， 可 证 公式 集 与 可 驱 
公式 集 是 不 能 分 开 的 . 集合 对 Cod C 则 做 不 能 能 行 分 开 的 ( 岛 斯 平 斯 基 CB. Ai 
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RC» 而 CCC: 及 CiCC:， 则 集 C 与 C; 不 能 够 同 是 可 递归 枚 
举 的 (图 2). 


(对 此 无 须 用 (x)(xeCsV rec), 只 用 (x) (xeCaVxseC3) 便 够 ,这 
在 直觉 主义 说 来 是 更 弱 一 些 的 .) 只 在 偏爱 的 释义 下 ，C; 才 是 C， 
的 补 集 ?。 在 证 明定 理 XII (第 二 部 分 ) 时 ,我 们 假设 给 出 任何 一 个 
可 递归 枚 举 集 D 包含 于 C 内 ( 即 &(Ey)R (x, y))» 并 找 出 一 数 
f 既 不 在 Co 内 又 不 在 D, 内 (图 1a)。 在 证 明定 理 XV 时 ， 我 们 假 
设 给 出 了 两 个 不 相交 的 可 递归 枚 举 集 D, RD, 分 别 包 含 了 OR 
C, (CB 4CEy) R(x, y) Re (Ey)Rı Cx, y)) 并 找 出 一 数 f 既 不 在 
D: 内 亦 不 在 D, 内 (图 2a). 在 上 述 证 明 中 的 元 数学 语言 当然 可 以 
避 而 不 用 ,只 须 首 先 把 G4), (55) 用 于 (52), (53) R (56) 中 ,使 
得 假设 变 成 了 


D, ` Di. 
一 一 一 一 一 pm crm, 
(aleja | | c | fel Bl 


la 图 2a, 
(52a) (Ey) Wola, y) > CEy)Rilts yo 
(53a) (Ey)W (x, y) —> (Ey) Riz, y)» 


D 这 一 名 话 是 可 以 理解 的 因为 如 果 把 Cr C, 考虑 为 由 分 别 使 得 公式 BCx) 及 一 
B(x) 为 真 (在 某 种 释义 下 7 的 那些 * 组 成 之 集 . 这 时 在 偏爱 的 释义 下 CG 与 Ce 
向 ,因而 Cy 的 确 是 Co 的 补 集 一 一 俄 译注 . 


. Yenenckuf) [1953]), MAREA ARARNAR (SMRT IDA 

有 下 列 性 质 : 设 Ho 与 H, AAMAR, HDC HDC 其 哥 德 尔 
数 分 别 为 me，m， 则 值 vl, n) 有 定义 但 不 属于 Ho +t 她 ,所 有 文献 上 已 
知 的 不 能 分 开 的 集合 对 同时 亦 是 不 能 能 行 分 开 的 《不 能 分 开 的 集合 对 但 不 是 不 
能 能 行 分 开 的 例子 ,最 近 才 由 慕 兹 尼克 《A. A. MyuHuk) [1956a] H). 可 
以 证 明 , 集 fCEy)Wo(x，y) SR AEW Ce y) 是 不 能 能 行 分 开 的 集合 对 
CH G2), G3) 可 知 定理 XV 中 的 形式 系统 5 内 的 可 证 公式 集 及 可 驶 公式 集 
IR. ] 一 一 俄 译注 . 
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(562) (Ey)Rılz, y&CEy)R: (x, y). 
(Fr [1950])2。 这 些 结果 可 推广 到 可 递归 枚 举 于 亚 的 集 去 ， 参 
见 $60 KE $58 EH X. 

使 得 B(x) 为 可 证 的 数 x 所 成 的 集 是 可 递归 枚 举 的 ((54), E 
Æ XIV; 又 由 (52) 及 附注 工 可 得 BCe). 

定理 XVI 如 果 定 理 XV 所 描述 的 〈 删 去 (55)) 5 是 简单 相 
FHS, 则 使 得 BCx) ES 中 不 可 证 的 那些 数 x 不 是 可 递归 枚 举 的 ， 
或 者 说 ， 没 有 一 个 一 般 递 归 谓 词 0(x+，y) 使 得 (Ey) OC, Y= 
B(x). RAS Bk [1936], ) 

证 明 ”如果 # [一 BC(x)] 是 可 递归 枚 举 的 ， 则 取 C; = 2B 
(x)] 及 Cy = 红线 BCx)], 我们 便 将 得 到 图 2 的 情况 而 Co GA 
是 可 递归 枚 举 的 。( 直 觉 主义 地 是 (x) *eC:VxsC,; 参见 $27 *51 
a.) 亦 可 如 下 证 明 , 试 注意 如 果 在 《52) 一 (56) 中 换 RHO, KUH 
TB (x) 为 “上 BE)”， 结 果 仍 是 成 立 的 ， 因 此 前 面 关 于 EBE) 
& FB) 的 证 明 便 变 成 一 个 关于 逻辑 矛盾 即 BCE) & BCF) 
MER. 《我们 用 到 关于 B(x) 的 假设 以 及 简单 相 容 性 ， 只 在 干 
推出 (Ey)Wi(x, y)—> -B(x).) 

形式 系统 的 判定 问题 (参见 $30). 对 数论 谓词 (MBO 而 言 ， 
根据 $60 论点 I，“ 能 行 地 可 判定 的 《可 计算 的 ) 意 指 ‘一 般 递 归 
AY? ,要 对 元 数学 谓词 (函数 ) 而 给 出 “能 行 地 可 判定 的 (可 计算 的 六 
的 精确 意义 ,如 果 它 是 一 特殊 的 形式 系统 5, 其 中 的 客体 可 容许 哥 
德尔 编号 的 (如 果 S 可 达到 形式 化 这 个 目的 ,这 是 必然 的 ;参见 860 

D 在 所 叙述 的 证 明 中 ， 某 些 集 的 不 能 分 开 性 被 用 以 证 明 一 系统 的 不 完备 性 (甚至 

它 的 不 可 补足 人 狂 , 参 见 第 341 页 靶 注 ). 如 果 使 用 这 些 集 的 不 能 能 行 分 开 人 性 ， 我 们 

还 可 得 到 不 能 能 行 补足 性 .在 不 能 分 开 姓 和 不 可 补足 仁 〈 不 能 能 行 分 开 人 性 与 不 

能 能 行 补足 性 7 之 间 有 这 种 明显 的 关系 不 是 偶然 的 . 郭 尔 英 哥 洛 夫 (CA. H. Kon- 

Moropos) 证 明了 ， 一 形式 体系 的 可 证 公式 集 与 可 驳 公 式 集 之 间 的 不 能 分 开 人 性 

是 该 系统 的 不 可 补足 性 的 充分 条 御 . 对 一 大 类 的 形式 体系 言 ， 可 证 公式 集 与 可 

叹 公 式 集 之 间 的 不 能 分 开 性 亦 是 不 可 补足 性 的 必要 条 件 。 对 这 一 类 形式 体 

系 言 ， 不 能 能 行 分 开 怕 是 不 能 能 行 补足 性 的 充分 与 必要 条 H (MERE 

[1953]) 一 一 俄 译注 . 


2) 由 此 可 知 使 BCx》 为 可 证 的 那些 数 x 的 集 至 少 有 一 元 素 ; 因此 便 可 应 用 定理 
XIV 了 一 一 俄 译注 . 
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_ 首 )， 我 们 便 可 要 求 相应 的 数论 谓词 《相应 的 数论 函数 ) 是 一 般 


递归 的 。 例 如 ,要 对 在 5s 内 的 可 证 性 , 即 对 谓词 一 A (这 里 A 是 元 
数学 变 元 ,以 5 的 一 切 公式 或 5 的 一 - 著 形 式 客体 为 变 值 ) 而 给 出 一 
个 “判定 过 程 ` , 便 等 于 给 出 一 个 一 般 递归 谓词 RCo) 使 得 Ra) = 
LA, CAFR $60 附注 1 的 记号 ). 〈 要 对 元 数学 谓词 (函数 ) 而 使 得 
“能 行 地 可 判定 (可 计算 》 的 意义 精确 起 来 , 另 一 方法 可 见 $70 R 
所 指示 . ) 下 面 所 说 的 可 就 关于 S 的 公式 的 判定 过 程 的 直觉 概念 而 
言 , 亦 可 就 这 个 精确 的 元 数学 定义 而 言 。B(x) 须 是 一 个 能 行 的 x 
的 元 数学 函数 〈 或 其 哥 德 尔 数 (x) 必须 是 * 的 一 般 递归 数论 庄 
数 ) 这 个 条 件 必 须 满足 ， 否 则 5 不 可 能 是 公式 B(x) 的 形式 体系 
T. 

R iS 如 定理 XV 所 描述 ( 删 去 (54) 及 (55)), 又 设 B(x) 
能 够 由 * 而 能 行 地 找 出 〈 或 者 ， 在 某 个 明 指 的 能 行 的 哥 德 尔 编号 
中 , 它 的 哥 德 尔 数 6(x) 是 * 的 一 般 递归 函数 )， 如 果 5 是 简单 相 


” 容 的 , 则 它 的 判定 问题 是 不 可 解决 的 ， 即 ,没有 一 个 判定 过 程 来 决 


定 一 个 公式 是 否 在 5 内 可 证 . 

TA ”如果 有 一 方法 可 以 能 行 地 决定 该 系统 内 任意 给 定 的 公 
式 是 否 可 证 ， 则 当 任 给 一 数 * 时 我 们 便 能 够 找 出 一 个 相应 的 公式 
B(x), 然后 应 用 到 该 公式 去 . 由 $60 论点 I, 这 便 意 指 集 # [B 
(x)] 是 一 般 递归 的 。 那 末 集 名 F-B(x)] 及 ABOT 更 则 是 
可 递归 枚 举 的 了 ,因此 我 们 便 将 有 两 个 一 般 递归 谓词 R, 及 O 使 得 
(Ey) R(x, y) = t+ B(x) (由 (54)) & (Ey) O(x, y) = EB) 
(参见 $60 末 及 附注 1), 与 本 定理 矛盾. 一 一 换 句 话说 ,如 时 有 一 

个 一 般 递 归 尺 使 得 RCo) = HA, MEN Rz, y) = R(B(x)) 及 

Olr, y) = RR(p(x)), 便 与 定理 矛盾 如 上 所 述 . 

定理 33 ”如 果 第 四 章 的 数论 形式 系统 (或 549 引 理 18b 的 罗 
宾 撑 系统 ) 是 简单 相 容 的 , 则 它 的 判定 问题 是 不 可 解决 的 ， 加 入 任 
何 公 设 而 把 该 系统 扩张 ,只 要 所 得 系统 是 简单 相 容 的 , 则 其 判定 问 
题 仍然 是 不 可 解决 的 

由 系 及 例 1 而 得 。 因 在 例 1 中 , 一 B(x) 的 一 便 是 数论 系统 的 
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7, EM XV 中 所 用 的 “简单 相 容 性 ' 与 数论 系统 中 所 定义 的 “简单 
AE’ ($28 中 ) 是 一 致 的 .〈 利 用 哥 德 尔 编号 而 作 的 “可 判定 "的 
定义 ， 可 理解 为 使 用 $50, 52 的 编号 ， 由 $52 例 2 可 知 PG) 是 
原始 递归 的 .) 

可 化 归 性 ,不 可 解决 度 。 在 判定 问题 上 所 作 的 研究 ,很 多 不 是 
直接 解决 而 是 把 一 个 判定 问题 化 归 到 别 的 判定 问题 去 ， 

把 一 个 关于 # 元 调 词 P 的 判定 问题 (或 * 元 函数 Pp 的 计算 问 
题 ) “化 归 ? 到 ! 个 函数 及 谓词 dis 5 dys Qi +++, On HBA 
v) 的 相应 问题 去 ,直觉 地 意 指 , 找 出 一 个 一 致 的 过 程 方法 使 得 , 任 
给 变 目 =” TGR x:，:…，xn， 人 们 都 可 判定 P(r, +--+, 2.) 为 真 或 
否 ( 计 算 plr tto xa) 的 值 ), 只 要 在 过 程 的 每 一 步骤 中 ,他 可 以 
知道 他 所 要 求 的 变 目 处 函数 加，…, gi, 的 值 以 及 谓词 Os …， 
0, 的 真 假 ; 简 言 之 ， 便 是 要 证 明 P 是 能 行 地 可 判定 于 (9 是 能 行 
地 可 计算 于 ) 于 的 . 

要 得 到 一 个 与 这 直觉 观念 相应 的 准确 的 数学 概念 ， 我 们 自然 
地 把 邱 吉 论 点 〈$ 60 论点 D 推广 于 具有 ! > 0 个 假定 函数 及 谓词 
区 的 情形 去 (这 将 叫做 论点 F)。 论点 工 的 明证 可 用 于 论点 六 去 ， 
论点 I* 的 逆 亦 是 成 立 的 . 

例如 ,把 一 谓词 PCa) 的 判定 问题 化 归 到 另 一 谓词 (a) 的 判 
定 问题 去 便 意 指 ， 找 出 一 谓词 Ra), -RHF O(a) HA 
PCa) = R(a), 或 简单 地 说 ,证 出 PCa) 是 一 般 递 归于 O(a) 的。 这 
可 由 我 们 的 直觉 的 化 归 概 念 及 论点 I* 而 得 ; 如 果 我 们 把 它 取 作 害 
Xs 我 们 便 要 求 论点 I* 来 断定 说 ， 所 定义 的 概念 与 我 们 关于 化 归 
的 直觉 概念 是 一 致 的 ?. 


D 注意， 可 判定 性 的 化 归 ( 即 判定 问题 的 彼此 化 归 ) 在 这 里 是 借助 于 代表 函数 而 通 
过 可 计算 性 的 化 归 《〈 即 可 计算 问题 的 彼此 化 归 ) 而 定义 的 ， 乌 斯 平 斯 基 [1955j 
引入 了 可 枚 举 性 的 化 归 一 概念 ， 可 以 证 明 用 它 可 以 表述 前 面 两 个 可 化 归 性 的 概 

念 ( 即 判 定 问题 的 化 归 及 计算 问题 的 化 归 ). 
可 计算 问题 及 可 判定 问题 都 可 以 看 作 下 问题 的 特例 ， 由 梅 维 捷 夫 do. T. 
Mensenes) (参见 第 53 页 脚注 ) 所 讨论 并 命名 的 大 量 问题 . 他 亦 引 入 关于 这 种 
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坡 斯 特 [1944] 表示 了 好 几 个 数学 的 可 化 归 性 概念 。 其 中 最 
一 般 的 , 坡 斯 特 从 杜 令 [1939] 而 引用 过 来 的 ， 便 等 价 于 我 们 从 论 
点 1* 而 得 的 概念 。 如 果 PCa) 的 判定 问题 可 化 归于 Ola) 的 判定 
问题 ， 并 且 是 不 可 解决 的 ， 坡 斯 特 便 说 , P(a) 的 不 可 解决 度 等 于 
或 小 于 0a) 的 , 看 OCe) 的 判定 问题 能 不 能 化 归 到 Pla) 的 而 
CSM 53)3。 不 可 解决 度 至 少 是 可 以 偏 序 的 (参见 58). 在 下 
形 的 谓词 的 判定 问题 中 , (Ey) RCa, x), Œ) (Ey)R (a, x, 
y)» (Ex)(y)(E2)R (a, x3 ys z), >+, MR 为 递 姑 的 ， ( 参 
JL $57 定理 V 第 二 部 分 (b)), 分 别 以 谓词 (Ex)T, (a, a, x),-Cx) 
(By)T Xa, a, x, Y)» (Ex)(y)(Er)T (a, a, x, y，#)， RAR 
高 度 的 不 可 解决 度 , 这 今后 可 以 证 明 ($65 例 2; 如 果 意 思 只 是 说 ， 
具有 递归 的 尺 的 每 一 形式 的 谓词 都 是 分 别 地 递 芭 于 那些 非 递 蚊 谓 
词 的 , 则 这 亦 直 觉 主义 地 成 立 ， 因 为 这 点 是 直接 证 明了 的 ), .古典 
地 说 ,从 第 一 个 以 后 ,这 些 谓词 的 判定 问题 都 比 前 面 一 个 的 判定 间 
题 具 有 更 高 度 的 不 可 解决 性 《 仍 由 $58 定理 XI 系 )， 而 $57 定理 
VII 中 的 谓词 MCa, k) 却 又 具有 更 高 度 的 不 可 解决 性 (由 $58 定 
理 X 系 (b) 及 定理 VII 的 证 明 )。 若 把 T。 代 以 TY, RILAN 
比 它 更 高 度 的 不 可 解决 性 (由 $58 末 定 理 XI* 及 $65 例 2, 1>0), 
KEH (Davis) [1950] 搞 要》 探讨 这 些 不 可 解决 度 ;< 坡 斯 特 


D 后 来 克 林 与 坡 斯 特 【1954] 把 这 定义 推广 到 PCa) 的 判定 问题 是 可 解决 的 情形 
去 ? 即 当 PCa) 为 一 般 递 归 谓词 的 情形 ， 亚 然 , 一 般 递归 谓词 的 不 可 解决 度 是 所 
有 不 可 解决 度 中 最 小 者 ; 它 可 记 为 0 一 一 俄 译注 . 

2) 克 林 与 坡 斯 特 [1954] 证 明了 ,不 可 解决 度 组 成 上 半 格 子 而 非 格子 (参见 人 科 夫 
[1948])。 上 半 格 子 是 指 一 仿 序 集 其 中 任 两 元 素 都 有 一 个 最 小 上 界 一 一 俄 译 
注 . 


问题 的 可 化 归 性 的 概念 ， 而 且 证 明了 ， 由 一 个 大 量 问 题 ( 梅 氏 赛 义 下 ) 到 另 一 个 
大 量 问题 的 可 化 归 人 性 问题 本 身 亦 是 一 个 大 量 问题 〈 梅 氏 态 义 下 ). ”每 一 个 大 量 
间 题 《 梅 氏 意 义 下 ) 都 对 应 于 一 个 困难 度 . 困难 度 可 以 用 很 自然 的 方式 而 编 序 
( 则 题 A 的 困难 度 小 于 或 等 于 问题 B 的 困难 度 , 如 果 A 可 化 妇 于 B) 并 组 成 了 一 
个 格 了 于 甚至 于 组 成 布 劳 维 《Brouwer) 逻辑 (关于 用 语 参见 卜 科 失 ( Birkhoff) 
[1948].) . H 

关于 各 种 可 化 归 概 念 参见 乌 斯 平 斯 基 [1956] ( 搞 要) 一 一 俄 译注 . 
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[1944] 提出 下 问题 ,未 有 解答 ;有 没有 比 (Ex) Tas a, x)? 的 判 
定 问题 具有 更 低 的 不 可 解决 度 的 . 
例 3 试 把 简单 相 容 性 换 以 $60 例 1 (或 例 2) 的 更 强 的 相 容 
性 而 重新 叙述 定理 33. 这 个 弱 形 的 定理 33 可 由 $60 例 1( 或 例 Z) 
而 证 明 ， 只 须 取 那 里 的 RC, y)H=T, (x, x, y) 并 用 $ 60 定理 
XI 便 可 。 根 据 上 引 $65 例 2 的 结果 , 由 这 证 明 可 得 , 在 加 强 的 由 
容 性 假设 下 ,第 四 章 的 形式 系统 (或 引 理 18b AP RR) IN 
定 问题 都 是 在 1 量词 谓词 的 判定 问题 中 具有 最 高 度 的 不 可 解决 性 
的 ,对 任何 的 扩张 系统 言 , 只 要 该 系统 对 R(x,y) (或 对 别 的 数字 地 
表示 R(2,y)(=Tı(2, x，y)) 的 RC(x, y)) 言 是 具有 该 相 容 性 的 ,也 
有 同样 的 结论 . 对 第 四 章 的 系统 (或 罗宾逊 系 统 ) 言 ， 我 们 可 
由 所 给 的 定理 33 的 证 明 (对 加 强 相 容 性 假设 中 所 用 的 R(x; y) 及 
R(x, y) 改作 别 的 选择 ) 而 作证 明 如 下 。 设 把 Ti((x)2， Œy) 
当 作 R, 依 (6) 而 选 1, 再 对 任何 使 得 (x) O) R Cx, y) RTE 
JAR RK (7) 而 选 g。 则 (Ey)Tıla, x, y) = (Ey)wi(28 + 313 5°, 
y). RER (Ey)Tıla x, y) 的 判定 问题 化 归 到 《By) Wo (x5 y) 
的 去 了 .因此 这 系统 的 判定 问题 是 在 1 量词 谓词 中 具有 最 高 度 的 
不 可 解决 性 的 ,如果 在 该 系统 中 (52 ) 的 逆 对 例 1 的 B(x) 是 成 立 
的 话 (由 $79 定理 53 (c) 可 知 这 对 罗宾逊 系统 是 成 立 的 ). (B(x) 
具有 3yR (x, y) 形 ， 这 里 R(x, y) 数字 地 表示 W(x, y) 由 $41 
(C) 及 (E) TA.) | N 
”当时 是 未 明 指 的 函数 及 谓词 时 ， 我 们 亦 可 以 讨论 把 的 判定 
问题 (gq 的 计算 问题 ) 化 归 到 加 的 相应 问题 ,其 意 为 得 到 一 个 过 程 
就 下 及 ro too ax 而 言 是 一 致 的 ; 或 简单 地 ， 是 证 明 P 了 是 一 致 地 
可 由 更 而 能 行 地 判定 (q 可 由 更 而 能 行 地 计算 ) 的 . 这 时 在 论点 I* 
及 其 逆 的 前 提 与 结论 中 都 需 加 入 “一 致 地 ”三 字 . 
D 这 个 问题 的 解答 见 上 引 克 林 与 坡 斯 特 [1954]， 其 中 证 明了 ， 甚 至 有 无 穷 多 个 不 
可 解决 度 均 比 谓词 (Ex)7 (a, a, x) 的 不 可 解决 度 为 小 . BEDS Fe > 
-有 没有 一 个 不 可 解决 度 ( 当 然 掉 非 0 的 ), 小 于 谓词 CExX)T Ca ay x) 的 不 可 解 
决 度 但 仍 属于 (Er) R (a, x) 形 的 谓词 的 ， 这 里 尺 是 一 般 递归 谓词 。 这 便 是 


所 谓 可 化 归 人 性 问题 ， 最 近 由 幕 效 尼 克 [1956*] 解决 了 , 他 指出 满足 上 述 条 件 的 
不 可 解决 度 的 确 是 存在 的 一 一 俄 译注 . 
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SUMMIT 


第 十 二 章 ”部 分 递归 函数 


§ 62. BE it A 


本 章 及 下 章 主要 目的 之 一 是 对 印 吉 论 点 〈$60 论点 了 给 以 明 
IE. 

因为 我 们 关于 一 函数 的 能 行 地 可 计算 性 〈 或 一 谓词 的 能 行 地 
可 判定 性 ) 的 原来 观念 是 颇 为 含混 的 直觉 观念 ,所 以 这 个 论点 是 不 
能 证 明 的 . 

但 这 个 直觉 观念 却 是 实在 的 ， 因 为 ， 它 保证 了 好 多 特殊 的 阔 
数 的 能 行 地 可 计算 性 (5 30)， 另 一 方面 它 亦 使 我 们 认 出 ， 对 于 其 
它 好 些 函数 的 现 有 知识 不 足以 使 这 些 函 数 被 认为 是 能 行 地 可 计算 
作为 后 一 情形 的 例子 , 试 设 R(x, y) 为 能 行 地 可 判定 谓词 ,并 
考虑 用 下 法 所 古典 地 定义 的 函数 eyRC, y) ( 哥 德 尔 [1931])， 
E R(x, y) 成 立 的 最 小 的 Rs 7) 时 ; 
0， 此 外 情形 时 ， 
这 定义 4 本身) 不 足以 供给 一 个 计算 过 程 . 任 给 *， 我 们 可 以 继续 
地 探讨 命题 R(x,0), R(x, 1), R(x, 2),"… 并 看 看 那 一 个 是 成 立 
的 ,要 多 久 便 多 久 ; 原则 上 我 们 可 以 完成 前 ” 项 的 检查 ,不管 二 是 
多 么 大 的 有 限 数 。 如 果 所 给 的 * 使 得 (E7)R(z，》)， 则 当 追 得 够 
长 久 时 ,我 们 便 会 遇 到 使 R, y) 成 立 的 第 一 个 y, 而 这 个 y 便 是 
函数 syR(x, y) 的 值 。 但 如 果 * 是 使 得 ( Ey)R(x,y) 的 ,我 们 绝 
不 能 由 于 坚持 追查 而 知道 这 事 ， 这 法 是 永远 不 能 成 功 的 . 在 古典 
定义 中 所 要 求 的 ， 即 对 所 有 N 个 命题 都 做 检查 ,对 计算 员 ( 人 类 ) 
说 来 ,是 永远 不 可 能 完成 的 . 

对 Rx, y) 的 某 些 选择 ,函数 syR(z* y) 却 是 能 行 地 可 计算 
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的 ,但 不 是 “直接 地 ”根据 其 定义 而 得 ,而 是 由 于 有 其 它 的 过 程 可 以 
确定 其 值 , 与 定义 本 身 所 暗示 的 不 同 , 后 面 这 个 过 程 却 是 能 行 的 . 
例如 , 当 R(x, NER) + (ly), = (x); 时 ,这样 的 一 个 过 
程 是 熟知 的 (参见 $30 例 2). 

函数 eyR(x, y) 是 能 行 地 可 计算 的 当 且 仅 当 谓词 (Ey) R(x， 
y) 是 能 行 地 可 判定 时 . 因为, 如果 (EVR, y) 是 能 行 地 可 判定 
的 , 则 给 出 * 而 要 计算 syR(x,y) 时 ,我 们 可 先 判 定 (Ey)R(x,y) 
的 真 假 , 按 其 解答 或 取 使 得 RG, y) 成 立 的 最 小 的 y, 或 取 0, 以 为 
其 值 。 反 之 ,如 果 syR(x,y) 是 能 行 地 可 计算 的 , 则 给 出 * 而 要 判 

_ 定 《Ey)RC(z，y) 的 真 假 ， 可 先 计算 eyR(x，y)， 再 确定 R(x， 
syR(x, IPAR. 

直觉 主义 者 认为 ， 下 列 的 信仰 是 不 能 得 到 辩解 的 ， 恒 可 决定 
对 一 个 给 定 的 谓词 Py) 而 言 ,到 底 (By)P(y) 为 真 或 假 ， 这 便 是 他 
. 们 所 以 不 接受 排 中 律 4 或 非 4( 照 他 们 的 关于 “或 ” 字 的 意义 ,813) 
WRK. WE PCy) 换 为 R(x,y), 他 们 的 论证 便 是 ,我 们 没有 理 
由 假设 ,对 任何 R 言 ， 谓 词 (Ey)R(x，y) 都 是 能 行 地 可 判定 的 ; 

由 于 序 吉 论点 对 “一 切 能 行 地 可 计算 函数 ” 作 了 一 个 明确 的 规 
E, 它 便 使 得 有 可 能 证 明 , 就 一 些 谓词 R(x, y), 例如 Tie, r, Y) 
而 言 ($ 60 定理 [I), 没 有 一 致 的 方法 来 解决 (By)R(x,y) 这 个 问题 ， 
因此 , 布 劳 维 的 论证 ( 即 希 尔 柏 特 相信 一 切 数学 问题 都 可 解决 这 事 
' 是 未 证 明 的 ) 现 在 可 以 加 强 而 成 为 驳斥 它 了 ,如 果 可 解决 性 是 指 ~- 
致 地 可 解决 8 HEBE 论点 被 接受 的 话 。 印 吉 论 点 与 直觉 主义 的 
关系 将 在 后 讨论 ($ 82). 

“ 直 党 主义 者 并 没有 把 上 述 的 关于 syR(x, y) 的 定义 作为 真正 
定义 了 一 个 函数 ， 因 为 它 的 能 行 地 可 计算 性 并 未 证 明 。 但 直觉 主 
义 地 ,可 把 我 们 关于 eyR(x,y) 的 讨论 施 于 下 列 谓词 的 讨论 

{R(x, w)&(lz) au R(x, z)}V{CEY R(x, yaw = 0}, . 
古典 地 说 ,这 个 谓词 , 设 名 之 为 “P(x, w)”, 是 syR(x,y) 的 代表 调 


1) 指 判 定 过 程 一 一 俄 译注 
.0352。 


2. 但 直觉 主义 地 说 来 , 我 们 却 不 能 证 明 )CElw)P(x,w), B 
不 能 证 明 P(x, zw) 是 一 函数 的 代表 谓词 (参见 $ 41; (x)[(Ew)P(x， 
w) = (E!w)P(x, w)], BY *174b, *171), 
因为 印 吉 论点 的 作用 在 于 把 向 来 含混 地 理解 的 总 体 加 以 明确 
规定 , 所 以 我 们 对 该 论点 是 不 能 证 明 的 ， 但 我 们 却 要 求 一 些 明证 ， 
指出 每 一 个 特殊 函数 ， 凡 是 被 我 们 的 直觉 观念 认为 是 能 行 地 可 计 
算 的 ， 都 是 一 般 递 归 的 .这 论点 本 来 可 以 看 作 是 关于 能 行 地 可 计 
算 性 这 个 直觉 观念 的 假设 , 亦 可 看 作 能 行 地 可 计算 性 的 数学 定义 ; 
如 用 后 一 看 法 ,我 们 要 求 有 些 明 证 以 指出 ,根据 这 定义 所 发 展 的 理 
论 具有 原来 所 希望 的 意义 。 : 
吉 论 点 之 逆 , 即 每 个 一 般 递归 函数 9 都 是 能 行 地 可 计算 的 ， 

我 们 认为 已 被 直觉 观念 所 确认 了 (参见 860)。 在 这 里 ,我 们 应 用 定 

下 递归 地 定义 p, 它 说 , 任 给 rtt r 总 有 一 个 由 EE NY 
程 f(x;,……，, x,) = x 的 推演 ， 而 这 方程 便 表示 : Plr- x) 
的 值 为 x*( 或 者 ， 如 果 我 们 把 计算 过 程 建 基 于 定理 IX(30)， 我们 
便 用 (29); 如 果 建 基于 定理 IX 系 ,我 们 便 用 (1)). 在 作出 一 个 结 
论说 我 们 有 一 个 能 行 的 计算 过 程 时 ， 出 现 于 中 递归 地 定义 PX 
个 定义 中 的 (或 在 (29) 中 或 在 (1) 中 ) 存在 量词 必须 作 可 构造 性 的 
理解 ($ 13); 同 样 , 在 ‘gp 是 一 般 递 归 的 这 个 定义 中 的 存在 量词 亦 
然 ,这 定义 说 ,有 一 个 EE 递归 地 定义 p (或 在 定理 IX 中 说 , 可 找 一 
个 哥 德 尔 数 。; 或 者 定理 IX 系 中 说 ,可 对 (1) 一 (VI) 作 一 个 有 限 次 
的 应 用 ). : 

换 名 话说， 如 果 已 经 证 明 一 函数 为 一 般 递 归 ， 必 须 该 证 . 明 * 
(demonstration) 为 能 行 的 证 明 , 我 们 才能 够 说 ， 该 国 数 是 能 行 地 可 
计算 的 (参见 序 吉 [1936 脚注 10]). 

我 们 现在 把 关于 印 吉 论 点 (及 $ 61 未 论点 r) 的 明证 综 结 为 三 
项 (A) 一 (C), 此 外 还 有 项 (D), 它 可 包括 于 (A) 之 内 。 这 些 明 证 
中 有 些 将 在 今后 章节 中 更 详细 地 给 出 ， 

(A) 由 利 的 〈heuristic) 证 明 ， 

(Al) 就 已 探究 过 的 来 说 ,每 个 特殊 的 能 行 地 可 计算 函数 , 议 
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及 每 个 由 一 些 函 数 而 定义 别 的 函数 的 运算 ,都 证 明 是 一 般 递 归 的 ， 
一 大 批 的 能 行 地 可 计算 函数 ,各 种 能 行 地 可 计算 函数 集 , 以 及 各 种 
由 一 些 函数 而 定义 别 的 函数 的 运算 ， 特 意 挑选 以 穷尽 各 种 已 知 类 
型 的 ， 都 已 经 探究 过 了 . l 

(A2) 用 以 证 明 好 些 能 行 地 可 计算 函数 是 一 般 递 归 函 数 的 方 
法 ,已 经 发 展 到 这 样 的 地 步 ,使 得 几乎 没有 疑问 地 否定 了 下 列 的 可 
能 性 , 即 能 够 写 出 一 个 能 行 过 程 以 决定 一 函数 的 值 , 但 却 不 能 用 上 
述 各 方法 把 它 变 成 该 函数 的 一 般 递 归 定 义 。 

(43) 有 好 些 方法 可 以 期 望 得 出 一 般 递 归 函 数 类 以 外 的 函数 
的 ,但 一 经 探究 都 表明 了 ,或 者 这 方法 并 未 超出 一 般 递 归 函 数 的 范 
Fl ,或 则 该 新 函数 不 能 当 作 是 能 行 地 可 定义 的 , 即 它 的 定义 并 没有 
给 出 能 行 计算 过 程 。 在 特例 ， 如 康 托 的 对 角 方 法 便 属 于 后 者 ， ( 属 
于 前者 的 例子 见于 $ 65 例 1.) 

(B) 各 种 表述 的 等 价 性 . 

(B1) 对 能 行 地 可 计算 函数 集 可 有 好 几 种 的 刻 划 ,都 具有 同样 
的 由 利 的 特性 (A)。 但 它们 都 和 一 般 递 归 性 相等 价 ; 即 它们 所 找 
述 的 函数 集 都 是 一 样 的 。 

的 确 ， 独 立地 而 且 几 乎 同时 地 出 现 了 三 个 观念 ， 即 一 般 递 归 
性 , à 可 定义 性 (由 邱 吉 [1933] 及 克 林 [1935] 相继 完成 ;参见 邱 吉 
[1941]) 及 可 计算 性 ( 杜 令 [1936 一 7] , 坡 斯 特 [1936])。 2 可 定义 
函数 和 一 般 递 归 函 数 的 等 价 性 由 苑 吉 [1936] 及 克 林 [1936a] 所 证 
FAC RS WL BE [1936] 注 16 M57 RERE). 可 计算 函数 与 
4 可 定义 函数 (因而 与 一 般 递 归 尖 数 ) 的 等 价 性 由 杜 令 58937] 所 证 
AA. 

由 哥 德 尔 [1936] 所 描述 的 (很 简短 地 ) 在 一 形式 系统 S 内 可 
MBAR ($ 59) 的 观念 是 第 四 个 与 一 般 递 归 函 数 相等 价 的 观念 
RES, 是 简单 相 容 的 《如 罗 软 在 一 文摘 [19368] 中 所 指出 
的 ). 

PE E E A A Ae 
统 或 正规 系统 .就 它 的 叙述 而 言 , 它 只 直接 给 出 可 递归 枚 举人 性 ,但 
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正如 $ 60 Bl 6 所 说 的 ,从 此 便 可 以 得 出 一 般 递 归 性 了 "”. 

几 个 非常 不 同 的 观念 都 引 到 同一 的 函数 集 ， 这 事实 便 是 一 个 
极 坚 强 的 证 据 , 指 明 这 一 集 是 非常 根本 的 。 

(B2) 不 大 重要 但 也 值得 一 提 的 是 ,各 主要 观念 的 几 种 表述 式 
都 是 等 价 的 , 亦 即 这 些 观 念 具 有 一 种 稳定 性 ”. 

例如 ， 对 一 般 递 归 性 而 言 ， 其 形式 体系 可 以 有 好 几 种 选择 
($55). 我 们 还 可 以 给 出 一 种 表述 (w- 递 归 性 ), 不 建 基于 任何 形 
式 体系 而 只 用 模式 (1) 一 (VI) ($57 EHI K$ 58 定理 IX 系 ), 或 
ARRI (IV) VD 而 以 * 十 ?xz .7 及 5 一 1 当 x yht, 
一 0 当 x 关 ?时 ) 作 为 开始 函数 ( 克 林 [1936b])。《 又 参见 J. 罗 
宾 孙 [1950].) 

4 可 定义 性 观念 亦 有 两 变形 1-K 可 定义 性 (由 罗 歌 所 研究 ， 
参见 克 林 [1936a] 脚注 12) 及 1-5 可 定义 性 ( 印 吉 [1935])。 又 有 
一 个 平行 的 发 展 ,由 桑 芬 克 尔 (Schönfinkel) [1924] RE (Curry) 
[1929, 1930, 1932] 开始 而 由 罗 吹 《[1935，1942a*]) 《又 参见 
寇 时 [1948 一 9]) 所 继续 ,从 而 引出 一 个 组 合 可 定义 性 的 观念 , 罗 歌 
证 明 它 与 1 可 定义 性 相等 价 。 

可 机 算 性 的 定义 在 细节 上 亦 可 有 变异 , 见 后 (第 十 三 草 )。 

哥 德 尔 使 用 越 来 越 高 型 的 变 元 (参见 12) 因 而 得 出 一 系列 的 
系统 阶梯 SiG 一 1, 2, 3,……), 哥 德尔 [1936] 中 的 S: 是 该 阶梯 的 
第 一 个 。 哥 德尔 指出 ?:“ 还 可 以 证 明 , 在 系统 5; 之 一 中 , 甚至 于 在 
超 穷 级 的 系统 中 可 表象 的 函数 ,都 已 经 在 5, 中 可 表象 ,因此 “可 表 
RAY 这 个 概念 在 某 种 意义 上 说 是 “绝对 的 ” ,而 几乎 所 有 一 切 已 知 
的 数学 概念 (例如 ,可 证 性 ,可 定义 性 等 ) 都 非常 本 质地 依赖 于 它们 
所 根据 的 系统 ”"。 这 一 种 函数 不 多 不 少 地 亦 是 可 表象 于 我 们 第 四 
章 的 数论 系统 内 或 表象 于 $ 49 引 理 18b 所 描述 的 罗 宾 孙 系统 之 内 


D 马尔 科 夫 [1950?1951;1954] 作 为 算法 概念 的 精确 化 而 建立 的 规范 算法 概念 ， 它 
本 身 同 时 又 引 到 了 能 行 地 可 计算 函数 这 概念 的 精确 化 。 如 捷 持 洛 OCB. K. 


Dernosc) [1953] 所 指出 的 ， 这 个 精确 化 亦 等 价 于 一 般 递归 函数 的 概念 一 一 俄 
译注 
2) 见 在 文献 〈 哥 德尔 [1936]) 中 提 到 的 那个 附注 一 一 俄 译注 . 
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的 (由 $59 定理 32 以 下 事实 : 在 哥 德 尔 的 9 内 可 表象 性 是 等 价 于 
一 般 递归 性 的 )。 在 这 些 系统 内 可 表象 性 彼此 之 间 的 等 价 性 是 须 
假设 哥 德 尔 的 系统 以 及 我 们 第 四 章 的 系统 是 简单 相 容 的 。 〈 罗 宾 
孙 系 统 的 简单 相 容 性 将 见于 $ 79 定理 53(a). ) 具有 同样 的 可 表象 
公式 集 的 还 有 两 个 系统 , 即 (Z9) E (Zu), 由 希 尔 柏 特 - 伯 尔 奈 斯 
[1939] 附 录 I 所 给 出 ;这 两 者 都 是 & 递归 性 的 形式 体系 (Zw) 还 
用 到 范式 )。( 莫 斯 托 夫 斯 基 [1947] 表述 $ 57 定理 V 时 ,是 建 基于 
在 系统 S 内 一 谓词 P 的 可 解决 性 ($ 59) 这 个 观念 的 , S 只 受制 于 
很 广泛 的 条 件 ,根据 下 面 的 (D1) 及 论点 I, 我 们 将 看 见 , 在 一 个 具 
有 能 行规 则 的 系统 S 内 ,只 有 一 般 递 归 函 数 才 是 可 表象 的 ;但 莫 斯 
托 夫 斯 基 还 讨论 到 形 随 系统 的 非 构造 性 的 推广 《就 我 们 的 意义 言 
ana) ) 
(C) 杜 令 的 计算 机 器 概念 ， 

” 杜 令 的 可 机 算 函 数 ([1936 一 7]) 是 那些 可 用 机 器 计算 的 函数 ， 
照 他 的 分 析 ,该 机 器 是 用 以 重新 作出 计算 员 所 能 实行 的 一 切 运算 ， 
依照 预先 指定 的 指令 而 动作 。 因 此 ， 杜 令 的 观念 是 直接 企图 数学 
地 表述 能 行 地 可 计算 性 观念 的 结果 ， 其 它 的 观念 则 是 从 不 同 的 地 
方 出 发 的 ， 只 是 后 来 才 和 人 能 行 地 可 计算 性 等 同 起 来 的 。 因 此 杜 令 
的 表述 便 是 序 吉 论点 的 一 个 独立 的 叙述 (但 用 等 价 的 话 ). 和 
[19361 也 给 出 类 似 的 表述 ?. 

ECA) (尤其 (A1)) 处 所 提 到 的 著作 原来 并 非 全 为 一 般 递 归 性 

或 者 一 般 递 归 性 所 包含 的 特殊 递归 性 观念 (§ 55) 而 作 的 ,它们 大 

多 数 是 为 4 可 定义 性 ( 克 林 [1935]) 或 可 机 算 性 ( 杜 令 [1936 一 7]) 

而 作 的 。 但 根据 (B), 在 研究 各 种 不 同 观 念 时 所 收 荫 的 由 利 的 明 

证 以 及 其 它 朋 证 都 可 以 适用 于 其 中 任何 一 种 观念 。 在 (A1) 中 所 
收 京 的 用 以 证 明 一 般 递 归 性 的 方法 都 可 以 用 于 (A2). 

.《A2) 所 说 的 情形 在 本 章 内 将 就 部 分 递归 函数 理论 而 叙述 


1) 郭 尔 莫 哥 洛 夫 ([1953] 搞 要 ) 建 议 把 算法 概念 加 以 精确 化 ， 以 直接 映 象 我 们 关于 


算术 的 直觉 上 的 表象 ， 借 助 于 郭 尔 莫 哥 洛 夫 算法 以 计算 的 函数 集 ， 亦 和 一 般 弟 
归 函 数 集 相同 ,这 又 给 出 邱 吉 论 点 的 另 一 变型 一 一 俄 译注 . 
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《参见 $ 66). 我们 将 在 下 章 讨论 可 机 算 性 ,并 在 $ 68，$ 69 证 明了 
可 机 算 性 与 一 般 递归 性 是 等 价 的 (参见 (B1)), 并 述 及 可 机 算 性 各 
种 表述 的 等 价 性 (参见 (B2)) ,并 在 $ 70 对 (C) 给 以 明证 . 

(D) 符号 逻辑 与 符号 算法 。 

序 吉 [1936]( 本 质 上 ) 给 出 下 列 的 论证 ,指出 “有 两 个 很 自然 地 
瞳 示 到 的 方法 ， 但 它们 也 不 可 能 得 到 比 上 面 所 提议 的 更 为 一 般 的 : 
能 行 地 可 计算 性 的 定义 ”( 页 358). 

(D1) 设 我 们 处 理 一 函数 p(x) 及 一 形式 体系 ， 它们 具有 下 列 
性 质 。 公 理 集 是 有 限 的 或 (如 果 无 穷 ) 可 能 行 枚 举 的， 推论 规则 集 . 
亦 然 ; 每 个 推论 规则 都 是 能 行 地 可 施行 的 运算 . 我 们 能 行 地 可 认 
出 下 列 的 公式 P(r, w): 它 给 出 变 目 为 x* 时 FP 的 值 ww, 并 由 它 可 以 
能 行 地 读 出 这 一 数 w。 这 样 的 公式 P(x, w) ( 它 对 9 给 以 正确 的 
值 也 只 给 以 正确 的 值 ) 在 系统 内 是 可 以 证 明 的 , 即 9 是 ‘可 表象 的 
$ 59《 不 过 这 里 我 们 并 不 坚持 , P(x, w) MAK P(x, wx, wit 
以 x, w 而 得 )， 如 果 容 许 下 列 的 释义 , 即 由 刚才 所 提 到 的 元 数学 
函数 及 谓词 的 能 行 性 , 便 可 推 得 在 适当 的 哥 德 尔 编号 下 ,其 相应 的 
数论 函数 及 谓词 是 一 般 递 妆 的 , 那 末 $ 便 是 二 般 递 归 的 .因为 , 根 
据 $ 58 定理 IX 的 证 明 或 $ 59%(c)， 有 某 些 一 般 递 归 由 及 尺 使 得 ， 
(s)(Ey)R(x,y) R plr) 一 (pyR(x,y));- 故 可 应 用 3 57 定理 
II, . i 
(D2) 试 考虑 当 计算 一 函数 p(x) 的 值 时 其 符号 算法 ,这 是 指 . 
一 种 方法 ,根据 它 , ER: 都 可 以 得 到 一 有 限 的 表达 式 序列 E。， 
Ensto Ens ÆRET), 且 具 有 下 列 的 形状 ， 给 出 z 后 ,可 以 
能 行 地 找 出 第 一 个 表达 式 En, 给 出 * 及 表达 式 Ei(i <j) JA, T 
以 能 行 地 认 出 这 算法 是 否 终止 〈 即 是 否 j= r,), 如 征 , 则 plr) 
之 值 可 以 能 行 地 找 出 ; 如 不 是 , 则 下 一 表达 式 En MAET 
找 出 .如 果 所 述 的 能 行 函数 及 谓词 在 某 种 哥 德 尔 编号 之 下 变 成 一 
REN, 则 9 又 是 一 般 递归 的 。 因 为 我 们 可 用 在 〈D1) 处 的 推 
理 ,而 把 (x, Ew) 当 作 公 理 ,而 由 (x, Erost, En) B] Cx, Ewet 
Ex En) 的 运算 当 作 推理 规则 . 
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简 言 之 , (D1) 及 (D2) 表 明了 ,如 果 在 一 形式 系统 或 符号 算法 
中 用 以 定义 一 函数 的 各 个 运算 或 规则 是 一 般 递 归 的 ， 则 全 体 亦 是 
一 般 递归 的 。 因 此 我 们 可 把 (D1) 及 (D2) 作 为 (A1) 项 下 的 定义 方 
法 或 定义 运算 的 一 个 特例 . 

注意 ,(D1) 与 (D2) 中 用 到 具有 特殊 结构 的 形式 体系 或 符号 算 
法 ,例如 ,我 们 所 已 知 的 特殊 形式 系统 和 算法 .在 别处 ($ 30,5 60, 
$61) 我 们 把 算法 用 得 更 广义 一 些 , 指 任何 计算 (或 判定 ) 过 程 ;在 论 
AUSSER XII ($ 60) 处 , 我 们 亦 同样 地 把 形式 系统 这 观念 加 以 
推广 。 我 们 在 讨论 印 吉 论点 的 明证 时 , 把 特殊 形状 的 算法 和 形式 
系统 作为 例子 ,然后 在 讨论 更 广义 的 算法 和 形式 系统 时 ,我 们 又 使 
用 这 论点 (如 在 $ 60, $ 61 那样 ), 这 事 当然 并 没有 什么 恶性 循环 | 

如 果 我 们 只 讨论 满足 论点 I (a 十 1 METH) 的 各 系统 , M 
可 表象 于 各 种 形式 系统 内 的 (n 元 ) 函数 (不 同 函数 可 表象 于 不 同 
的 系统 内 ) 便 都 是 一 般 递 归 的 ,因此 各 函数 便 都 可 表象 于 同一 系统 
内 (例如 ,在 (B2) 所 举 的 各 系统 中 任 一 系统 之 内 )。 


§ 63. 部 分 递归 函数 


MS 62 起 首 处 一 样 ， 设 RC, y) 为 能 行 地 可 判定 的 谓词 . > 
考虑 下 过 程 ,给 定 了 x, 继 续 地 对 每 个 命题 R(x, 0),R(x,1), R(xr's: 
2), … 判定 其 真 假 \ 直 到 有 一 个 为 真 , 把 这 时 R(x, y) 的 第 二 个 变 
目 取出 来 ， 当 且 仅 当 (Ey)R(x,y) 时 ,用 这 过 程 可 在 有 限 步骤 内 
把 一 自然 数 y 找 出 。 因 此 这 过 程 可 以 看 作 是 计算 * 的 数学 函数 的 
一 个 算法 ,该 函数 是 定义 于 自然 数 子 集 4(Ey)R(x,y) 之 上 的 ,所 
计算 的 函数 是 “使 得 RG, YR)” , 用 符号 表示 便 是 : 
‘wyR(z,y). 

很 可 能 ,无 法 把 这 函数 yR, y 的 定义 扩张 ,推广 到 一 切 自 
然 数 ， 使 得 仍 有 算法 来 计算 这 个 完全 有 定义 的 数论 函数 。 在 $ .62 
处 我 们 已 指出 , 其 中 一 个 扩张 , syR(x, y)， 是 能 行 地 可 计算 的 当 
BRS CEy)R x, y) 是 能 行 地 可 判定 的 ;而 该 方法 并 指出 了 ， 除 
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非 (Ey)R(x,y) 是 能 行 地 可 判定 的 ,否则 把 wy R(x, 7) 对 全 体 自然 
数 所 作 的 任何 扩张 ,都 不 是 能 行 地 可 计算 的 . 

这 可 用 一 般 递归 函数 理论 的 用 语 而 叙述 . 序 吉 [1936] 把 定义 
于 自然 数 > 矢 集 的 子 集 上 的 一 个 函数 plr r) 叫做 潜伏 递 
归 的 , 如 果 有 一 个 一 般 递 归 函 数 p Crta x。) 使 得 ， 对 于 凡 使 
plz) 有 定义 的 了 Rn sa RA 

Plz" tts £n) = Plkis' Xn). 
如 果 RGxz。7) 是 一 般 递归 的 , 则 pyR(x,y) 是 潜伏 递归 的 当 且 仅 当 
(Ey)R(x,y》) 是 一 般 递 归 的 .因为 ， 
(59) eyR(x, y) = uw[R(x, w) V{CEY R(x, yaw = 0}]; 
故 由 $45#D R 557 定理 TAT, OR (Ey Rx, E-BAY, 
则 eyR(x, YEE wyR(x,. y) N-BNP EK p'(x)。 反 之 ,如 
R pyR(x,y) 是 潜伏 递归 而 以 p'(x) 作为 一 般 递归 扩张 , 则 (ZEy) 
R(x, y)=R(x, p'(x)), K (EY) R(x, y) 便 是 一 般 递 归 的 . 

例 1 故 由 $ 57 EH VCS), py7T,《(x,x,y) 不 是 潜伏 递 妇 的 
《 克 林 [1938, 1943*]), MI evTi(z, r, y) 不 是 一 般 递 归 的 《 克 林 
[1936]). 

当 计算 函数 中 时 ,对 一 给 定 的 x, 该 算法 所 以 不 能 给 出 一 数 以 
作为 p(x) 之 值 ,可 能 由 于 不 停止 (因此 ,不 论 已 经 运算 了 多 少 步 
号 ,算法 的 规则 恒 要 求 再 作 下 一 步骤 ); 它 亦 可 能 虽 停 止 而 不 给 出 
一 数 作为 9 之 值 。 我们 可 把 算法 修正 ， 使 凡 对 一 个 * 该 算法 停止 
而 不 给 出 一 数 作为 值 时 ， 新 算法 便 给 出 0 作为 值 ， 这 新 算法 便 计 
算 了 9 的 一 个 扩张 函数 p 它 恰巧 在 原 算法 (及 新 算法 ) 停 止 时 有 
定义 . 

例 1( 续 ) 因此 任 一 算法 , 只 要 它 对 于 每 一 个 使 (Ey)T,(x， 
x，》) 成 立 的 * 都 给 出 wT s(x, x,y EHR, 则 这 算法 必 不 能 对 
每 一 个 * 都 停止 (用 $ 60 论点 了. 

如 果 有 一 算法 来 判定 ， 给 出 * 后 ， 由 某 一 算法 所 计算 的 函数 
p(x) 在 * 处 有 定义 与 否 ， ae 出 一 新 算 东 ,以 计算 
9 (x) ,后 者 是 把 p(x) 扩 张 到 全 体 自然 数 后 所 得 的 。( 又 参见 $ 64 
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例 5.) 

FICK) 因此 , 不 可 能 有 算法 来 判定 , 给 出 * 后 , pyT,(x， 
x,y) 是 否 有 意义 ,这 由 它 的 定义 条 件 即 (Ey)T,(x, x,y) 亦 可 直 
接 看 出 (参见 $ 60 定理 XI). ao 

我 们 亦 可 以 不 扩张 函数 p(x) 而 修正 该 算法 , 使 得 凡 p(x) 没 
有 定义 的 地 方 该 算法 必 不 停止 (上述 的 关于 uR, y) 的 算法 区 
经 属于 这 一 种 了 ). 要 这 样 做 ,只 须 凡 原 给 的 算法 停止 而 不 给 出 一 
数 以 为 值 时 ， 新 算法 便 要 求 一 新 步骤 并 且 永 远 继续 下 去 ， 本 章 后 
面 所 讨论 的 算法 ,我 们 都 假定 是 属于 这 一 种 的 . 

如 果 X(x) 对 一 切 自然 数 都 有 定义 , 而 (x) 则 对 自然 数 的 真 
子 集 有 定义 , 但 该 子 集 却 包括 了 X) 的 值 域 , 又 这 两 函数 均 是 能 
行 地 可 计算 的 。 则 p(X(x)) 是 完全 有 定义 的 而 且 能 行 地 可 计算 
的 。 PC) 可 以 是 nyT(x, ry). 因此 能 行 地 可 计算 的 函数 即使 
限制 其 定义 域 于 自然 数 的 真子 集 ， 但 在 构 作 其 它 的 定义 于 整个 自 
然 数 集 上 的 能 行 地 可 计算 函数 时 ,仍然 是 有 用 的 . 

亦 有 些 基础 问题 ， 其 中 所 要 求 的 能 行 地 可 计算 函数 只 须 在 自 
然 数 的 真子 集 上 有 定义 这 出 现 于 可 构造 性 序数 的 理论 中 ( 廊 吉 - 
克 林 [1936], 克 林 [1938], 序 吉 [1938]), 亦 出 现 于 直觉 主义 逻辑 的 
研究 中 (参见 $ 82). 

这 些 考虑 指出 了 ， 把 部 分 有 定义 的 函数 包括 于 我 们 的 能 行 地 ， 
可 计算 性 的 处 理 中 是 很 合适 的 。 因 此 我 们 便 殷 一 般 递 归 函 数 类 扩 
张 ,使 包括 一 些 不 完全 有 定义 的 函数 ,所 得 的 函数 类 叫做 “部 分 递 
归 函 数 ， 把 一 般 递归 函数 类 作 这 样 的 扩张 ， 在 技术 上 的 好 处 , 即 
使 我 们 的 目的 只 在 于 就 完全 有 定义 的 函数 而 支持 抒 吉 论点 《论点 
TKI), 亦 将 于 5$ 65 与 66 HDB. CAHIR RIVER 
部 分 有 定义 的 函数 而 用 部 分 递归 函数 来 叙述 印 吉 论点 (论点 T+ 及 
it), 

为 固定 我 们 的 用 语 起 见 , 凡 由 任何 自然 数 # 矢 集 的 子 集 ( 真 或 
假 子 集 ) 而 到 一 自然 数 的 函数 叫做 部 分 函数 ， 换 句 话说 ,部 分 函数 
?是 下 列 的 函数 , 当 以 任 一 自然 数 Se x,,…, x 作为 变 目 时 ,至 
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多 取 一 自然 数 p(n. x,) 以 为 值 。 如 果 当 以 4 Kay 为 
ZEN, r 有 一 自然 数 为 值 ， 则 说 对 该 x 矢 P (或 plz", x,)) 
有 定义 ; 如 果 9 没 有 自然 数 作为 其 值 , 则 说 对 该 > ROR 
(x1,"…* ,xs)) 没有 定义 (有 时 写 为 WD)。 部 分 函数 的 定义 域 是 
指使 p(x,,…… ,x,) 有 定义 的 # R rst ,x PARR. 当 它 包 
括 所 有 的 ” 矢 时 我 们 便 得 到 通常 的 (完全 有 定义 的 ) 数 论 函 数 ; F 
则 便 是 不 完全 有 定义 的 函数 。 当 定义 域 为 空 集 时 ， 我 们 便 得 到 完 
全 无 定义 的 函数 ， 
要 得 到 “部 分 递归 函数 '( 克 林 (19381) ROE RIERS 
朗 - 哥 德 尔 的 “一 般 递归 函数 ”的 定义 修改 ,使 含有 部 分 函数 如 下 ， 
Bist ,i 为 部 分 函数 (分 别 为 mateo m1 元 的 ) 时 ,我 们 
当然 把 Er 《参见 $ 54) 理 解 为 方程 l | 
Bitt Ym) = yG =l, 1) 
WR AE NEA 1,0 都 是 对 m; Ry’ ` ,ym; 有 定义 的 ;而 且 
有 bios Ym) 一 》。 对 部 分 函数 9? 而 言 ，$ 54 中 所 给 的 下 递 
归 地 由 dd 而 定义 9 的 定义 须 作 如 下 的 修整 ，( 为 强调 起 
见 ) 把 “ 当 且 仅 当 plr, tn) = 9" 改 为 “ 当 且 仅 当 plr 
te) ATE MA pas x) 一 2". 那里 所 列 的 第 二 说 法 的 定义 ， 
《具有 完备 性 及 相 容 性 的 ) 仍然 可 用 ， 只 要 把 关于 部 分 函数 gp 的 ， 
EP AE TAS ER 作 同 样 理 解 便 成 。 最 后 ,我 们 说 (相应 于 $ 55 的 
定义 )， 部 分 函数 9 是 部 分 递归 于 0,6 的 ,如 果 有 一 方程 系 
EAs deee d MEM P. = 
”就 泛 函 g = FO, +++, p 的 情形 而 言 , 这 里 de bh B 
历 部 分 函数 (可 具有 任何 限制 ) 而 变 , 我 们 说 , F 是 部 分 递归 的 或 
说 9 是 一 致 地 部 分 递归 于 dotte di ÉI, 如 果 ( 对 于 固定 的 >， l, 
m't m) 有 一 个 与 $,… ,无关 的 这 样 的 E， 和 从 前 一 样 ， 
除非 强调 ,我 们 经 常 把 “一 致 地 ”字样 删 去 . 
对 不 是 预先 知道 的 PF 而 言 (正如 $ 55 KBE): -JERE R 
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归 地 由 部 分 函数 Id 而 定义 一 个 4 元 部 分 递归 函数 是 指 ， 
WRT ARM Krist tns 至 多 只 有 一 数字 x 使 得 ER, 
EH~f(x1,*…, xn) =x (RE, goto g 同 前 )。 这 里 并 不 要 
求 完 备 性 。 被 下 所 递归 地 定义 的 函数 是 具有 下 列 性 质 的 函数 p: 
Pla) AERIAN R ritto x。 有 定义 , 当 且 仅 当 对 这 些 
u ,xa 言 ; 有 一 个 这 样 的 x。 这 时 便 有 plr x) = x, M 
x 为 数字 x 所 对 应 的 数 . i 

部 分 递归 函数 包括 一 般 递 归 函 数 作为 特例 ， 这 时 其 定义 域 包 
括 所 有 的 自然 数 # 矢 ritta x，。 

当 Ri, zas Y) 是 一 般 递归 谓词 时 ， 部 分 函数 py R(x,， 

…， xs,》) 当 且 仅 当 (Ey)RCxz ,xs，》) 时 它 有 意义 ,这 时 它 
的 值 是 使 得 R(x,,"…… , rns Y) 成 立 的 最 小 的 7) 便 是 部 分 递 妇 的 。 
在 $ 57 定理 IV 的 证 明 的 第 一 部 分 (iv) 中 已 证 明了 这 点 (但 没有 用 
现在 的 用 语 )。《〈 故 恰当 $ 57(1b) 成 立时 , pyR(x1,…, rn Y) 是 
一 般 递归 的 .) 

MAIER) wT (x, z, y) 是 部 分 递归 的 . 

就 部 分 函数 Xite ,Xn CMa, 除非 男 有 声明 , 否则 我 们 把 
ERER a Xn)» EX X(x "ta xna)) 作 为 有 定义 的 当 且 仅 当 Xi 
(xi zw) ,Xm《x1，,"…… xs) 全 有 定义 且 其 值 作成 这 样 mw 矢 而 
PMR ™ RAE MM. AMR bri x), ，Xm(x1,* 
+) ) 的 弱 义 ， 当 代 人 不 是 这 种 标准 形 时 (参见 $ 44), 我 们 亦 使 用 
这 个 约定 。 这 个 约定 所 除去 的 含混 性 发 生 于 下 列 情形 时 ; 当 几 为 
常 函数 时 或 者 对 其 它 的 变 元 代 和 人 后 变 成 某 变 元 的 常 函数 时 。 Pi 
如 , 当 有 一 * 使 X(x) 为 无 定义 时 ，0 . XC) 取 值 0 me 依 
照 我 们 的 约定 , 它 将 是 无 定义 的 . 

对 部 分 谓词 我 们 亦 使 用 同样 的 约定 。 例如 ,把 部 分 ik 数 
Pris t otn) XC xs) 代 人 完全 育 定义 的 谓词 .一 y ts 
我 们 得 到 一 个 部 分 谓词 Crea x,) = Xlr ta xs)。 对 一 个 
给 定 的 x1,*…, x, 言 , 这 谓词 有 定义 当 且 仅 当 由 与 上 同 有 定义 ,这 
时 如 果 由 与 X 有 同样 的 值 ， 它 取 真 命题 以 为 值 ， 如 果 由 与 Xx 有 不 
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同 的 值 , 它 取 假 命题 以 为 值 . 

同样 地 , 把 部 分 谓词 0(z +> a) RC) RAR 
值 函数 Yi=V. SHR’, $45) 时, 我 们 得 一 个 部 分 谓词 Q(xi， 
a) = Raia xs)， 它 有 定义 当 且 仅 当 Olrta r) K 
Rau, x, 同 有 定义 ,这 时 它 便 断 言 这 两 命题 的 等 价 性 ， 为 真 
为 假 , 视 该 两 命题 是 否 等 价 而 定 . 

现在 我 们 引 人 和 人 “wx tts ta) = XCar xs)” 以 表示 ,对 
特殊 的 an 言 , 只 要 bla, IR Klin xs) 中 有 一 
个 有 定义 ， 则 另 一 个 亦 有 定义 且 其 值 相同 〈 因 此 ， 如 果 有 一 无 定 
义 , 则 另 一 亦 无 定义 )。 注意 (iD Hea xn) = Kris tn)” 
5 (ii) “Glas xn) = X(t xs)” 之 间 的 区 别 ， 当 p(x1， 
“x9) 与 X(x1,"** ,xn) 有 一 无 定义 时 便 可 以 看 得 出 来 、 这 时 (i) 
无 定义 而 Gi) 为 真 或 假 看 另 一 个 没有 定义 抑 有 定义 而 定 。 我们 把 
一 与 之 分 别 叫 做 弱 相 等 及 完全 相等 。 我 们 对 二 的 使 用 便 是 上 面 的 
约定 的 一 个 例外 . 2 

FAURE, "Olzıs tto xn) & R(x1,"…*， te)” BAR, 对 特殊 的 
Xis”??? Xn 言 , 只 要 Olas: aa) xn) 与 R(x15° "" 9 xz) 有 一 有 定义 则 
另 一 亦 有 定义 , 且 它 们 所 取 的 值 是 两 个 等 价 的 命题 (因此 有 一 无 定 
义 则 另 一 亦 然 )， 三 及 兰 分 别 叫 做 弱 等 价 及 完全 等 价 . 

TAT Cadac res Cra) CPCs ta En) = Ka, xn)], 或 者 
根据 rotto a, 的 全 称 性 释义 写 为 dla, xa) 一 XCxz 
xn)， 表 示 由 与 X 作为 函数 时 是 相等 的 ， 即 它们 有 同样 的 定义 域 ， 
并 且 在 这 域内 它们 有 相同 的 值 。 AB, (e)lr) LOC 
Xa) Rz, 20) RARE rtta x。 的 全 称 性 释义 写 为 
Oris x.) & Ratta x,), 表示 , 作为 谓词 时 ，0 与 是 等 
价 的 ， ; 

我 们 说 部 分 函数 plr x,) ÆRA Plte x,) 的 代表 
PAR WR pirito r) 只 取 0, 1 HHA 

Pr + tn) & plz, + xn) = 03 
换 句 话说 , 视 P(x,,*……, xn) AH t RF BR uM pls, zx,) 的 
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(40, 1 Bia, 

我 们 说 ， 一 部 分 函数 9 MMi 是 部 分 递归 于 部 分 谓词 
RBM, 如 果 把 P, y 中 的 谓词 换 成 它们 的 代表 函数 时 * 相应 
的 陈述 是 成 立 的 . 

相等 性 谓词 = 与 之 的 作用 是 不 同 的 。 弱 相等 性 = 将 作为 构成 
部 分 递归 谓词 的 运算 .。 我 们 马上 可 以 看 见 Ge XVII ++ 14, 
A), tote) 一 XGOx sz) 是 部 分 递归 于 由 与 XY 的 。 完 
全 相等 性 之 用 以 表示 我 们 关于 部 分 递归 谓词 的 理论 。 当 上 与 X 为 
部 分 递归 时 ， 谓 词 %(x* ,xs) = X eitt to en) 未必 和 恒 是 部 分 
递归 的 (参见 $ 64 例 7). i 

NRTEHE=SRENARUNME (SWEHXVIHDR 
§ 64 例 8), 

， 特殊 函数 及 谓词 间 间 1 一 21($ 44, § 45) 由 于 是 原始 递归 的 ， 

故 是 一 般 递 归 的 〈$ 55 定理 I)。， 因 此 是 部 分 递归 的 。 若 把 模式 
(IV) (V) BS, 把 "一 ”* 改 为 "人 ”, 并 依 我 们 的 约定 ,把 右 端的 表达 
式 读 成 弱 义 ， 便 得 到 当 假定 函数 及 谓词 为 部 分 有 定义 时 的 “gp 原始 
HTT 的 观念 。 例 如 , 在 原始 递归 式 (Va) 中 ， 对 一 给 定 的 
B> 90) 有 定义 当 且 仅 当 pCy) 有 定义 并 且 z 取 值 p(y) 时 X, 
z) 有 定义 《 故 根据 归纳 法 ,必须 所 有 的 p0), PN), ply) 都 
有 定义 )。 通 过 代表 函数 ,可 把 这 观念 由 函数 推广 于 谓词 去 。 前 述 
RAEI A 一 G($ 44,$ 45) 的 证 明 亦 可 适用 ,只 须 把 结果 的 函数 及 谓 
词 理解 为 适当 的 弱 义 便 成 , Pin, 4 AMY p(0)，…，9p(z 一 1) 


全 有 定义 时 ， 21 0) 才 有 定义 ， 当 且 仅 当 8 与 R 有 定义 时 ， 9V 


RR 才 有 定义 , 当 且 仅 当 RO), RG EHEN Eye 
Roy) 才 有 定义 ,等 等 。 在 每 种 情形 都 容易 由 证 明 而 推 知 所 应 该 采 
取 的 适当 的 弱 义 。 如 把 (IV) CV) 理解 为 这 种 意义 , 则 定理 I ATE 
PACS 54，$ 55) 仍 可 适用 。 故 得 : . 

定理 XVI (a) 凡 由 部 分 函数 更 出 发 ， 经 过 一 系列 的 应 用 部 
.分 递归 模式 ( 泛 函 ) 所 定义 出 来 的 函数 9? 都 是 部 分 递归 于 更 的 。 模 
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式 (I) 一 (V) 是 部 分 递归 的 。(b) ## 1-21 的 函数 及 谓词 是 部 
分 递归 的 。 又 如 果 把 “原始 递归 ” 读 作 “部 分 递归 ”， 并 把 结果 的 
沙 数 及 谓词 理解 为 弱 义 , 则 韭 间 A 一 G 仍然 成 立 《叫做 划 划 A 一 
Gt),. . 
我 们 上 面 把 4 运算 子 看 作 由 完全 定义 的 谓词 Retta rys 
7) 而 作出 部 分 函数 IRZ ots xn 9) 的 运算 子 。 如 果 R(xi， 
eer ta, y) 为 部 分 谓词 ,我 们 把 Ra 2 I) 理解 如 下 , 它 
有 定义 当 且 仅 当 有 一 ?使 RCxi………，xn，y) 为 真 且 Rais tsrs 
0),，…，R(x…，xo， 2》 一 1) 全 有 定义 时 ， 这 时 它 的 值 是 最 
小 的 这 样 的 y。 例如 ， 如 果 R(0) 兰 RCI) Sf, R(2)=t, M 
PIRG) 2， 但 如 果 RO) =f, RU) Xu, R(2) =t, J 
wyR(y) Zu. 
今 把 $ 57(VI) 的 ”一 wy KA“ py”， 作 为 对 任何 给 定 的 部 
分 函数 Ks x,) 或 部 分 谓词 Ras ,x。, RIM. BH 
程 系 E REMI 的 证 明 那 样 作出 来 了 . 如 果 yR ta tn Y) 
有 定义 , 则 Ei, Erf, x) 一 X 当 x 一 AR(xzi > Bay 
y) 有 定义 时 ， 而 对 此 外 的 x 则 不 会 有 这 结 果 ， 正 和 从 前 同样 
($57 (ii))。 反 之 ,如果 Ei, Erf, xn) 一 区 x 为 数字 ， 
则 pyRCxzi……，xz，?). 有 定义 的 条 件 满足 了 (注意 ， 由 间 Br, 
Il Kat, 205) 之 有 定义 , 当 且 仅 当 一 0, 1,…,y 一 工时 
Ks 5) 全 有 定义 )， 因 此 我 们 得 ; 
定理 XVIJII( 一 定理 It) 模式 (VI) 是 部 分 递归 的 。 BE 
定理 XVI ,由 部 分 函数 及 谓词 严 出 发 ,经 过 使 用 (ID) 一 (VI) 而 得 的 
.每 一 函数 9 是 部 分 递归 于 更 的 . l 
- 现在 我 们 看 看 , 当 我 们 把 oler) 取 为 部 分 递归 函数 
时 , 范 氏 定理 ($ 58 定理 I 区) 将 成 怎样 。 设 E 递归 地 定义 pg。 这 时 
《24);《26) 未 必 成 立 , 不 过 (由 (26)) 可 以 把 删 去 全 称 量词 后 所 得 的 
(Ey)S,《e, ri ,xa，》) 作 为 使 plz) 有 定义 时 zx,，…:， 
*。 所 应 满足 的 条 件 。 如 果 “ 二 ” 改 为 “之 ”, 则 (25) 因 而 (27) 是 成 立 
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的 ;如 果 x,,…, x; 不作 全 称 性 释义 而 只 是 对 使 px,*…… ,x。) 有 
定义 的 每 个 = 矢 x;,*… ,xs 而 言 的 ， 则 (28) 亦 是 成 立 的 。 把 我 们 
对 上“ 运算 子 的 亚 评 而 应 用 于 完全 有 定义 的 谓词 ,可 见 恰 巧 当 (Ey) 
Sales ri 时， URIS Ces Xi, tas y)) 有 定义 因此 
《28) 两 端 上 共有 同样 的 定义 域 , 故 当 把 一" 换 为 "全 "时 (28) 对 一 切 
xy 都 成 立 。 作 了 同样 的 修整 后 ,定理 IX* 的 证 明 〈 在 定理 
X 之 下 ) 亦 完全 可 用 ,只 须 各 假定 函数 dtes pi 完全 有 定义 便 成 
《否则 ,例如 ,Df12* 句 0 中 的 (Ew)w <y[Nu( Won )ENul (Y)ons 
(ws))] 以 及 EO) 便 可 能 有 时 无 定义 ,而 这 时 在 证 明 中 我 们 却 要 
REAM). he 

定理 XIX (a) (= EH IX). 任 给 一 个 部 分 递归 函数 
Prints to te). 可 找 出 一 数 。 使 得 
(60) (xi t+ Xn) UpIT(e, zista Xn Y)) 

《而 (EY)T,(e , zur xs， y) 便 是 函数 mp(z a n 有 定义 的 条 
件 ), 且 有 = 
(61a) CI NLTeles 21°) 

>U) = plz", x,)]. 

(b) (一 定理 IX#+ )。 设 严 表示 任意 I ( 0) 个 分 别 为 m, 
om 元 的 完全 有 定义 的 函数 与 谓词 ， 则 把 上 文 的 “部 分 递 妆 ” 
“Te” DIAA BS BAF P” “Te” 后 ,结果 仍然 成 立 。 

今 推广 $58 中 的 定义 ， 当 e 使 得 (60) 因而 (61a) 成 立时 ,我 们 
说 , 。 递归 地 定义 9 或 “为 9 的 一 个 哥 德 尔 数 ; 当 9? 部 分 递归 于 完 
全 有 定义 的 函数 到 时 仿 此 如 前 , 若 用 代表 函数 9 我 们 可 把 这 些 
观念 推广 到 谓词 P 去 . 

由 定理 XIX 的 证 明 , 如果 王 是 递归 地 定义 9 的 方程 系 (递归 
地 由 完全 有 定义 的 和 而 定义 p; 具有 适当 的 给 定 函数 字母 ), fie 
为 上 上 的 哥 德 尔 数 , 则 。 递归 地 定义 9 (递归 地 由 于 而 定义 p). 

例 2 设 1,g SIARA IS FE. AER 
pl) = Xl) 可 表示 为 3 
HUT, 29) > (Ez)(Ti(g, x, z)&U (y) 一 U(x))} 
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af T.e, x, Y) > (Ez) (Tf, x, 2)&U (y) = UCz))}]. 

系 ， 每 个 部 分 递归 函数 9 都 可 由 应 用 模式 (1) 一 (VI) 而 作成 ; 
每 个 部 分 递归 于 完全 有 定义 的 函数 及 谓词 下 的 函数 p， 都 可 由 更 
出 发 ,应 用 模式 (D) 一 (VI) 而 作成 . 

”由 (60) 所 给 出 的 用 以 计算 部 分 递归 函数 中 的 算法 ， 当 p(xi， 
… ,xs) 无 定义 时 , 它 是 不 会 停止 的 . a 

由 定理 可 知 ， 部 分 递归 函数 9G r) 的 定义 域 呈 下 形 
4(Ey)RCz，…，xw》)， 而 及 原始 递归 , 当 ”一 1 时 ,其 定义 域 
(如 果 有 元 素 ) 是 可 递归 枚 举 的 ($ 60 定理 XIV), : 

例 3 因此 ,由 $ 57 定理 V(12), 以 2(y)Ti(x,x， PARR 
的 任何 部 分 函数 不 会 是 部 分 递归 的 .〈 由 下 文 的 论点 IT(a)), 我 们 
不 能 作出 任何 算法 ,恰巧 只 对 于 使 得 OTC, r, x) REA (不 
多 不 少 地 ) 能 给 出 一 自然 数 以 为 值 。 在 特例 ,用 下 法 定义 的 函数 9 

p) =f 当 OT (x, x,y) 时 | 
uk， 此 外 情形 时 
不 是 部 分 递归 的 . ERHEBEN FIN = BRAUN 
算 的 , 它 也 是 潜伏 递归 的 . 

记 住 例 1 及 例 3， RATS REN) ALTE LIA oa. 一 
个 部 分 函数 PCr o zx。) 叫做 潜伏 部 分 递归 的 ,如 果 有 一 个 部 分 
递归 函数 pa, 2) 使 得 ,在 ?的 定义 域 上 有 plos 
za) = (rss x。)。 我 们 就 下 情形 而 把 论点 分 成 两 部 分 ， 当 离 
开 所 讨论 的 函数 的 定义 域 时 ， 视 我 们 要 求 该 能 行 计算 过 程 给 不 出 
函数 值 或 只 是 对 这 情形 简单 地 不 管 而 定 . 

例 4 试 证 :如 果 pCx) 是 潜伏 部 分 递归 ,其 定义 域 旦 (Ey) 
R(x, y), fi RABI, WU p(x) 必 是 部 分 递归 . 

RAT (2) 被 任 一 算法 所 计算 的 函数 是 部 分 递归 的 (假定 
当 该 算法 得 不 出 自然 数 以 为 值 时 ,对 这 个 变 目 ” 矢 言 ,该 函数 无 定 
X). (b) 每 一 个 能 行 地 可 计算 (其 意 是 ， 有 一 算法 使 得 对 于 它 的 
定义 域 中 的 每 一 个 = RS ,都 可 计算 其 值 ) 的 部 分 函数 是 潜伏 部 分 
递归 的 ， 
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这 论点 亦 可 改 述 以 适用 于 谓词 . 

对 1( 宇 0) 个 假定 函数 及 谓词 WW, 我 们 亦 有 相应 的 论点 1*1， 
对 一 致 性 的 情形 亦 然 . 

部 分 递归 于 / 个 假定 函数 及 谓词 下 的 函数 当 1 > 0 时 ,我 们 
对 它 的 讨论 ， 大 都 将 限于 下 列 情形 : 和 中 每 个 函数 及 谓词 是 完全 
有 定义 的 ， 或 者 虽 则 不 完全 有 定义 但 却 是 部 分 递归 的 或 部 分 递归 
于 完全 有 定义 的 函数 的 。 这 一 种 不 完全 定义 的 函数 所 以 被 引 人 ， 
由 于 想 满足 算法 论 (包括 判定 问题 的 化 归 ) 的 要 求 ， 因 为 经 常 不 可 
能 把 这 一 种 函数 的 定义 补 完全 而 仍 能 得 出 一 个 算法 来 计算 它 . 在 
算法 论 以 外 ,为 什么 不 把 未 完全 定义 的 数论 函数 的 定义 补充 完全 ， 
其 理由 便 不 是 很 明显 的 了 (参见 $ 64 例 4). : 

例 5 如 果 (x) 为 部 分 函数 ,其 定义 域 为 4(Ey)R(x,y 儿 或 
4R(xz))， 这 里 R 是 完全 有 定义 的 谓词 , 则 有 一 个 完全 有 定义 的 函 
数 %c(x) ， 原 始 递归 于 d, R, 使 得 四 部 分 递归 于 $c， 因为 , 设 
C = 4(Ey)R(x，y); KO 递归 地 枚 举 了 {0} + C (BMS 60 a 
6)3 3 

£°(y) c= 200) 。37(0(y)) 这 里 n(0) 一 0， n(x") ~ plx). 
则 有 pCa) = (play Tp) = x 1)). 

AG Wx, uyl Wk, Y) VWC, 7)]) 是 部 分 递归 谓词， 但 
Farm (参见 $ 61). 


k àt F 


§ 64.3 BEE 辑 


在 本 节 中 ,我 们 将 对 命题 联结 词 引入 新 意义 ,例如 , 当 0(x) 或 
R(x) 无 意义 时 , 0(x) V R(x) 有 时 也 有 定义 . 

使 用 具有 三 个 A tO), FCO) uC KEN), 的 
真 值 表 来 描述 联结 词 所 具有 的 意义 ,是 适当 的 . 
”我 们 给 出 一 些 附注 ， 用 有 穷 性 观点 来 辩解 我 们 对 真 信 表 的 使 
用 ,并 说 明 我 们 怎样 地 选取 下 列 的 表 的 . 

当 我 们 使 用 联结 词 来 作出 原始 递归 谓词 和 一 般 递归 谓词 时 ， 
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我 们 可 以 直觉 主义 地 辩解 所 以 用 2 值 逻 辑 的 理由 ， 因 为 对 每 个 一 


. 般 递 妇 谓 词 都 有 一 个 判定 过 程 , 即 是 说 ， ee 对 一 


般 递 归 谓 词 是 可 以 使 用 排 中 律 的 . 

如 果 0(x) 是 部 分 递归 谓词 ， 则 在 定义 域 里 面 对 9 (x) 是 有 一 
个 判定 过 程 的 , 故 在 定义 域 中 , 排 中 律 或 排 “三 ” 律 ( 即 对 每 个 r, 
92(x) 或 t+ 或 人 ) 是 可 以 直觉 主义 地 使 用 的 .但 可 能 没有 一 个 算法 来 
判定 ,给 定 z 时 OG) 有 定义 或 否 (例如 , 当 OC) 为 wT, x, 
》) 一 0 时 ， 便 没有 这 个 算法 )， 因 此 只 Ve SE BH 


我 们 有 排 四 律 ( 即 对 每 个 z, OR tR iR u). 


因此 ,在 我 们 的 理论 中 ,第 三 个 “ 真 值 "ua RACE 和 
f 不 是 处 在 同等 地 位 的 。 对 它们 情况 的 考虑 证 明了 ， 我 们 必须 限 


于 一 个 特殊 种 类 的 真 值 表 . 


Pig, BS 0(x) VR(x) 是 原始 递归 于 或 部 分 递归 于 (* 一 教 
WOR R, 我 们 须 断 言 ,存在 一 算法 ,可 以 从 0(x) 的 及 R(x) 的 真 
值 而 得 到 0(*) V R(x) 的 真 值 ， 但 就 部 分 函数 言 ， u ee 
p fA. 

”假设 我 们 要 作 一 个 OVR 的 真 值 表 使 得 0 Cx) VR(x) 将 为 部 
分 递归 (一致 地 ) 于 8 及 R. 让 我 们 由 利 地 heuristically》 讨 论 这 
点 ， 暂 时 把 部 分 递归 性 等 同 于 能 行 地 可 判定 性 .我 们 要 求 有 一 算 
法 , 当 给 定 * 后 , 能 够 根据 OC(x) 为 {或 1( 如 果 有 定义 ) Ra) . 
为 -t 或 《如 果 有 定义 》 而 判定 OR) V R(x) 之 为 t 或 (如 果 有 定 
义 )，8(*x) 为 u 这 消息 不 被 算法 所 利用 ; u 只 意 指 缺 乏 OC) HER 
f 的 消息 . 当 0(x) 为 u 时 ,举例 说 ,如 果 OC) VREO R, E 
这 样 决定 时 (对 所 给 的 x 及 R(x))， 必 不 是 依赖 于 0(x) 的 消息 
(因为 根本 没有 消息 ). 在 特例 ,如 果 RC) 的 值 不 变 而 Q(x) 的 值 
却 由 + 变 到 f, 必 须 仍 作 同 样 的 决定 的 . 

如 果 我 们 只 是 要 求 , 当 8 及 RR 是 部 分 递归 时 ，0Q(x)V R(x) 将 
是 部 分 递归 的 , 那 末 我 们 亦 可 得 到 同样 的 结论 ， 一 般 地 ， 由 (从 头 
作出 ab initio 的 ) OC) V R(x) 算 法 如 果 能 够 得 到 -- 些 关于 Ole) 
及 R(x) 的 消息 , 那 只 是 由 于 其 中 包含 有 一 些 关 于 Ole) 及 R(x) 
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的 算法 . EE OC) VR) 的 算法 时 ,例如 说 ,如 果 要 决定 其 值 为 
t, 必然 是 根据 关于 0(x) 与 RG) 的 消息 ,而 这 是 在 进行 0l) 与 
R(x) 的 算法 到 一 定时 期 时 所 得 到 的 。 在 进行 9(x) 的 算法 的 每 一 
时 期 中 ,我们 或 者 看 出 0(x) 为 {或 者 看 出 为 f 或 者 不 知道 0(x) 的 
HBE. 如 果 0(x) 实 际 上 为 u， 我 们 不 能 由 于 追随 8(%) 的 算法 
而 得 知 ,而 只 能 由 别 的 算法 ,例如 由 有 关于 该 算法 的 若干 元 数学 推 
H. 如果 0 是 特殊 给 出 的 ,我 们 或 可 代 以 别 的 算法 , 它 将 对 我 们 说 
OE u, 但 一 般 地 我 们 是 不 能 这 样 做 的 。 因此， 如 果 OCA u 
时 而 oO) V R(x) 得 到 值 t, 其 决定 必 是 (就 一 般 情 形 说 ) 不 管 0(x) 
而 作出 的 ,并 且 是 注意 到 下 列 的 可 能 的 ， 即 当 追 随 ie 
远 , 远 过 刚才 所 作 时 ,可 能 找 出 0(x) 为 t 或 1 的 . 

可 以 用 部 分 递归 函数 的 用 语 而 作出 证 明 ， 以 确认 这 些 册 利 的 
论证 (并 推广 到 命题 联结 词 以 外 的 运算 子 去 )， 站 全 生生 机 人 可 
给 出 (定理 XXI 及 例 6 一 8). 

我 们 可 作 结 论说 ， 要 使 得 命题 联结 词 成 为 部 分 递归 联结 词 (或 

至 少 应 用 于 部 分 递归 谓词 时 得 出 部 分 递归 谓词 ) ,我 们 对 它们 必须 

选择 一 种 正则 的 真 值 表 , 其 意 为 : 某 一 行 ( 列 ) 如 在 ua 列 ( 行 ) 处 含 
有 t, 则 必须 整 行 ( 列 ) 均 为 t; 对 f 同 此 。 
. ARMEED 由 原始 递 妇 性 推广 到 部 分 递归 性 时 ， 基 本 上 使 
.用 原来 的 证 明 ($ 63 E XVI 的 井 D+)， 这 时 我 们 是 在 弱 义 之 下 
使 用 命题 联结 词 , 即 使 用 2 值 真 值 表 而 在 4 行 或 u PER 
u。， 这 些 都 是 正则 真 值 表 (平凡 地 )。 

现在 我 们 引入 强 义 的 命题 联结 词 由 下 列强 真 值 表 而 定妆 。 


O&R 
Rt fu 


Otlt fu 
ff Ff 
fu 


u|u 
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O->R O=R 
Rt of 


Rt fu t u 
otlt fu ott tu 
fit tt ff tu 
ujt u u ulu uu 


在 这 些 表 中 ， 只 有 V ，&g 及 一 三 表 与 相应 的 弱 表 不 同 。 今 后 除非 
另行 声明 ,否则 凡 一 ，V ，g 一 及 三 应 用 于 部 分 谓词 时 都 是 指 的 强 
义 。 

Al (61) 可 重 述 如 下 . 
(61b) (dl GT ales rs, 2m Y) > UCy) 

= glr: ear) £4) 1% 

凡 形 为 “如 p(x1,"… > re) 有 定义 , 则 …” 的 叙述 ,如 果 理 解 为 ， 当 
Pa ELH, 该 结论 便 无 意义 ， RENT 
一 。( 这 种 叙述 已 经 出 现 于 $ 63 处 . ) 
” ”这些 强 表 是 对 古典 2 值 真 值 表 的 最 强 可 能 的 正 规 扩张 ， 因 而 
是 唯一 决定 的 , 即 它们 是 正规 的 ,并 且 凡 任何 2 值 表 的 正规 扩张 的 
表 上 ， PEE EENE ela a eae 
确定 ). 

”作为 非 正规 的 表 我 们 可 举 出 下 列 三 表 *。 这 里 的 3 值 逻 辑 ( 克 
林 [1938]) 不 向 于 卢 卡 西 维 支 的 3 值 逻 辑 (tukaslewicz, [1920]; 
参见 路 易 斯 与 朗 福 德 (Lewis and Langford) [1932], 第 213 页 以 
后 ), 后 者 在 一 表 及 三 表 的 第 三 行 第 三 列 处 不 是 u MEURE 
写 为 > 上 及 = 上 ). 


OSER | 0 = ER QSR 

Rt fu Rt fu Rt fu. 
o tht fu 0} fu Ott ff 
ft tt ft tu ff t f 
uitu t uju u t ulf f t 


D 另外 的 非 正规 的 表 的 例子 可 见 波 兹 瓦 (DJ. A. Bousap) ee 1943], er 
瓦 的 第 三 “ 真 值 ” 不 是 “未 定 的 ”而 县 “无 意义 的 ”一 一 俄 译 
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由 这 个 初步 讨论 我 们 还 可 作出 结论 说 ， 对 部 分 递归 运算 的 定 
XTE, Lhu 三 者 除却 (i) 真 ” ' 假 ”' 无 定义 ’ 以 外 ,还 可 有 另 一 意 
SC BY Gi) ‘BY ERKRATH). KB, AM’ 一 类 是 任 
何 命题 都 可 归 人 的 ,其 值 或 则 我 们 不 知 ,或 则 我 们 决定 目前 暂时 不 
管 ;因此 它 并 不 排斥 另外 两 个 可 能 , USW. 

例 2 设 对 于 一 个 给 定 的 x, 我 们 知道 9(x) 为 无 定义 而 RE) 
为 假 , 则 把 + 与 1, 4 作为 真 ”“ 假 ， ‘无 定义 '《(i)), 我 们 可 以 由 V 表 
中 第 三 行 第 二 列 得 出 0(x) V R(x) 是 无 定义 的 . 

例 3 设 对 于 一 个 给 定 的 x, 我 们 知道 0(x) 为 真 。 则 把 t, f 
u 作 为 a RR (Gi), 我 们 可 由 第 一 行 第 三 列 得 知 , 0C) 
V R(x) 为 真 。 要 用 具 (i) 意义 的 表 而 推出 这 个 结论 , 我 们 必需 用 
古典 的 排 四 律 : Ra) ARA t, f, 4 之 一 ; 但 在 第 一 行 各 列 处 都 
有 出现. 

照 这 个 观点 ,9 V R 的 意义 可 由 下 列 的 字句 而 和 弄 得 非常 清楚 : 
OVR 为 真 当 0 为 真 (不 管 R 为 何 ) 或 R 为 真 (不 管 9 为 何 ); QVR 
为 假 当 5 RAR: OVR 有 定义 只 当 上 述 三 情形 时 (故此 外 无 定 
X). 

当 把 完全 有 定义 的 谓词 O) 及 R(x) 依照 通常 二 值 意义 的 
T, Vee» >, 三 而 作出 完全 有 定义 的 谓词 时 , 强 3 值 刺 辑 亦 可 如 
下 地 应 用 。 (过 》 设 有 两 个 固定 的 算法 ， 在 自然 数 的 子 集 上 判定 
Ce) 与 RGxz) 的 真 假 ( 例 如 ,古典 地 把 任何 两 个 部 分 递归 谓词 补充 
完全 其 定义 后 所 出 现 的 ). 令 t, fs u RHE: 依 算法 ( 即 只 用 依照 算 
法 而 得 到 的 关于 2(x) 与 R(x) 的 消息 ) 可 判定 其 为 真 ', “ 依 算法 可 
判定 其 为 假 “ 依 算法 不 能 判定 其 真 假 Gv) 假设 有 一 个 固定 的 
关于 OWS R42) 的 知识 (例如 , 当 把 关于 它们 的 算法 进行 到 一 定 
时 期 时 ). ti, u: “已 知 为 真 : ‘BR oom’, “不 知 其 真 
假 

下 列 三 个 古典 等 价 式 是 成 立 的 . 

(62) ”QaR=0OVR, 
(63) O>R=OVR, 


(64) O=R&(O>R)x(R—> 0). 

读者 试 作 出 右 端的 表 并 比较 上 述 左 端的 表 即 可 核验 之 。 但 例如 ， 
9&(RV 丽 ) = 9 (参见 $ 27°52) 则 不 成 立 ( 当 2 为 + 而 有 为 "时 ， 
ED ER N). 

应 用 3 值 表 而 作 的 关于 (62) 一 (64) 的 证 明 ， 可 解释 为 ; 我们 
证 明了 如 果 有 一 端 有 定义 则 另 一 端 亦 然 且 具 同 值 《如 衬 所 断言 )， 
这 时 在 定义 域内 是 用 了 排 中 律 的 . 当 2 与 R 为 部 分 递归 时 ，- 我 们 . 
已 经 给 出 了 这 条 定律 ( 排 中 律 一 一 译 者 ) 了 ;至 于 一 般 情形 , 则 直觉 
主义 地 说 须 以 它 作为 假设 才 成 ， 否 则 得 不 到 这 些 等 价 式 。 对 (65) 
亦 须 作 类 似 的 附注 . 

关于 有 界 量词 的 强 义 如 下 : 对 每 个 z > 0 言 ， 

(Ey),<sR(y) = RCONV: :VR(z — 1); 
而 
(Ey),cR(y) & =f. 
用 语言 来 说 , (Ey) eR), 当 RORE y 二 x 为 真 时 ; 它 
为 假 当 RC(y) 对 一 切 y <2 为 假 时 ; 它 只 当 这 两 情形 才 有 定义 . 
同样 ,对 每 个 z > 0 言 Nr) = = R(0)&-+-&R(z 一 iS. 
TH Cy) yok Cy) 兰 t。 ， 

“这 时 我 们 有 
(65) (y)y<sR(y) = (Ey yceR(y). : 

同样 地 ,我 们 可 对 无 界 量词 给 出 强 义 ,把 (By)R(y 设想 为 当 
y 一 0, 1, 2,… 时 的 RCy) 的 强 析 取 式 , 把 (y) RCy) 设 想 为 强 合 取 | 
式 。 eG er 
用 语言 说 , (By )R(y) 为 真 , WE R(y) 对 某 些 自 然 数 为 真 ; 
它 为 假 ;如 果 RC(y) 对 每 个 > 为 假 ; 它 只 当 这 两 情形 时 有 定义 .( 然 
E ORO) 和 (Ey)R(y).) 与 有 界 量词 不 同 (定理 XX(b)), ER 
量词 当然 不 是 部 分 递归 运算 (8 57 定理 V). 

例 4 试 考虑 可 表 成 下 形 的 谓词 集 ,(Ey)R(x, y) 而 及 部 分 
递归 .这 集中 所 有 不 完全 定义 的 谓词 都 可 以 补充 完全 而 不 致 于 走 
出 这 集 以 外 (事实 上 ,都 具有 原始 递归 R). AA, itr 为 R(x, y) 
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BIA EF BRK, MICE ITA, x, Co.) UCO) 一 0] 是 完 
全 有 定义 的 ,并 且 在 (Ey Re, y) 的 定义 域内 它 二 (Ey)R(x, y). 
对 (7)R(Cxr，7y) 形 仿 此 .〈 参 见 克 林 [1943], 第 57 页 定理 VI.) 

定理 XX (a) GR) 谓词 2(*，…，x*) 部 分 递归 于 O. 
GEIL 0(z…，xo)VRCz xno)，0(rz…，xn)&RCr， 
tta Xn)s 00z te) > (xz 及 0(r xn) = 
Ras, ) 部 分 递归 于 谓词 2 及 尺 。 

(b) (38) 谓词 CEy )ycaRCais+ tns Y) Ry yeaRCare* 
<a> Y) 部 分 递归 于 谓词 R. 

(c) (BE) 穷 举 定义 。 下 列 所 定义 的 函数 9 部 分 递归 于 p 

pn 9 Om: 
Pilti teta Xa) 当 OR ENTRES xa) 时 ， 
p(x: .., Xn) eine 
Omlzis 2) H Onlar x.) 时 ， 
这 里 0 …， Om 是 不 可 兼 的 (在 下 列 释义 之 下 : 如 果 O(n Sers 
xa) 为 真 ， 则 p(r，……， 2,)29(25°", ta) 而 不 管 Pilti» 
IR Diz xn)i 天 7 为 何 )。 

证 明 (a) 例 如 , 试 讨论 OVR, 设 (xi, xn) Xareta 
IR plz xo) 分 别 为 Ola“ 20), Reis tes Ons 
"xn)V R(x,,*… ,xa) 的 代表 函数 . 试 考虑 方程 
o(0) = 0, +r(1;1) =1, 

Pam) 一 allri: w 
PC tint +s ta) = OX(x1, ttt xa))o l 
Plz) = TP(x1s tta xn)。，X(Cxzi t rs) 
这 里 5 与 z 为 部 分 有 定义 的 辅助 函数 。 若 把 方程 (A) 翻 译 到 递归 
函数 的 形式 符号 体系 去 ($ 54) ,我 们 便 得 到 一 方程 系 E, TAH . 
由 ¢, 
(对 其 它 的 联结 词 还 可 用 另 一 法 ,注意 , O 已 在 定理 XVI Dt hit 
论 过 ,而 2 的 强 表 与 弱 表 是 相同 的 ,然后 再 用 (62) 一 (64). ) 0 
(b) H (65) TA, RIE (Ey). BET. 设 ments. 
。374 。 


(A) 


ans VE (xz xn z) 分 别 为 Rzi +> tar y) 及 CEy vest 
R(r +s tn Y) 的 代表 函数 。 M CH ##6, BT) Tae 

o(0) = 0, ri) = 1, 

Plan Z’) = OCA x09 m ZY)» - 
PCxis***s Xna Z) (Il XCz tts Xps >) 


TAMIR- JERA E, CEHE X 而 定义 p. 
(c) 第 一 法 .。 A 6) 例如 设 普 一 2 及 > 一 1， 
po Jene), Aue 
i p(x) oN Pix) ,x), p(x) = os d(x), x). = 
第 二 法 ,对 联 立 定义 的 0 …，0O。， : 
| p = pyl(Oiky = pV e VC Oniy = pm)], 2 
附注 1 在 $ 57 (VD 处 以 及 $ 54 处 ,我 们 是 先 半 形 式 地 "处 理 
“一 ”然后 才 作 翻 译 的 ,为 了 与 那里 的 用 法 相 一 致 起 见 , 这 里 我 们 在 
(A) 一 (C) 中 亦 写 为 “=”. PEE SSM RT 
的 部 分 函数 所 应 服从 的 规律 , 《VI ) 及 (A) 一 (C) IRA" 
AS 如 果 ? 是 部 分 递归 的 ,而 “yp(x)7 有 定义 ? 是 一 般 递 归 的 ， 
则 p(x) 是 潜伏 递归 的 . 因 可 令 = 
E p) = nly = pl) VC(p(lx) 有 定义 &y =O  _ 
设 亚 为 部 分 函数 序列 ds. 所 谓 亚 的 一 个 扩张 到 ' 是 
指 下 列 的 部 分 函数 序列 bios brs 它们 分 别 是 di:es di ET 
张 , 即 当 el, IN EG 的 定义 域 处 均 有 i;(y1，** “3 a 
b; (yist *, Yj ds 如 果 于 包含 有 谓词 也 同 此 . pis EE 
读者 如 果 想 很 快 地 达到 本 章 $ 66 ERAR, T sore Fibs 
理 的 (b) 部 分 . 
定理 XXI (a) 如 果 p 之 Fl(W) 或 p(x) = Fa; x) 是 一 
个 部 分 递归 泛 函 ,又 FC; z) ~ k, XE T, ERRUR, rs k 
是 特殊 的 自然 数 , 则 就 下 OSM KT eA 5 


(B) 


D 即 内 容 地 ,但 平行 于 形式 规则 一 一 俄 译注 
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Fu;z)=K 

(b) iPM PARR R, AUTEN GH i fe mK 

ple) = F(o(x)), AH Flo) 是 一 个 由 fa， 0, 1, 2,-+-} Bl {u, 0. 
2 YEAR. MER FCu) 兰 《和 为 一 自然 数 ， 但 对 某 自 然 数 

mHE, RA F(m) 之 *， 则 有 一 个 部 分 递归 函数 《只 取 m 为 
值 ), 使 得 结果 函数 不 是 部 分 递归 的 . 

这 里 k x”, “x ae 等 可 分 别 改 为 “ X", xi 及 “xiiy。 ”9 Ti. 
〈 就 (a) 言 > 之 0, 就 (b) 言 n 之 1); 这 定理 对 谓词 亦 有 效 , 只 须 在 值 
域 中 把 0, 1，2 ,… 改 为 t, f. 

UN .(a) 由 假设 \ 有 一 方程 系 忆 具有 给 定 函数 字母 G 及 主要 
函数 字母 f, 而 且 对 任何 自然 数 * 及 部 分 函数 更 言 都 有 : SAY 
Flo; x) =y it, E%, EEx) = y, 而 y MKF. HFS; 
x) = iii ROB RB EMS EHEC) =k. Sik On 为 又 的 任 
何 一 个 扩张 ， 则 ESICES:; KIRA ER, EECa) l k 因此 
Fa; x,) =k, (mpa FE) 只 当 严 的 变 域 作 了 某 些 限制 后 
才 有 定义 , 则 这 定理 亦 只 对 适合 这 限制 的 扩张 和; 才 成 立 .) …， 

Cb) ik plz) = m + 0+ wy Ti (x, x, y)s Me) = wy 
[p(x) = key = 0]. 由 定理 XVII, de) 是 部 分 递归 的 ， 又 如 果 
yp(*) 是 部 分 递 妇 的 则 p(x) 亦 然 .我 们 今 证 p(x) 不 是 部 分 递归 的 . 
MACEy T(x, x, yY) ik wyT (x, x, 7》) 无 定义 , 故 DEE, 
但 由 假设 ,这 时 g(x) = k ONERE. BNC Ey)T(xsx,y) > 
{ p(x). 有 定义 }. 仿 此 ， (Ey) T(x, x; y) — {p(x) 无 定义 ); Ri 
质 位 得 (参见 $ 26*13), WERBEN )> (Ey Tz, sy). MH 
WAREN) = (Ey )T Crs x, y) = (Til, x,y). HS 63 Al 
3，p(x) 不 是 部 分 递归 的 

-在 例 6 一 8 中 ,我 们 分 别 给 出 (a) (b) 两 部 分 , 用 了 以 例 释 定理 

的 这 两 部 分 ,但 是 (b) 部 分 的 结果 已 经 蕴含 了 (sa) 部 分 | 

AG 我 们 能 不 能 够 在 定理 XVII 中 把 pyR (x, y ) 加 强 为 ， 
使 R(x; y) 成 立 的 最 小 的 > 而 不 管 R(x， 0),…… “R(x, Aa 1) 是 
否 全 有 定义 ( 试 把 它 写 为 p'yRCx, y))? (a) 不 成 ,因为 ,如 果 R(x， 
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1) 为 t, 则 当 RCx,0) 由 4 变 为 {时 , pyR(x,)》) 由 1 BHO, BE 
细 些 说 , 设 RC y) REAR Xr, y) HF ple) ~ py R(x， 
y) = F(X; x). RF X, r EX Xs ri 使 得 Xx 0) Eu, Klo 
1) > 0; 则 FCXi; n) 之 1。 如果 部 分 递归 于 X?， 则 由 定理 中 的 
(a), 对 xX 的 任何 扩张 x, SHA FOO x,) = 1. ART X 
使 得 Xx, 0) = 0, WA FCX; n) 之 0， 因此 不 是 部 分 递归 于 
X 的 (因此 泛 函 FF 不 是 部 分 递归 的 译 者 )。(b) 我 们 甚至 于 可 
以 找 出 一 个 特殊 的 部 分 递归 谓词 R 使 得 WyRlz, y) 不 是 部 分 弟 
EI. HS Re, y) B FÉ y 一 p(x) Vy 一 1， 则 当 g(x) 由 4 变 
为 0 时 pyR(x,y) HIER OO. 详细 些 说 , 设 ple) 之 pyR(x， 
y) = FCH). RUFC) 之 1 而 F(0) ~ 0。 故 由 定理 中 的 (b) 可 
选 一 个 部 分 递归 使 得 9 非 部 分 递归 的 . a 
AT 如果 XCx) 二 0, 则 当 y(x) 由 u 变 0 时 (x) X) 
PEt Ka) p(x) 之 X(x) 不 是 部 分 递归 于 ,xX 的 .(b) 对 某 些 部 
分 递归 的 RE, da) 之 X(x) 不 是 部 分 递归 的 . (HER A 
$44 Cs 其 次 依 定理 中 的 (b) 配合 这 个 X Ti ob.) T 
例 8 0 sR 的 表 不 是 正规 的 ;例如 , 如 果 R = t, N4 OH 
4 变 t 时 , OS RAPE Kao) = R(x) 不 是 部 分 递归 于 9 
SR, (b) 有 些 部 分 递归 谓词 6, R, 使 得 9(x) = R(x) 不 是 部 
分 递归 的 .一 一 任何 非 正 规 表 可 同 法 处 理 . ni 


$65. 哥 德 尔 数 


RN UCuyT (2, 2) MBX FOC ats, 
Xa)” RB THB { 2} CI)" Reais tn). RE 
XVII, ©, Er 十 1 元 部 分 递归 函数 (因此 ,对 每 个 固定 的 z, 
D, En Kann 的 部 分 递归 函数 ). 若 把 定理 XIX(60) BE, 
任何 ”元 部 分 递归 函数 g(x,…, xe) AO, 依 下 法 而 得 到 

D EERE. RZA F 是 部 分 递归 的 - 一 - 俄 译注 ， 
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(66) pla, 全 (cx i) = e( x15 etes Xn)o 
而 < 为 9 的 任 一 哥 德 尔 数 . 仿 此 ， 对 完全 有 定义 的 诸 函数 严 言 ， 
U(uyT$(z; Xis* t*a Tas y)) 将 写 为 “BY8(z，zr te) so “Leye 
(zx 六 或 “zx +s xa)”, 并 有 相应 的 附注 。 综 括 言 之 ， 
得 

定理 XXI (二 定理 XVI + XIX) BM Ola, ntt 
xa) 是 部 分 递归 的 , 而 当 一 0，1，2，…… 时 8,(z，xri *， x.) 是 
2 元 部 分 递归 函数 的 一 个 枚 举 (容许 重复 ).。 仿 此 ， 对 完全 有 定义 
RPS, OF 部 分 递归 于 理 ， 并 把 那些 部 分 递归 于 更 的 ”元 函数 
加 以 枚 举 (容许 重复 ). 《部 分 递归 函数 的 枚 举 定理 . ) 

这 定理 所 以 可 能 ， 由 于 部 分 递归 函数 可 以 对 某 组 变 目 而 没有 
EX. 
让 我 们 扼要 重 述 对 完全 有 定义 的 函数 所 作 的 康 托 对 角 论 iE. 
设 C 为 完全 有 定义 的 函数 集 , 具 有 各 种 变 元 个 数 ; 设 Oz, mares 
x.) BH (APES) 了 C 中 的 + 元 函数 (固定 的 x 之 1)。 则 
P(x, X19X23"" "> x.) +1 不 可 能 sc, FS RMA RK 4 使 得 

= Ka) +1 = Dgq, qr xis tts Xn) 
前 这 是 不 可 能 的 . 如 果 由 一 函数 plz, Xis** ea tq) 到 plz» Xis 
Titt’ Xa) +1 的 运算 对 C 言 是 封闭 的 ， MIKER xz tta ta) 不 
可 能 eC. 在 特例 ,这 便 证 明了 对 一 般 递归 函数 我 们 不 能 有 相应 的 
枚 举 定理 . 
但 对 部 分 函数 言 ,我 们 却 有 
P(g, qo Ks Tn) + 1 Bg, gs rss Xs)s 

这 并 非 不 可 能 , 它 只 简单 地 意 指 ,8B(q,g, tae os te) BELEN 
m. 在 特例 ,这 便 证 明了 ， WAR go(xzi rz xs) 十 1 的 
任 一 哥 德 尔 数 , 则 当 z = x, 一 4 时， 部 分 递归 函数 B(x; zu > 
xs) 必 是 无 定义 的 . ; 2 

如 果 坚 持 OC 2, x,，*…… xs) 既 在 该 集 之 内 又 是 完全 有 定义 的 4 
我 们 便 得 到 理沙 尔 唐 论 了 ($ 11). (在 3 11 中 ”一 1.) 

在 建立 66 定 理 XXVI[ 时 ， 对 部 分 函数 的 对 角 推 理 还 将 作 
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进一步 研究 ， 

Wl 设 1(z，…，zr) 为 给 定 的 部 分 递归 函数 。 对 每 一 个 
za BU Paoa (tio tts Ho) 表 下 述 的 部 分 递归 函数 ， 只 
当 Ms z) 有 定义 时 它 才 对 于 >” R rittt ta AEX, 而 这 
时 Crott to 2,) 便 是 它 的 一 个 哥 德 尔 数 。 这 时 如 果 把 Paer (lt 
eeto aa) IE r +n ORR PCr 2 xi te)» CREM 
分 递归 的 。 因 为 我 们 有 
(67) gs， Bes X1s***s £a) = PaCo ta 2) 

Xi" Xn). pa Ge 
GES 62 (A3) 中 第 一 种 可 能 的 一 个 例子 .》 和 

EM XX 对 每 个 m“，” 之 0， 都 有 一 个 原始 BAB 
SiC 219 Vist to Ym) (定义 见 后 ) 使 得 ,如 果 e 递归 地 定义 m 十 # 元 
yo Xis" o Xn BIER P(Yıs ym Xi， NT 
每 个 固定 的 自然 数 w 矢 yist Ym Be Sales Yırı > Ym) 都 递归 
地 定义 作为 二 元 i++ te 的 函数 的 PlYı>° ymy Xi Xa). 
若 用 1 记号 ($ 10) 叙述 便 是 : 如果。 递归 地 定义 dyes emit oe 
xzogp(y1 ym xz)， 则 Säle, yy，ym)》 递归 地 定义 
Axi ean plyst s Yms xi > ade Dm : 

同样 地 ,可 把 “原始 递归 函数 .S23《z,y1,…… ts Ym) > “RIA ME 
义 ” 分 别 改 为 “原始 递归 函数 Sl, yo) AHLEN 
TEN”, KETE! 个 分 别 为 mt m 元 的 完全 有 定义 的 函 
数 或 谓词 . x 

TA 〈 当 上 = 0 时 ) 令 54(z) = zs， “moot, AENER 
》 5，ym。 当 这 些 固定 后 ， 把 Pistis Yms xz te) BH 
“plas ey tos SA : l 
(68) 9(z >is £n) = Duan es Yio Ym Xie tt Pa) | 
设 D 为 递归 地 定义 B+ 的 方程 系 ,以 g 为 主要 函数 字母 且 不 含有 
f.。 设 C 由 方程 系 D 再 加 入 下 方程 而 得 : | 

Ka, ,a,)=g(eYy>°'‘; Ym> Qi @n)> 
这 是 由 翻译 〈68) 而 得 的 。 这 个 方程 系 C 递归 地 定义 pros 
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tn). ds fs gs attt a, DIJA D, 六 ga …，aos 的 哥 德 尔 
数 。 GRP S2(z，》 Ym) 一 4X[2exp(25 + 3% - 5K)], if 

H = 2! + pa eee pie, 

下 
(BM$56,545#2,552 例 2)， 则 作为 z, 为 ,…… > Ym RARE, 
SRC es Yis' tts Ym 是 原始 递归 的 ;上 且 对 固定 的 y,……… 9m Bo Sale, 
Yis? Ym) 为 C 的 哥 德 尔 数 , 故 递归 地 定义 了 Pla ta)» 

例 1《 续 完 ) 上 文 我 们 是 从 部 分 递归 函数 ?出 发 的 ,但 即使 

从 原始 递归 函数 ?出 发 ;仍然 得 到 同样 的 Geiss z xz 
RER. 因 设 (67) 的 函数 plz nn tI U eA 
哥 德 尔 数 。 则 Sale, 213°""> 3,) 为 Wy EE “> Èr) 的 一 个 哥 
德尔 数 , 但 对 psi.…s(xis*…… Xa) Be Sales 2100005 z) RAER 
的 “Cs RA SS 为 原始 递归 的 . . 

A 2 对 任何 一 般 递 归 谓 词 RCz，…，xw，y) 言 ; 设 < 为 部 
分 递归 函数 Anz xy Ras xs, y) 的 一 个 哥 德 尔 数 。 则 
RENAE x E o Sie, x1) 都 是 zz ‘xopy 及 (zi "> Fay y 
一 个 哥 德 尔 数 。 当 且 仅 当 (Ey)R(zıs°**5 Xn» y) 时 ,这 函数 便 对 
n R By Xss Xn 有 定义 。 故 由 定理 XIX 得 


(69) CEy)R(a19++ +5 ta Y) 

+ = (Ey)T,(Siles xi), 23 tastes An Ve : 
将 = RE Sale, x1) 便 得 
(70) CEy)R(x19** +> Xn y) i 


= (Ey)T,(Sales +1), Sie, 2)» 225°"; tas > PR 
BA a = 1, HA aR “xi? LA “x” R y” XET (Ey Ra, 
x) 原 始 递归 于 (Er)T Ca, a, x)。 因 此 就 形 为 (Ex)R(a, x), RR 一 
般 递 归 , 这 种 谓词 而 言 , 《Ex)7T,(a, a, z) 的 判定 问题 具有 最 高 度 
OP 61 末 )。 更 进一步 说 ， 由 sS en 


É 


1) 本 表达 式 中 的 “2exp? BREUER. 又 为 表达 骨 断 (以 及 印 
刷 方便 ) 起 见 ， 特 引入 两 个 新 符号 H, K, etait BAA a 
意 一 一 译 者 注 . 
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* a —> Si(e,a,) Æ Sies a). METER dla) 使 
得 {a # a, > b(a;) # (ar) }a{(Ex)R(a, x) = (EDT Hla), 
Ca), x)}s 用 坡 斯 特 ([1944]) 的 用 语 说 ， 集 站 Ex)R(a, x) 的 判 
定 问题 是 1-1 地 可 化 归于 aC Ex)T (a, a, x) MAR. RK 
alEx)Tılasa,2) HERREN TEN a(Ex)R(a, x), R 一 般 递 归 , 这 
样 的 集 都 如 此 ， 坡 斯 特 证 明 ， 这 样 的 性 质 亦 为 某 些 可 递归 枚 举 集 
“天 ”所 具有 ,这 种 集 坡 斯 特 叫 做 “完备 集 ”( 坡 斯 特 [1944] ,第 295 
页 及 第 297 页 的 定理 )。 对 具 多 个 量词 形式 以 及 !. > 0 的 情形 亦 
有 这 种 结果 . 例如 ,由 (70)2 = 30 = 0), 可 以 推出 
CEx)(y)(Ez)R(a, x,y,z) .| 
= (Er)(y)(Ez)T;,(Si(e, a), Si(e, a) 9x5 Fy: D 

(参见 $ 33*71, 72); 故 就 形 为 (Ex)(y)(Ez)R(a, Xs Yə z), R 
一 般 递 归 , 这 种 谓词 言 , (Ex) Gy) (Ez) Ta, a, xy ys) 的 判定 问 
题 具 有 最 高 度 的 不 可 解决 性 、 SIE naa 
都 可 以 1-1 地 化 归 到 它 的 判定 问题 去 . 

例 3 在 例 2 中 删 去 >， 我 们 便 得 ,2(Ex)RCa， GE 
题 可 以 1-1 地 化 归于 a(Ex)T (a, x) 的 判定 问题 去 ( 故 由 例 2 P| 
词 (Ex)T,(a, a, x) R(Ex)T (a, 1) 的 判定 问题 具有 同样 的 不 可 
解决 度 ); 具 有 多 个 量词 时 仿 此 ;例如 

- (Ex)(y)(Ez)R(a, x, y, z) 
= (Ex) (y)(Ez)T,(SiCe, a,, x, ys 2), 
RHE eE uR a, x, y, z) 的 一 个 哥 德 尔 数 . 
不 阅 本 节 后 面 的 内 容 亦 可 以 理解 $ 66 的 大 部 分 结果 。 
4 记号 (将 用 于 $ 82). 如 果 
Ay Ymkıt Xa PCY yo 2 
为 部 分 递归 的 而 ¢ 递归 地 定义 它 , 则 我 们 用 
“her xngp(》 yo xi 
作为 S59(c,y，,"… ,ym) 的 缩写 ， 通 常 我 们 还 省 去 足 码 (e)。 例 如 
Cm = 0R), “4xz xza9(xz +> x,)” MEAN 1x plans 
…， ta) 的 一 -个 哥 德 尔 数 ;而 Cm > 0 An "nP Yr 
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koto’ a) PERR GAARA, HETARA m JER ytt 
ym 言 ; 其 值 都 是 下 函数 的 一 个 哥 德 尔 数 
ix‘ aPC" er) 

若 用 这 个 缩写 及 下 列 缩写 : 
8B(z，x 75 tn) 缩写 为 “{z}(r xz 
那 末 对 任何 自然 数 # 元 矢 In 言 我 们 都 有 
(71) {Axi xn pists Yms X19, Ko), ta) 

= Ply»: "3 Yms bis’ **> tn). 
当 亚 为 ! 个 分 别 为 mu; m 元 的 完全 有 定义 的 函数 及 谓词 时 ， 
亦 可 用 类 似 的 记号 “4” 

引 理 VI Be 政 为 “部 分 递 轨 ”，$ 47 引 理 1 仍 
然 成 立 。 因此 (p = 1) 时 : WR plr: r) 一 致 地 部 分 递归 
FARO, 到 ,又 在 9 的 定义 中 如 把 6 改 为 一 个 依赖 于 参数 HH 
数 欠 后 得 到 函数 9*(r xc), 那 末 p* 便 一 致 地 部 分 递归 于 
6*, Y ; ve 
EW RER EEE 9, WW 的 每 个 选择 ,方程 
RE RBA 0,0 而 定义 结果 函数 EUR de 
设 记 中 的 所 给 函数 字母 (分 别 地 表示 6, U WE gttr go M 
其 主要 函数 字母 是 f。 设 c 是 一 个 不 出 现 于 E 的 变 元 。 今 把 EE 中 
每 一 个 形 如 h(n, rt r) XE h 为 函数 字母 ， 而 mn， ……，r， 为 项 ， 
的 部 分 同时 都 改 为 h(n, tl, c), 命 其 结果 为 Ef. ik Er 为 下 
方程 系 ey 

ga “5 am > c) = Cast Paty am )>* “.. CT “” "5 Amjs c) 
= Biast tty am) l 

RE: '……， 吾 为 不 出 现 于 卫 中 的 不 同 的 函数 字母 . 命 E* 为 EtEy#。 
我 们 今 证 ,对 O*, UV 的 每 个 选择 ,方程 系 E 都 递归 地 由 O* 8 TE 
义 ep. 

试 考虑 对 0,7, c 所 作 的 任何 国定 的 选择 BCE). HF 
形 的 方程 所 成 的 集 : Ua, ,sy, 6) 一 u 而 它 是 sE” fl, Ar 
(E? 7 为 相应 的 诸 方程 (Cs,,*… ,sg) 一 马 所 成 的 集 , 即 当 我 们 对 该 

+ 382° 


BIER € 而 取 (ro >54) = O*(s15° to Sao c) 时 表示 函数 9 的 
值 的 方程 所 成 的 集 . | 
容易 看 见 ， 如果 (EI), Ei Erf ++, X) =x, M 
(ES), Ei, EHE, Xe) = x, 当然 更 有 ERM, 
E*-f(x,,--:,X,,¢) =X. 2 
我 们 今 证 其 逆 。 (EHI A TI AERO, ely, 
etts Ymo C) 一 y 而 BCI > Ym) = YEE yg}. HARA EF 
中 把 < 通通 代 以 e 后 所 得 的 方程 系 命 为 (E*).。 我们 说 ,一 方程 。 
是 一 个 c- 方 程 ， 如 果 有 一 个 由 Ex!，E* Ble ER, FEAR 
者 ee(E8*).， 或 者 eH) RAEN e 的 推演 中 其 主要 方 
ECS 54) 是 Ef 的 而 其 主 支 使 用 了 R 一 次 , 它 把 “ Re. RN 
可 以 证 明 ( 就 所 给 的 这 个 对 。 HERNE AN) IR eA c+ 
方程 , 则 CEM)» (EN eo (Et) e. HEX MARE , BBE 
号 h 的 每 一 次 出 现 都 出 现 于 形 为 hr ,r;, e) 的 部 分 中 ,任何 
形 为 人 xi Re) HE, RE En EI 推演 
出 ， 都 必 是 一 个 <- 方程。 如 果 在 刚才 所 描述 的 推 痪 中 ，, 我 们 抬 每 
个 hCn，…rcye) 的 部 分 都 同时 改 为 hr …，,r), 我 们 便 得 到 一 
ME CE? Deo EI EB ER x,) 一 x 的 推演 . si 
定理 XXIV (a) 如 果 plan, xa) 一 致 地 部 分 递归 于 部 
分 递归 函数 6, …，6.， 则 有 一 个 部 分 递归 函数 PCr: e 215 
“… En) 使 得 , 当 fttt 1; 分别 为 0,,…, 9, 的 但 何 哥 德尔 数 时 ， 
有 plz" ta tn) = pti Kit Tn) 
Cb) 如 果 9 是 一 致 地 部 分 递归 于 部 分 递归 函数 9,,…, 9,, 则 
有 一 个 原始 递归 函数 alzi 2r) 使 得 , 当 tis > tp BH A, 
-eeo 0, 的 任何 哥 德 尔 数 时 , wx(44,"…, 1,) HP 的 哥 德 尔 数 ?. 


D 根据 乌 斯 平 斯 基 ([19553], 定 理 10*; [1955], 定理 7), 断言 (b) 的 逆 定 理 是 成 
立 的 : BER p= FO,>---59,) 具有 下 列 性 质 : 存在 这 样 的 原始 递归 函数 
Metto #1)《 只 要 求 7 为 部 分 递归 便 足 ) 使 得 ,只 要 Attis ty 分 别 为 部 分 递 
HAR 98,，*…，9, 的 任 一 哥 德 尔 数 , 则 (+,，…，z,) 便 是 函数 9 的 哥 德 尔 
RK. 这 时 F 便 是 部 分 递归 的 ( 即 92 一 致 地 部 分 递归 于 9,，.…， 9,). 由 此 可 得 , 断 
言 (a) 的 逆 定 理 亦 成 立 ， 设 泛 函 p 一 F(9,。…，6,) 具有 下 列 性 质 , 存 在 这 样 
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当 于 为 二 个 完全 有 定义 的 函数 时 ， 如 果 把 “部 分 递归 于 0, 

,6 部 分 递归 ”， “可 德尔 数 ” 分 别 改 为 “部 分 递归 于 0 …， 
O, WW”,“ 部 分 递归 于 WW ，“ 由 亚 的 哥 德 尔 数 ”, 则 上 述 两 结果 仍 成 
立 。 : 
证 明 ( 当 1 = 0 时 ) (a) 由 引 理 VI, 在 由 0 …，6, 到 (rs 
…, x4》 的 定义 中 ,如 把 Als 25) BOW aC zis sa" 50) 
(i 一 1,…… r), 其 结果 得 一 函数 plz Zro Mito Xa) MDD 
递归 于 Datta Da [E Datt Pq, EMS BART pCa. + +> 
Bey zi ts te FEMS RIAA. MOC 515° to Sa) ~ Pa (tis sin" na 
sqi) E plain) = Pro otra Mit Sade 

CD) ike A plaints +s Zr Kiet xn) 的 一 个 哥 德 尔 数 ， AR 
(zis .., 2) aa Sale, Bis? "9 3); 

例 4 根据 我 们 对 $ 60 定理 XN 的 证 明 (追溯 到 $ 57 定理 IV 
的 证 明 )， 可 知 $ 61 图 la 中 的 f 可 以 是 部 分 递归 函数 wyRG, y) 
的 任何 一 个 哥 德 尔 数 。 因 为 wy R(x, vy) 一 致 地 部 分 递 轨 于 RR， 由 
定理 XXIV (b)( 应 用 到 尺 的 代表 函数 去 )， 有 一 个 一 般 递归 函数 
《实际 上 是 原始 递归 )m(z) 使 得 对 R(x,y) 的 任何 一 个 哥 德 尔 数 
rs kr) 都 是 网 la 中 的 上 这 便 证 明了 ,可 递归 枚 举 集 Co CRR 4(Ey) 
Ta» 2 》) 亦 是 一 个 创造 集 ( 坡 斯 特 [1944] 的 用 语 ). (这 里 R(x; 
y) 的 哥 德 尔 数 r 相当 于 坡 斯 特 文中 的 可 递归 枚 举 集 tC Ey) RG, 
y) 的 {基底 B”.) 

例 5 $57 定理 V 所 给 的 非 一 般 递 归 谓 词 的 例子 是 a 之 1 个 
变 元 的 . 一 一 0 元 谓词 (Ex)R(x) 不 是 一 致 地 一 般 递 妇 于 谓词 R 
的 。 否 则 ,由 定理 XXIV (a) @ = 0)( 应 用 到 代表 函数 去 ), 便 将 
有 一 个 部 分 递归 谓 河 0(z) 使 得 对 于 R(x) 的 任何 一 个 哥 德 尔 数 : 


的 部 分 递归 函数 planen re ee MIR at teot, 分 别 为 部 分 递 
归 通 数 9,，.…，, 0, 的 任 一 哥 德 尔 数 , 则 p(x， +o r= PCat? 9 
x) STZ BF sam Guid BEL, WRAP 满足 刚才 表述 的 断言 的 
条 件 ， 而 e 为 函数 As: 72.75 DC > Spo Kr) x) 的 哥 德 尔 数 则 
PAR 7X(zi，…，zr) 一 Sile 2952) 便 具 有 断言 (b) 中 所 说 的 性 质 , 因 此 由 
BECAR eB AF 便 是 部 分 递归 的 -- - 俄 译注 . 
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都 有 (Ex)R(x) = Old). Fike 为 谓词 Tta, a, x) 的 哥 德 尔 数 ， 
则 OCSiCe, RER - RENNEN, EH(Er)T, (a,a,x)=0(S! 
(e, a)). 1E (Ex)T (a, a, x) 非 一 般 递归 的 (定理 V(15)). 

ARERR ”定理 XXV NET >20 言 , 都 有 一 个 部 分 递归 
函数 vC m+, 0) 具有 下 列 性 质 。 设 > 为 部 分 递归 谓词 
Rais +5 xas 7) 的 一 个 哥 德 尔 数 。 则 vC xi," ZAE 
当 且 仅 当 (BEyD)RCzi ++ > xno Y) RL AN BREE Ras "> 
xnw，y) 成 立 的 一 数 7。 我 们 经 常 把 mw(r，x……，xrs) 缩写 为 "zy 
Rais 3 xas Y)? HEMER “vyRC as tts tary)". HER 
“使 得 Reiss rao y) 成 立 的 一 个 y (与 + AR). 

当 亚 为 /个 完全 有 定义 的 函数 及 谓词 时 仿 此 ,这 时 可 把 “部 分 
递归 ”,“ 哥 德尔 数 ”,“z,”，“vycw” 分 别 改 为 “部 分 递归 于 加 ”，“ 由 
TERR, “vd” vyh”. 

证 明 ( 当 / = OME 

valzy xiy &n) Ei 
~ Cay lTasi(es rises +s £as Cy)os (ys) UC Cy) ) =-01). 

讨论 ”最 小 数 运 算 子 py 以 及 不 定 摹 状 vy 是 计算 使 得 R(x， 
Seta Xas Y) 成 立 的 > 的 两 个 不 同 的 能 行 过 程 , 各 有 其 限制 范围 。 

设 尺 是 能 行 地 可 判定 的 。 要 计算 yy R(x any) RATE 
先 根据 对 RR 的 算法 而 决定 Ras, 2.50) 为 真 或 假 。 如 真 , 则 
取 0 为 所 找 之 数 ;如 假 ,我 们 便 试 决定 Ras, x,, 1) DAR; 
等 等 。 如 果 在 找 出 一 个 使 得 Ra: …，xn，y) 为 真 的 ?以 前 , 先 遇 
见 一 个 使 得 Ross xn y) 无 定义 的 y, 我 们 便 不 能 跳 过 这 个 
y 而 必须 (遵照 我 们 计算 过 程 的 规则 ) 无 穷 地 作出 无 效果 的 努力 、 
用 以 解决 RC(x,,.……, xs,y) 的 真 假 问题 。 对 特殊 的 玉 来 说 ,有 了 时 我 
们 可 有 别 的 过 程 来 避 开 这 个 阻碍 ,但 一 般 说 来 ,我 们 是 无 法 避 开 的 
CEILS 64 例 6). 

要 计算 vyR(Cx,-…, xa，y), 我 们 分 散 我 们 的 努力 来 就 各 个 不 
TIRI y 而 解决 Ra, xs，y) 的 真 假 ,例如 , 当 我 们 用 以 解决 
Rais ++, 2.50) 是 真 或 假 的 努力 经 过 进行 一 定 步骤 后 还 未 得 出 
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判定 时 ， 我 们 可 以 开始 从 事 于 RCz xl) 的 判定 ,等 等 。 这 
个 探索 如 果 未 终止 的 话 , 可 以 对 每 个 》 部 把 决定 Raus ++ tas y) 
的 真 假 的 算法 作 到 任意 长 。 只 要 对 任何 一 个 y 已 经 发 现 了 R(xi， 
… ,xs»》) 是 真 的 ,我 们 便 采用 该 ?而 无 须 决 定 它 是 否 最 小 的 。 用 
这 过 程 所 获得 的 > 可 以 与 所 用 的 关于 尺 的 算法 《 即 哥 德尔 数 +) 有 
KX. HAR = 0 而 叙述 ) 看 来 ， 这 有 关 性 一 般 地 是 不 能 避免 
wy. 

AG 设 >(z) 为 部 分 函数 ,具有 下 二 性 质 : (2) 如 果 r 是 部 
分 递归 谓词 RO) 的 一 个 哥 德 尔 数 ， 则 (Ey)R(y) > R(v’(r)). 
(b) 如 果 r,s 为 同一 谓词 的 两 个 哥 德 尔 数 , 则 >(r) = o's). BN 
将 证 明 , > 不 是 部 分 递归 的 。 设 对 每 个 和 把 部 分 递归 谓词 Re 及 
”54 定义 如 下 ; | 

Riy) Sy =0Vy=1 +0- pT (Rk,k, z), 

SiG) =y = 0+ weT Cho k, 2)Vy = 1. 
Wreksa DEH Re 及 Si 的 任何 哥 德 尔 数 。 任 给 ,Ri(0) 及 s1) 
是 真 的 , 故 由 〈a)，>(rt) vl) 均 有 定义 .如果 《Ez)T,(%， 
人 ，z)， 则 (>)[Rt(Cy) EINE BR 与 54 是 相同 的 谓词 ; , 故 用 
(b)> vr) = rn), BU (Ez)T:Ck, ks z) > v Cri) = v' (s1) fi 
质 位 《参见 $ 26*12)， 

(rt) Æ v'(sk) > (Ez )T,Ck, k, z). 
反之 ,如 果 ( 五 5)TiCt， bz), N Re AMY = 0 AAM NOR 
对 ?一 1 为 真 * 故 由 (a)，> (rt) Æ v Cs). RB 
v (r) # 2 Cs) = (Ez)T.(k, k, z) = (2)T (ks ks z). : 

用 以 定义 RO) RSG) 的 表达 式 是 二 元 4，y 的 部 分 递归 谓词 ; 
设 这 两 谓词 分 别 具 有 哥 德 尔 数 > 及 *。 我 们 可 取 rh 一 SiC, h 及 
se 一 Sl A)。， 从 而 得 到 等 价 式 (Sir, k)) A v'(Sisy k)) = 
Til 2). WF >” 是 部 分 递归 的 , 则 左 端 将 是 天 的 -一 般 递归 
谓词 ;但 右 端 则 否 (定理 V(14))。 
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§66. 递归 定理 


定理 XKVI 对 任何 > S 0 BR FCS rise +s ra) 为 一 个 

部 分 递归 泛 函 ， 其 中 函数 变 元 “的 变 域 是 ” 元 部 分 函数 .中 方程 

Urs) = FCS xz) 
对 “有 一 解 p, 使 得 “的 任何 解 p 都 是 ?的 扩张 ,并 且 这 个 解 9 是 
部 分 递归 的 . 
it. 40 tel 个 部 分 函数 及 谓词 时 ， 
Ars) S FC, D3 xi ++» Xe) 

对 “有 一 解 wp， 使 得 《的 任何 解 BEP TR, HERTE 
是 部 分 递归 于 更 的 .〈 第 一 递归 定理 。) 

证 明 《 当 = 0, n m 1 时 ) 令 为 完全 无 定义 的 函 教 ， 我 们 依 

次 引入 Pio Pr» Pss” "如 下 

pils) = Flp x), pile) = Flo r); 
3x) = Flo; x),°* 

因为 mw 是 完全 无 定义 的 , 故 om 是 m 的 扩张 故 由 定理 XXI (a), 
WP: 是 p 的 扩张 ， ps 是 Pı 的 扩张 ,等 等 。 xp 是 Pos Pir Pr» “> “的 
“BRRR BHES *，p(x) 有 定义 当 且 仅 当 有 :* E pO HE 
X 这 时 pk 的 值 便 是 这 些 GO NAHER, Ys> 最 小 的 这 样 
sR. SA: 

G) 对 每 个 r, p(x) = F(pi x), 试 考虑 任 一 *。 设 p(x) 
AEM. 则 有 * BB] = par) [由 8 的 定义 ] = Flops x) 
[由 pe EM ISF(p; +) [HER XXI a), APB ,的 扩张 ]。 
反之 , 设 Fo; *) 有 定义 ; 命 其 值 为 &。 因 了 是 部 分 递归 的 ,所 以 有 
一 方程 系 忆 递归 地 由 “而 定义 下 (5; x), REA DEREN F 
母 ,以 8 为 已 给 函数 字母 ; 这 时 有 一 个 由 EP, F 到 f(x) — k HH 
BH. 设 班 中 的 方程 出 现 于 这 个 推演 中 的 是 下 列 方程 ,g(y) “= t, 
s+, yp) = zp (M z; = POD MLA FES snes t 使 (一 
Pa Ws’; pp) = 2,02). 设 s = max (5 Sp). 则 
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POD = p o> p Or) = p Or). W gO) S oto 
ge) = zE. HE, FH f(x) = k, ik 
k = Fp 2) ~ pal) = pl). 

G) 如 果 对 于 每 个 zx 都 有 PER) = Flo) N p 是 9 的 一 
个 扩张 。 ABR s 作 归 纳 而 证 明 下 事实 便 够 了 : 对 每 个 x, MR 
PAFHENN PR) = p1). AR: :二 0 空虚 地 为 真 。 归 纳 
推 步 。 设 对 一 个 给 定 的 x, pr OAH MM 

PH) = Flp; x) = Flop’; x) 
[由 定理 XXI(a), 因 由 归纳 假设 , p 是 9; 的 扩张 ] 之 g'(x)。 

Gi) 如 果 F 递归 地 由 “而 定义 FCC. x), 在 中 把 已 给 函数 
字母 8 改 为 主要 函数 字母 f 后 设 得 方程 系 E, 则 E 递归 地 定义 p。 
这 只 须 证 明 下 事 便 够 了 : Ea) [=k 当 且 仅 关 有 * 使 
ela) =k, 容易 看 见 , 如 果 p(x) = k, N EHE) = k. SEK 
逆 。 我 们 就 《 作 归 纳 而 证 明 : ”如果 对 f(x) = k 有 一 个 高 度 为 
ROWER MA s 使 p;(x) 一 《。 如 有 必要 可 把 这 推演 更 改 ,使 得 在 
任 一 用 R2 的 推理 中 (其 小 前 提 星 f(y) = z 形 )， 其 大 前 提 中 只 有 
f(y) 的 一 个 出 现 是 被 替换 以 z 的 (动作 1). 在 推广 内 各 方程 中 f 的 
出 现 可 依照 显然 的 方法 分 成 两 种 ,一 种 是 由 F 中 f 的 出 现 而 来 的 ， 
一 种 是 由 F 中 8 的 出 现 把 g 改 为 上 后 而 来 的 。 今 考 虑 根据 R2 的 
推理 (其 小 前 提 呈 f(y) = z 形 ) 而 被 替换 的 部 分 从 y) 其 ETF 
中 的 g 而 来 的 . 今 设 有 ?个 这 样 的 推理 ,其 小 前 提 分 别 为 fK(y)= 
2° 19) = 2: 它们 的 下 面 不 再 有 同类 的 前 提出 现 。: 这 个 
前 提 ， 在 动作 1 之 前 ,都 是 出 现在 该 推演 的 尾 方程 之 上 的 ; 故 应 用 
归纳 假设 可 得 , Spp) :22 = Pil Yr) = Pp)» 
这 里 se malsate, s). 今 在 动作 1 以 后 的 推广 中 ;把 所 有 在 
f(y) = Zin oes f(y) =z, 以 上 的 方程 都 除去 ， 试 考虑 余下 的 
树枝 形 〈 作 动 2)。 在 这 树枝 形 中 ， 凡 f 的 出 现 如 果 〈 在 动作 2 以 
前 ) 是 由 F HAY g 而 来 的 , 今 再 换 回 g (动作 3)， 这 种 的 都 是 出 
现在 方程 的 右 端的 ,因为 8 既是 F 中 的 已 给 函数 字母 , 故 在 F 中 只 
在 右 端 出 现 ;因此 ,下 列 各 方程 中 的 f 均 不 被 动作 3 所 更 改 ; 在 动 
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作 3 以 前 已 作为 R2 的 前 提 的 那些 方程 以 及 尾 方 程 fa) =k, 最 
后 把 fy) =z, =, f(y) = zp 中 的 f 改 回 8 (动作 4), 这 便 
使 得 被 动作 3 所 破坏 了 的 依 R2 而 作 的 推理 又 恢复 为 推理 3。 结 
果 所 得 的 树枝 形 便 是 由 FE2:,F 到 f(x) 一 区 的 推演 。 故 得 
k= FCg,; x) = Pelr). 

Wl 试 考 虑 下 问题 : 找 一 个 部 分 递归 函数 p 使 得 
(a) . p(z) = p(x); 
BORK i 而 解 方程 “(x) = C(x), BRET) RAB 该 方 
程 。 但 满足 该 方程 而 具有 最 小 的 定义 域 的 部 分 函数 是 完全 无 定义 
WRK. RREA PAM PGE FCC; x) EI); 

例 2 试 找 一 个 部 分 递归 函数 p 使 得 
(a) p(x) = p(x) +1; ' 
即 就 5 而 解 $Cx) = ble) +1. 只 有 完全 无 定义 的 部分 函数 才 满 
RE. 这 当然 是 本 定理 所 给 的 解 POE Fl; xz) 全 Kx) 二 

例 3 试 找 一 个 部 分 递归 于 X 的 函数 9 使 得 | <4 

po) =q, 

” ee ) SXU, ply)) 
(S 43 模式 (Va))。 对 一 个 给 定 的 Xx 言 ， 只 有 一 函数 Pp 满足 它 ,由 
定理 XVI (a) 我 们 已 知 它 是 部 分 递归 于 x 的 ,但 ee 
定理 在 这 里 如 何 应 用 ,可 先 把 (a) 重 写 为 
Œ) PO) = F(p, X; x), KB 


q 当 * 一 0 时 ， 
F(l,%3x) = Be $x 一 1)) YHr>oM. 
(等 价 地 ,可 写 为 


F(C,%3 x) = awl{x = xw = q} V {x > 0&w 
= X(x1,l(&-1))}]). 
因为 FCC, X; 2) 是 部 分 递归 的 (用 定理 XVII,XX (c) 或 用 XVI, 
XVIII, XX (a). REEE, o 是 部 分 递归 于 X 的 . 
A4 SHEE XVI 给 一 个 新 证 明 (这 证 明 已 以 各 种 面貌 
出 现 于 克 林 Kleeue[1935, 1936, 1943] 中 ). ig 
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pls) 全 py[XCz y) = 01. 
则 p(x) = p(x, 0), XB 
(a) Plr, y) = pti>y [XCx, 1) = 0]. 
但 p(x,y) 是 满足 下 面 方程 的 具有 最 小 定义 域 的 部 分 函数 
了 U Xlr, y) 一 0 时 ， 

= | p(x, 4 Xz, y) #0 时 . 5 
由 定理 XX (c)( 及 其 第 一 个 证 明 》(b) 的 右边 呈 FC(gp, X; r, 3 形 
而 FC, X; x,y) 是 部 分 递归 的 ; 因此 , 依 本 定理 ，qp(x, y) 因而 
9p(x) 便 是 部 分 递归 于 X 的 。 
讨论 4) = 0 时 本 定理 说 ;我 们 可 以 任意 提出 下 形 的 关系 
(72) PLrist xa) Fp; ri +, x,), 
CEER PREH plero to x，) 用 P 本 身 及 mm，.…，x* 根据 
部 分 递归 函数 理论 所 已 经 处 理 过 的 方法 来 表示 ;并 可 作出 结论 说 ， 
满足 这 关系 式 而 且 具 最 小 的 定义 域 的 部 分 函数 是 部 分 递归 的 ， 

更 进一步 ; 当 ! > 0 时 ,本 定理 说 ,可 以 提出 下 列 的 关系 式 
(73) 9(z 20) = Fp, 8; x ra) 
因而 这 定理 可 用 以 把 一 大 堆 方 法 推广 到 别 的 应 用 上 去 . 

我 们 所 讨论 过 的 各 种 特殊 种 类 的 “递归 式 ”($ 43, $46 及 $ 55 
起 首 处 )， 都 是 把 函数 的 未 定 值 p(x,,…, xn) 用 在 前 的 变 目 处 
《依照 对 变 目 n 元 矢 所 作 的 某 种 特殊 排序 的 ) 该 函数 的 值 而 RK 
的 。 现 在 我 们 有 一 般 “ 递 归 式 ”, 其 中 值 p(z………，x*。) 与 同一 函数 
的 其 它 的 值 之 闻 的 关系 很 是 随便 ， 只 要 其 依赖 性 能 够 用 预先 处 理 
过 的 能 行 方 法 加 以 描述 便 成 . 

但 是 作为 通常 的 ( 即 完全 有 定义 的 数论 函数 Tm 的 定义 言 ， 所 
给 的 递归 式 却 嫌 含 混 , 由 于 它 可 被 多 于 一 个 函数 所 满足 ( 例 1 或 例 
4 (b), 当 7 对 无 穷 多 个 ? 值 不 为 0 时 )。 但 我 们 可 只 取 下 者 
作为 解答 , 即 只 当 递 归 式 要 求 它 有 定义 时 它 才 有 定义 , 它 最 对 我 们 
有 兴趣 . eh ， 所 给 的 递归 式 可 能 是 不 相 容 
的 ( 例 2); 但 我 们 所 找 的 解 只 是 邵 分 函数 ,因此 困难 也 就 克服 了 。 
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当下 为 一般 递归 时 ， 这 两 种 困难 都 可 出 现 ( 例 1 及 例 2)。 当下 
为 不 完全 定义 时 ， 在 我 们 一 般 约定 下 ($ 63)， 该 递归 式 既 可 直接 
要 求 该 ?对 某 些 变 目 是 无 定义 的 (如 例 3, 当 X 取 作 完全 无 定义 的 
函数 时 )， 亦 可 通过 不 相 容 性 而 间接 地 要 求 其 无 定义 (未 必 如 例 2 
BRAT). 

给 出 一 个 形 如 (72) 或 (73) 的 关系 式 ， 要 认 出 对 什么 样 的 变 目 
ritto £a ARRE proto x。) 必须 有 定义 , 这 是 一 个 很 困难 
的 问题 . 这 问题 与 下 列 问 题 不 同 ， 认 出 具有 最 小 定义 域 的 解答 ? 
的 部 分 递归 性 ,后 者 已 由 第 一 递归 定理 解决 了 。 

我 们 可 用 该 定理 来 叙述 $ 62(A2) 所 说 的 情形 。 我 们 以 前 用 以 
证 明 一 个 能 行 地 可 计算 函数 必 是 部 分 递归 的 (因此 ,如 果 完 全 有 定 
义 的 话 便 是 一 般 递 妇 的 ) 方 法 ,现在 已 经 发 展 了 , 亦 可 用 以 处 理 对 
一 函数 可 能 提出 的 任何 能 行 的 定义 了 ， 在 普通 语言 中 . 要 描述 计 
算 一 新 函数 9 的 过 程 ,我 们 需要 能 行 地 说 明 ,函数 值 plr 2) 
如 何 地 通过 9 的 已 计算 过 的 值 而 获得 .在 说 明 中 ， 我 们 正常 地 是 
使 用 已 经 预先 研究 过 的 能 行 地 可 计算 函数 ,命题 演算 的 联结 词 ;可 
能 还 有 有 界 量词 (无 界 量词 不 是 能 行 的 ) 以 及 形 如 “使 得 … 成 立 的 
最 小 的 数 ”的 描述 。 这 些 话 都 可 以 翻译 成 我 们 的 理论 中 已 经 处 理 
过 的 运算 去 (参见 ,特别 地 ,定理 XVIT 及 XX)。 因 此 整个 的 说 明 
便 如 第 一 递归 定理 所 说 的 ; 即 我 们 可 把 它 表示 为 下 列 的 叙述 : P 
须 对 某 个 下 而 满足 (72), 并 且 只 当 根据 这 个 说 明 而 使 得 它 有 值 时 
EAA, Be 须 是 满足 (72) 的 具有 最 小 定义 域 的 函数 . 因此 
依照 定理 我 们 可 作出 结论 说 ,P 是 部 分 递归 的 . 

除 上 述 的 以 外 ,其 它 运算 亦 可 用 已 经 考虑 过 的 方法 而 处 理 , 例 
如 几 个 函数 的 联 立定 义 (参见 $ 46 04). 我们 希望 其 它 可 能 使 用 
的 观点 亦 能 够 先 用 上 述 的 词汇 来 说 明之 。 我 们 今 把 结果 这 样 地 表 
述 ,使 得 不 但 成 为 证 明 某 特殊 函数 的 部 分 (或 一 般 ) 递 归 性 的 方法 ， 
而 且 遇 必要 时 还 可 以 增加 我 们 可 能 使 用 的 方法 . 

-定理 XXVI 对 每 个 > 0 言 ， 给 定 任何 部 分 递归 函数 
23 rz，xro)， 都 可 找 出 一 数 。， 它 递归 地 定义 Ole, aye, 
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xn)» 即使 得 
(74a) Le} (xz ts ta) = bles tists Kn) 

Ar, WI AESAZLOBRRBAY SS, Wi “BD 
归 ”,“ 递 妇 地 定义 ”,“{ PIE “EB BIA 7 ve 
地 定义 ”,“{ Y”. 《递归 定理 , 克 林 [19381) 

证 明 (! 一 0 时 ) BROS y) titte x.) 是 部 分 递归 
的 (参见 定理 XXI). 设 f 递归 地 定义 它 , FR e = SC f)» 则 
e 递归 地 定义 由 下 法 所 得 的 = 元 函数 ， 即 在 CS Yo Xu" > 
x.) 中 把 变 元 y 代 以 了 所 得 的 ; 即 。 递归 地 定义 ACS Gs 有 人), x 
… > %q) BA e 递归 地 定义 bles xz …，xw), 如 所 和 欲 证 。 . 

讨论 ”这 定理 可 以 读 为 ,对 任何 部 分 递归 函数 9? 言 , 下 方程 

E E | 

可 对 * 求 解 。 这 里 ， 关 于 记号 方面 可 参见 $ 65 尤其 (66)， 由 这 方 
程 的 解 。 所 递归 地 定义 的 函数 (zi t ,x。), 若 改写 为 p(x，………， 
xa)» W) (74a) 可 写 为 
(74b) Plr zn) = bles zi xn)。 
但 ples zist zs) 可 为 任意 的 ”十 1 元 部 分 递归 函数 . 因此 这 定 
理 说 ,可 找 一 个 部 分 递归 函数 p, CHAE BPG to THE 
自己 的 一 个 哥 德 尔 数 ,。 及 rtie x 通过 任何 预先 指定 的 部 分 递 
HAR > MARK. A ,在 作出 9 BARE RI Re, © OB 
数 本 身 仍然 是 可 以 使 用 的 ,因为 ,在 作出 ple, tia" "> xs) 时 ,可 以 
jE e RAWD, Cesu: su) (ABA elus xn)) 的 部 分 中 ， 
Pres tis +> Un) EE plus + ,us)。 为 强调 这 点 可 叙述 成 一 
系 理 .( 当 ! > 0 时 其 说 法 读者 可 自 为 之 . ) | | 

R “给 定 一 个 部 分 递归 泛 函 FG z ro r), AETA 
n 元 部 分 递归 函数 为 变 域 ， 总 可 以 找 出 一 个 部 分 递归 函数 及 
的 一 个 哥 德 尔 数 。 使 得 
(75) plz) X F(p; e, 215°", xn). 

PTE — TABS ER FCC, 0,,……, 0,; 25 win Wis Ms 
“……，xn)， 这 里 “以 二 元 部 分 递归 函数 为 变 域 ,而 91,…, 9, 的 变 
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城 则 是 具有 明 指 变 元 个 数 的 部 分 递归 函数 ， 总 可 找 出 一 个 部 分 递 
RR plws Wes xb yx) 及 9 的 一 个 哥 德 尔 数 。, 使 得 当 
hiteto Z, ZBA Oteto 9, 的 任何 哥 德 尔 数 时 ,都 有 
(76) pls’ les Ks" " "> x,) =F(p; Bis tts 6,3 ligt? *5 
fro Hint? Yn) 
证 明 ( 一 0 时 ) 由 定理 XXIV (a)， 可 找 一 个 上 十 2 元 部 
SAHRA A E 
FCC; Zs Lis’ * "> x) = p(s, By Xis’? "9 tn)» 
KE s 是 风 的 任何 哥 德 尔 数 。 今 令 ples xi tty tn) X Ole 2 
xi :xn)。 再 根据 本 定理 就 (74) 而 找 数 <。 把 := 所 递归 地 定义 
HARSA prs ae xn)， 我 们 便 得 ` 7 ö 
pr Xn) = ple, Xis’? > Xn) = ple, CH Bia "Sy Xn) | 
x F(p; es rs-, Xn) 
讨论 ( 续 完 ) 当中 一致 地 部 分 递归 于 《时 * RITE ARE P 
是 部 分 递归 于 作为 函数 的 巧 当 四 是 +,… xs 及 5 的 一 个 可 德尔 
数 的 部 分 递归 函数 时 ,我 们 可 以 看 作 p 部 分 递归 于 作为 客体 的 已 
定理 XXVI 不 同 于 定理 XXVI 之 点 在 于 ,在 用 q 术 身 及 :x1,:……， 
xn MARKER Ps) 时 ,9 不 但 可 作为 函数 而 出 现 , 还 
可 以 作为 客体 而 出 现 。 我们 亦 可 以 作 结论 说 ， 有 某 个 部 分 递归 函 
Ro 满足 这 关系 ;但 在 定理 XXVI 证 明 中 的 pC(S%(y,y), xs 
… xn)， 若 对 ERI RHEA A f IE Panne 
OME p. 
定理 XXVI 并 不 完全 包括 定理 XXVI 作为 其 特例 ， MER 
i een aes ies (这 时 , 系 中 的 F(t; z, ri 
"sx, ELHA F Cg X Xa)), 因 为 由 定理 XXVII 的 证 明 
并 没有 和 出 《至 少 必须 再 继续 论证 ) 所 得 的 部 分 递归 的 解答 p 必然 
地 是 具有 最 小 定义 域 的 。 因 此 , 当 加 入 论点 了 I*, I (b) 及 I*1(b) 
后 ,定理 XXVI 与 其 系 合并 可 代替 定理 XXVI, 但 若 只 加 入 F(a) 
RE (ea), WERE. 
4R RBARNRRBERAB ,我 们 才 有 工具 把 每 个 能 行 
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地 可 计算 函数 看 作 数 论 上 的 客体 。 至 于 总 有 一 个 能 行 地 可 计算 天 
数 来 适合 任何 的 “递归 式 ”, 在 其 中 它 除 了 作为 函数 而 出 现 外 还 可 
作为 客体 而 出 现 , 这 点 便 是 该 论点 的 一 个 后 承 ,而 在 今后 的 发 展 中 
非常 有 用 的 . 
例 2〈 续 完 ) 试 不 用 定理 XXVI 而 用 XXVI 处 理 之 ， ,把 定理 
XXVI 中 的 b(z, x) 取 为 Oz, x) +1, 
例 3 (a) 同上 ,而 取 
plz, x) =FÜlrd (2, x), X; x) ~ pw[(x = 0&w = 4) 
Vix > 0&w = X(x+1, Øz, x-1))}]. : 
AS 给 出 固定 的 部 分 递归 函数 0, 0;, 要 找 一 个 具 下 性 
质 的 部 分 递归 函数 p. MR bz) 一 0 则 p(x) 一 1。 如 果 
0.《x) = 1 U pl) 之 0,(qp(0;(x))). MHA) 一 2 则 ， 
p(s) = ACHAP 
这 里 sw* 是 递归 地 定义 4yp(64(x，y)) 的 一 数 。 首先 注意 , 如果 
eX" 的 任 一 哥 德 尔 数 ， A POr, y)) ~ O(c, O(xsy)). M 
Azxy®\(2, 8,2, y)) 是 一 个 固定 的 部 分 递归 函数 . 如果 e 为 它 的 
一 个 哥 德 尔 数 , 则 Sie, r) EE Aye, O5(x, y)) 即 4y@(8s(x， 
7)) 的 一 个 哥 德 尔 数 。 故 根据 上 述 三 性 质 p 须 满足 下 方程 
(a) Pla) = pw[{0(x) = daw = 1}V {0,C~) 一 le, 
w = 6,(p(6;(~)))} VOC) = 2& 
© w= 6,(Si(g, e, z))}]. 
这 便 是 系 中 的 (75) 形 ,因为 (用 定理 XVI, XVII，XX， XXH 
WE Flo; e, x*) 形 ,而 F(5; 2, xz) 为 一 个 固定 的 部 分 递归 省 函 ,而 
< 可 为 9 的 任何 哥 德 尔 数 . 若 用 本 定理 , 则 可 改 取 
pz, z) = pw[{O,(x) = 0&w = 1}V{0(x) = lg 
w = 6,(8,( 2, 8(&)))} V {0, (x) = 2& 
w = 6(Si(g, z, x))}]. 
在 克 林 [1938] 中 已 出 现 上 述 问题 , 不 过 其 中 的 0,,…, 6, 为 特殊 
的 函数 罢了 .我 们 可 把 它 推广 ,把 9,5, 6, 看 作 未 明 指 的 部 分 
递归 函数 。 设 4.,*……，zs 为 它们 的 任 一 哥 德 尔 数 。 如 果 AH 
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rewxy®,(2z, Pw, x, yY) 

的 一 个 哥 德 尔 数 , 则 S53Ch, estss x) EE 2yP.Ce,9,C5,x, y)) 即 
4yqp(6:(x,y)) 的 一 个 可 德尔 数 。 根据 上 述 性 质 , 9 便 须 满足 下 方 
程 
(b) p(x) = ql tes x) = awl{d,(&) 一 0smw = 1} 

VOC) = law = 0,((0,(*)))}V {0.(x) = 2& 

w = 6,(Si(h, es ts, x))}]. 
由 系 理 的 第 二 部 分 , BATT ATR — PBB AK p(w sws 
x*) 及 四 的 一 个 哥 德 尔 数 。 使 满足 (b)。 
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第 十 三 章 THUR wR 


$67. 杜 令 机 器 


假设 有 一 人 根据 下 列 的 预先 给 定 的 能 行 指示 而 计算 在 某 组 
给 定 变 目 处 一 函数 的 值 。 在 实施 计算 时 ， 他 将 使 用 有 限 个 同 种 类 
的 不 同 的 符号 ， 在 同一 时 间 内 他 只 能 观察 到 有 限 个 符 号 《的 出 
A). 他 能 够 记忆 预先 看 过 的 别 的 记号 ,但 也 只 能 是 有 限 个 的 。 预 
先 给 定 的 指示 也 只 能 是 有 限 多 个 。 但 指示 应 用 到 有 限 多 个 看 到 的 
及 记忆 起 的 记号 去 后 ,他 只 能 实施 一 动作 ,用 有 限 个 方法 把 状态 更 
改 ,例如 ,增加 或 榨 去 某 些 记号 的 出 现 , 把 他 的 观察 移 到 别处 ,把 刚 
才 看 到 的 录入 他 的 记忆 中 。 继续 这 些 动作 一 定 能 使 他 从 代表 变 目 
的 那个 符号 表达 式 转 到 代表 函数 值 的 符号 表达 式 去 。 

现在 我 们 要 间 ， 能 不 能 把 计算 员 所 实施 的 动作 分 解 成 为 一 些 
“原子 ”动作 ， 使 得 任何 可 实施 的 动作 都 是 这 些 原子 动作 的 继续 . 
原子 动作 将 是 下 列 动作 的 合并 : 认 出 给 定 符号 的 一 次 出 现 ， 擦 去 
这 次 出 现 , 写 下 一 符号 的 一 次 出 现 , 在 一 给 定 符号 序列 上 从 一 个 观 
察 点 转 到 邻 点 ,并 更 改 记忆 情报 . 

这 个 分 析 首 由 杜 令 (11936 一 7], 收 到 时 为 1936 年 5 月 28 H) 
所 从 事 ,他 给 出 一 种 计算 机 器 的 定义 。 同 样 的 分 析 亦 由 坡 斯 特 ( 坡 
斯 特 [1936], 收 到 时 为 1936 年 10 月 7 日) 简短 地 给 出 . 

当 我 们 熟悉 杜 令 机 器 以 后 我 们 再 给 出 一 些 明证 ， 以 指出 这 个 
分 析 是 完全 的 ， 即 对 任何 的 能 行 地 可 计算 的 函数 都 可 作出 一 杜 令 
机 器 来 计算 它 ($ 70). 


1) AXA compute, LARA AE MLB REN iW ERT 
器 以 后 便 译 为 “机 算 ?， 至 于 computable 则 从 头 到 昆 译 为 “可 机 算 的 ”一 一 译 
atk. 
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我 们 首先 表述 杜 令 机 器 的 意念 如 下 . 

机 器 附 有 一 条 线形 的 带 ， 其 两 端 ( 左 及 右 ) 都 是 (潜伏 ) 无 穷 地 
长 . 带 被 分 成 方 格 。 每 个 方 格 都 可 以 是 空 的 或 可 有 有 限 多 个 符号 
Soo G SI 印 在 其 上 ,这 些 符号 对 每 一 种 特殊 机 器 言 都 是 固 
定 的 如果 我 们 把 “ 空 ” 写 为 so, 刚 一 给 定 的 方 格 可 以 有 i 十 1 种 形 
BZ: so，,"……，s;。 使 用 这 条 带 时 ,在 任何 “情况 ”之 下 ， ER LAA 
PA 2 0) 方 格 已 被 印 着 。 

带子 通过 机 器 ,使 得 在 一 个 给 定 的 “情况 ”之 下 ,机 器 恰巧 注视 
一 方 格 (被 注视 方 格 )， 在 这 方 格 内 的 记号 ,如 果 空 时 则 指 5, 便 叫 
做 被 注视 的 记号 ( 虽 则 严格 地 说 , so 不 是 一 记号 ). 

机 器 可 以 在 有 限 多 个 (机 器 状态 (以 后 省 译 为 机 太一 — 译 者 ) 
qot guk 之 1) 之 一 之 下 ( 杜 令 叫做 “机 器 布局 ”或 “m 布 局”).qo 
叫做 被 动 (或 终止 ) 机 态 ; 而 qi,*…, qe 叫做 主动 机 态 。 对 一 特殊 
的 机 器 说 , 9%,………，qk 是 固定 的 。 

《 纸 带 的 及 机 器 的 ) 情 况 ( 杜 令 叫 做 “完全 布局 ”) 包 括 三 者 ; 一 
个 特殊 的 带 上 印 录 ( 即 在 什么 方 格 上 印 着 什么 符号 ), 在 机 器 中 的 
带 上 位 置 ( 即 什么 方 格 被 注视 着 ) 及 一 个 特殊 的 机 态 〈 即 机 器 是 在 
什么 机 态 之 下 )。 如 果 这 机 态 是 主动 的 ， 则 该 情况 便 叫做 主动 的 ; 
香 则 便 叫 做 被 动 的 . ; 

给 出 一 个 主动 情况 ， 机 器 便 实施 一 个 (原子 ) 动 作 ( 杜 令 电 做 
一动”)。 所 实施 的 动作 是 由 所 给 定 的 情况 中 被 注视 符号 % 及 机 
态 q. 而 决定 的 ， 对偶 (s%，, q.) 叫 做 布局 ( 当 q 为 主动 的 时 , 它 叫 主动 
的 ;否则 叫 被 动 的 ). 该 动作 把 情况 的 三 个 部 分 更 改 了 ， 得 出 一 个 
新 情况 如 下 . 首先 被 注视 的 符号 由 s 变 成 s;。( 但 a 二 6 是 可 以 
的 ,这 时 “变换 ”是 恒 等 变 换 . ) 其 次 ， 在 机 器 中 的 带子 被 移动 了 (或 
机 器 沿 带子 移动 ), 使 得 在 新 情况 中 被 注视 方 格 与 原 给 情况 中 被 注 
视 方 格 相 比 较 , RERE, 或 在 同一 位 置 或 在 其 右 . 第 三 ,机 态 由 
qe BERK qa (但 < 一 4 是 容许 的 .) 

如 果 所 给 的 情况 是 被 动 的 ， 则 机 器 不 实施 任何 动作 . 

机 器 照 下 列 方式 而 使 用 。 我 们 选择 一 主动 情况 来 开动 该 机 
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器 ， 这 出 做 开始 情况 或 输入 。 我 们 的 记 法 将 把 在 这 情况 时 的 机 态 
《开始 机 态 ) 记 为 9。 机 器 于 是 实施 一 原子 动作 。 如 果 这 动作 以 后 
所 得 的 情况 是 主动 的 , 则 机 器 又 再 动作 。 机 器 照 这 样 继续 下 去 ,只 
要 继续 得 出 主动 情况 ， 便 继续 作出 动作 。 如 果 万 一 达到 了 被 动情 
况 ， 我 们 便 说 机 器 停止 。 它 停止 时 的 情况 叫做 终止 情况 或 输出 。 
由 开始 情况 到 终止 情况 (如 果 有 的 话 ) 的 更 改 ， 可 以 叫做 机 器 
所 实施 的 运算 . 
要 描述 原子 动作 ,我们 使 用 具 下 列 三 形状 之 一 的 表达 式 : 
ssLqas ssCqa, ssRqa. 
这 里 “$L”,“C”,“R” 分 别 表示 结果 所 得 的 被 注视 方 格 在 原 给 的 被 
注视 方 格 之 左 \ 同 (之 中 )、 之 右 。 

… 这 动作 的 第 一 部 分 ( 即 由 % Æ s) 有 四 种 情形 当 一 0 而 
b> 0, CEW s”; 4 a> 0m b= 0, N] RE s; 4a,b>0 
Hab W RE s, 印 上 ss” 或 简单 地 是 “ 改 印 s am N 
AER”. 我 们 常 把 这 一 部 分 描述 为 “ 印 s,”， 而 不 再 区 别 各 情 
形 . . 
pe ee eA? Sis +> 8; REIN 
q'e Geo 对 每 个 主动 机 态 还 要 明 指 所 实施 的 原子 动作 。 这 种 所 
l 作 动作 的 角 指 可 用 & 行 7 十 1 列 的 (机 器 ) 表 而 描述 ， N 
EMMA, i 十 工 列 用 以 列 方 格 形态 。 

Al 下 表 定义 一 机 器 (“机 器 A”), 只 具有 一 mi Si EE 
DIE q。 


机 器 名 Re 被 注视 符号 
| % s 
u | qı siCqe sıRq 


BRT SHEARS |" ERTE, MRA POE 
带 放 到 机 器 去 , 使 得 上 面 写 有 机 态 q 的 那 一 格 是 被 注视 方 格 时 。 
机 器 将 怎样 动作 。 未 曾 写 出 的 方 格 其 形态 如 何 将 是 没有 关系 的 ， 
在 动作 过 程 中 它们 亦 是 不 受 改变 的 。 


.398 « 


oo EENE 7 
Per 
机 器 在 机 态 q 中 ,所 注视 的 方 格 内 印 有 记号 s. RAAT RE 


所 要 求 的 原子 动作 是 sRq， 即 对 被 注视 方 格 的 形态 不 作 更 改 , 机 
器 向 右 移 ,仍然 取得 机 态 q。 结 果 情 况 便 如 下 . 


qı 
Ceon 
其 后 的 三 个 动作 便 依 次 地 得 出 下 列 各 个 情况 ,在 最 后 的 情况 下 ,机 
器 停止 


noun 
ek. 
wea 


机 器 % 实 施 下 列 的 运算 : 它 找 出 被 注视 方 格 右面 (本 身 在 内 ) 的 第 
一 个 空格 ,在 那里 印 下 | ,并 注视 该 方 格 而 停止 . 

现在 我 们 定义 所谓 一 机 器 把 一 个 = 元 部 分 数论 函数 9 加 以 
“机 算 ” 到 底 指 的 是 什么 (参见 $ 63 )， 至 于 就 通常 的 ( 即 完 全 有 定 
义 的 ) 数论 函数 而 作 的 定义 ,只 须 删 去 ples ++, re) 可 能 无 定义 
的 可 能 性 便 成 了 . 

人 0, 1, 2,… 分 别 用 竖 号 | ,1 ,| 人 |… 

坚 号 “|” 便 是 记号 s。 在 自然 数 y 的 表示 式 中 ; nn y+i K 

A 

要 把 自然 数 普 矢 Vites Ynlm > 1) 在 带 上 表示 ,我 们 相应 地 
印 出 适当 个 数 的 竖 号 ,但 在 两 群 竖 号 之 间 留 一 空格 ,在 第 一 群 之 前 
及 最 末 群 之 后 亦 留 一 空格 。 
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gl 2 3%3,0,2 可 如 下 表示 


ae 


$ 


| llela] 

BITTER EI (RAMAR Vis HERR) 
是 在 标准 位 置 《 被 注视 着 ) 《以 后 又 常 省 称 被 标准 地 注 视 一 8 
者 )， 如 果 被 注视 方 格 恰巧 印 着 表示 》( 表 示 Yn) DRA RES 
Hr. 

RAT, REINEM 机 算 了 一 个 给 定 的 元 部 分 函数 p 
G S1), 如 果 对 于 每 个 自然 数 4 矢 mx， …，zw* 下 列 的 话 成 立 ( 当 
= 0 时 ,参见 下 面 的 附注 1). 设 在 带 上 表示 了 tott Xn 而 其 
它 的 方 格 空 着 ， 即 除却 该 表示 式 所 需要 的 u Hte 十 xs 十 
2n 十 1 个 方 格外 ， 其 余 均 空 着 。 MIN, 标准 地 注视 着 2. 

…sx 的 表示 式 ， 则 当 且 仅 当 potto SEMA plan" 

xn) = x MBit, mA2 +1 Rum 表示 于 带 上 上 且 被 
标准 地 注视 着 . GUR pls x;) 无 定义 , MAA BIE, WAY 
停止 但 没有 十 1 矢 x,,*…, tay x 被 标准 地 注视 着 . ) 

例 2〈 续 完 ) MR p(3, 0,2)=1, m MMB p N4 MM 
下 列 情况 开始 时 ， 


| PIE EE TLL 


《此 外 未 写 出 的 方 格 全 是 空 的 )， NED A 


EIERN 


Bag 
EEREITTERRLTET] 
这 里 ,未 写 出 的 方 格 是 无 关 重 要 的 、 | 
虽 则 在 叙述 变 目 以 及 获得 函数 值 时 只 用 到 一 符号 % 或 “1”, 但 
在 机 算 过 程 中 却 可 用 到 其 它 符号 ， 对 每 个 n > 1 言 ,每 个 机 器 (以 
它 的 第 一 个 记号 作为 竖 号 ) 都 机 算 了 某 一 个 元 部 分 函数 . 
一 个 部 分 函数 叫做 可 机 算 的 ,如 果 有 一 机 器 N 来 机 算 安 ; 
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我 们 并 不 企图 把 杜 令 Turing [1936-7] 的 详细 表述 重新 写 出 ， 
而 只 是 重 述 它 关 于 机 器 性 状 的 一 般 概念 。 虽 则 它 说 出 了 一 大 准 的 
他 的 机 器 的 应 用 ， 但 它 关 于 机 器 的 开展 却 限 于 机 算 实数 "x(0 <x 
“过 1) 的 二 进展 式 .各 位 数字 都 在 1 向 无 穷 长 的 带 上 每 隔 一 方 格 而 
无 限 地 印 出 ， 中 间 的 方 格 只 留 作 暂时 记录 ， 作 为 继续 机 算 时 的 草 
WO. ES 68, § 69 后 读者 可 以 作为 一 个 简易 的 练习 而 证 明 , 这 样 
的 机 器 是 存在 的 当 且 仅 当 该 二 进展 式 中 的 第 ” 个 数字 为 = 的 可 机 
算 函数 时 。 要 详细 地 研究 杜 令 的 文章 ， 坡 斯 特 [1947] 的 附录 中 给 
了 一 个 很 有 帮助 的 评论 。 我 们 这 里 的 处 理 在 某 方面 比较 靠近 于 披 
斯 特 [1936]。 坡 斯 特 [1936] 考 虑 只 用 一 个 符号 的 2 向 无 穷 带 的 机 
算 . 

:我 们 第 二 个 主要 目的 是 ,证 明 可 机 算 性 与 部 分 递归 性 相等 价 ， 
或 者 如 果 只 考虑 完全 有 定义 的 函数 , 则 与 一 般 递归 性 相等 价 . 

我 们 还 可 以 看 看 ，1 向 无 穷 带 与 1 个 符号 是 不 是 已 经 # T. 
我 们 说 ,一 机 器 DU/1 地 机 算 了 ,如 果 它 在 下 列 的 限制 之 下 机 算 
T pP 我 们 说 ?是 1/1 可 机 算 的 , 如 果 它 被 某 机 器 M 所 111 MR 
着 : G) MBM 只 有 一 符号 s。 此 外 当 MAEM yey x, 
照 上 述 那 样 开始 后 , 它 继续 进行 使 得 下 列 Gi)—Civ) Ra. Gi) 
开始 情况 中 在 x,,*…, 2, 的 表示 式 以 左 的 方 格 〔 即 在 表示 x 的 最 
左 竖 号 之 前 的 空格 以 左 ) 在 今后 的 情况 中 绝 不 被 注视 着 .因此 这 
计算 亦 可 以 在 1 向 的 无 穷 带 (向 右 无 穷 长 ) 之 上 来 实施 , Gi) OR 
p(x, oe HEN > 则 在 终止 情况 时 ， LIT Be Xho ERS a) x.) 
的 表示 式 恰巧 和 开始 情况 时 roo r, 的 表示 式 是 在 同 -~ 方 格 市 
开始 的 ， 而 且 Ks’ Kur plz: eTa x) 的 表示 式 以 右 的 各 方 烙 
《 依 〈i) ,以 左 各 方 格 亦 然 ) 都 是 空格 ，(iv) AU vo … a) = 
定义 时 ,机 器 WM 才 会 停止. 

HHS 68 及 $ 69 的 结果 ,1/1 5 TORE STE RR 


1) 与 本 书 的 叙述 不 同 而 更 近 于 杜 令 当初 所 述 的 机 器 的 描写 (但 却 用 两 端 无 穷 长 的 
on 可 见于 培 特 [1951]8 20. 但 培 特 所 考虑 的 只 适用 于 机 算 完全 有 定义 的 函 
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此 一 切 w/s 可 机 算 性 都 是 等 价 的 ,这 里 是 1 或 2 看 要 求 Gi 
Gv) 与 否 而 定 ?, 而 * 则 是 不 同 的 机 器 所 可 能 有 的 符号 个 数 的 :上 界 
(如 果 没 有 有 穷 的 上 界 则 是 co ). (就 这 点 说 ， 我 们 关于 可 机 算 性 的 
原来 的 观念 是 2/co 可 机 算 性 .) 
亦 可 表述 别 种 的 “可 机 算 狂 ”, 例 如 ,可 出 去 Gi) Civ) 而 留 Gi) 
〈 按 ,这 亦 是 1/1 可 机 算 性 一 一 译 者 ), 或 不 用 (ii) 而 假定 机 器 只 其 
有 向 无 穷 带 ,并 且 如 果 达 到 一 情况 ,该 情况 要 求 (按照 机 器 表 它 
从 最 左 方 格 向 左 移 时 它 便 停 止 。 在 带 上 亦 可 不 用 竖 号 表示 一 数 而 
用 二 进 记 法 或 十 进 记 法 .在 $§ 68 及 69 后 ， 不 难 证 明 这 各 种 可 机 
算 性 都 等 价 于 我 们 所 用 的 (参见 $ 70). 
现在 把 我 们 的 观念 推广 到 下 情形 去 ;由 /个 分 别 为 ms 
m 元 的 完全 有 定义 的 函数 dd HEH V) 出 发 而 作 的 机 
A. 这 里 意念 的 改变 在 于 : 在 机 算 的 过 程 中 ,如 果 需 要 的 话 , 随 时 
补 入 亚 函 数 中 任 一 函数 的 任 一 值 (参见 $ 61 R). | 
用 以 达到 这 目的 机 器 ,在 它 的 主动 机 术 q ,i 中 可 以 有 一 
些 是 能 够 实施 一 些 新 动作 的 (本 质 上 非 原 子 动作 )。 设 q 为 这 种 
MEZ. SWEA gi 而 (对 于 一 个 依赖 于 c 的 六 mi 矢 y):…:， 
Im 又 已 被 标准 地 注视 时 ， 则 机 器 所 实施 的 动作 将 是 在 这 m; RZ 
BAA GOs Ym) 十 工 个 竖 号 及 一 空格 ， 同 时 并 把 被 注视 
方 格 以 右 原 来 存在 的 方 格 一 律 向 右 移 置 0.0 yw) ZRH 
格 * 然后 取得 机 态 qe (H e 决定 )， 并 把 结果 所 得 的 mj + 1 7, 
to Imis Pirat ym) 标准 地 注视 。 当 机 态 为 qa m: KA 
标准 地 注视 , 则 该 机 器 便 实 施 重 等 动作 (结果 情况 与 原来 情况 间 沪 , 
在 机 器 表 上 ，,, 相 当 于 每 个 这 样 的 机 态 qo RIRIH iqu 便 够 ,其 
它 方 面 可 由 情况 及 刚才 所 给 的 定义 及 函数 和 而 决定 其 动作 了 。 > 
若 照 这 方式 而 修整 我 们 关于 机 器 的 观念 ， 我 们 便 得 到 三 个 观 
念 : 由 有 而 作 机 算 的 机 器 , 由 更 而 机 算 p,q THEA. 如 
果 ( 对 于 固定 的 m, ms, m) p 可 由 更 用 机 器 DM 而 计算 , 而 
D & Ci 一 (iv WER, 并 不 影响 于 ww 之 为 1 与 否 ， 只 要 求 (ii)， 便 得 wel 
只 要 求 (i) 便 得 :二 1 一 一 译 者 注 . 
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机 器 表 与 Ww 无 关 , 我 们 说 mw 可 由 8 一 致 地 机 算 , RKB 
p = FL ) 是 可 机 算 的 ,《 在 $ 68 及 § 69 的 定理 中 ,如 果 假 设 了 一 
致 性 , 则 结果 亦 有 一 致 性 . ) 

在 定义 m1/1 地 由 下 机 算 p p 是 111 地 由 下 可 机 算 时 ， 除 限 
制 (一 (iv) 外 ,还 须 加 入 限制 (vy): 对 于 每 个 机 态 qe 它 在 表 上 相当 
于 iqs 的 , 则 只 当 某 些 m; R Yiee Ym 被 标准 地 注视 而 在 被 注视 
HI Vtt Im; 的 表示 式 右 方 全 为 空格 时 , 才 会 出 现 这 个 机 态 .。 

”由 假定 函数 出 发 的 “可 机 算 性 * ， 其 定义 容易 用 另 一 个 等 价 的 
方式 而 表述 , 设 一 m 一 1 而 假定 函数 为 %, 则 机 器 本 质 上 只 是 
实施 原子 动作 ， 但 却 附 有 一 带 其 上 有 (法 伏 ) 无 穷 多 个 印 格 以 表示 
9 的 值 叙 列 。 这 些 印 格 可 以 在 另 一 带 上 ， 亦 可 以 在 同一 带 上 但 每 
隔 一 格 地 印 上 - ， 

附注 1. 在 本 章 肉 除 本 附注 及 引用 本 附注 的 股东 办， 我 人 
均 更 解 为 是 处 理 a > 1 元 的 函数 的 . HP Yo 一 0 时 我 们 并 没 
有 在 带 上 表示 自然 数 = 矢 的 方法 ， 我 们 说 , :一 机 器 机 算 圣 一 侈 和 
元 函数 9; 如 果 它 机 算 了 1 元 函数 PATE PS: RR 
元 的 假定 函数 如 言 ,只 要 带 上 表示 有 1 a 时 ,对 应 于 is NE 
CES ORT. fe TRAE US, REE RXV 
XXX ,已 经 就 多 于 0 元 函数 而 证 明了 。 它们 便 也 对 RER 立 
了 . 


Wi w 


| $68 s BERETTE 
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定理 XXVII 每 个 部 分 递归 函数 都 是 .1/1 可 机 算 的 ,… 
个 部 分 递归 于 1 个 完全 有 定义 的 函数 严 的 函数 9 都 是 1/1 HE 
可 机 算 的 . 

证 明 将 见于 本 节 之 末 , 它 是 根据 $ 63 定理 XIX 系 的 E 4 I= 0 
Ke - 般 递 归于 9 时 , 则 基于 $ 58 EIX). 根据 模式 (D) 一 (VD 而 
作 的 直觉 计算 乃 由 于 重复 一 些 简单 的 运算 而 得 ， 如 重 抄 以 前 已 写 
下 的 数 《在 一 -个 确定 的 位 置 处 ), 加 1 或 减 1, 决 定 所 给 的 数 为 0 或 
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容 。 我 们 先 造 一 些 机 器 以 实施 这 些 运算 ， 

我 们 先 引 入 一 些 很 便于 这 里 使 用 的 记号 ， 同时 并 对 $ 67 所 用 
的 记号 作 一 些 修整 . 

- 带 上 一 个 给 定 的 方 格 下 必 是 两 形态 之 一 , so BE si, BH SRD 
有 竖 号 “|”， 或 白 与 黑 。 在 本 节 的 例 示 中 。 可 分 别 用 0 与 1 来 表 
IR. ` 

在 例 示 中 ,我 们 写 一 小 横 “ 一 ”于 一 方 格 之 上 表示 它 被 注视 ,而 
不 必 象 $67 那样 写 机 态 于 其 上 。 有 了 时 我 们 在 小 横 之 上 再 注 以 小 数 
字 “1” 或 “2* 以 表示 某 个 机 态 《 同 一 小 数字 的 各 次 出 现 都 表示 周一 
ME), 这 时 我 们 只 是 提醒 注意 而 暂时 不 指出 到 底 是 0 nogh 
的 那 一 个 . 

在 描述 原子 动作 时 ， 我 们 用 “P”(“ 印 ”(printyy) ARA 0 AE 
211.031); 用 “E” #8” (erases) HARA 1 到 0( 即 由 se s)» 
ylh mb 而 由 ss 变 到 s 时 则 床 作 任 何 表示 。 在 $ 67 中 当 被 注视 
BARB ANA CHR, ORC MMA: 我 们 简单 地 
RE 02, yo, KARILE que ++ > ae 例如 伐 $ 67 BH 
“oop” 的 动作 ,如 果 开始 时 被 注视 的 符号 为 ,现在 便 写成 “Por, 
Bm SR Ht RE BARES sb 现在 便 写 成 <0”， 7 

“再 举 一 例 ; 我们 把 机 器 外 的 表 ($ 67 例 1) 及 它 所 实施 的 运算 
的 例子 重新 写 下 (但 只 写 原来 情况 及 最 后 情况 ). 


机 器 名 Da 被 注视 符号 
ee 、 0 1 
4 1 PO R1 
PEA hFE “”- š CZY EIER 
ETERA eS eT ayo Zu. 
出 发 , 它 便 达到 终止 情况 
ee 1 1 1 I, 


机 器 甸 在 所 注视 的 空格 处 或 其 右 第 一 个 空格 处 印记 号 ， 并 们 在 北 
S FRE 
:在 “定理 XXVIII 的 证 明 ” 以 前 所 举 的 各 例子 里 ;在 机 器 的 动作 
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过 程 中 ， 绝 未 兽 有 任何 一 机 器 它 要 求 注视 在 写 出 来 的 方 格 以 左 及 
以 右 的 方 格 的 ,因此 ,那些 方 格 的 形态 是 无 关 重要 的 . 

在 “定理 XXVII 的 证 明 ” 以 前 所 造 出 来 的 各 机 器 ;只 要 在 机 器 
动作 过 程 中 机 器 所 曾 注 视 过 的 方 格 不 在 开始 时 注视 的 方 格 及 终止 
时 注视 的 方 格 之 间 ( 两 端 在 内 )， 我 们 都 叙述 了 在 过 程 中 它 所 泗 注 
视 过 的 最 堪 的 方 格 在 那里 。 这 个 情报 将 用 以 作出 结论 说 ， 我 们 在 
定理 的 证 明 中 所 造 的 机 器 是 满足 $ 67 的 限制 (ii) 的 ; 

在 本 节 中 ,我 们 将 把 连续 的 y + 1 个 印 格 而 前 后 均 为 一 空格 
的 作为 自然 数 ? 的 表示 式 。 两 组 印 格 之 间 如 只 有 一 空格 , 这 空格 
既是 前 一 数 的 表示 式 的 最 后 一 格 也 是 后 一 数 的 表示 式 的 Em 
格 。 这 便 使 得 我 们 可 以 把 (2 向 无 穷 ) 带 上 的 任何 印 格 看 作 是 有 限 
个 自然 数 的 表示 式 . 在 两 群 相继 的 印 格 之 间 如 果 多 过 履 个 相继 空 
HOIA z 十 1 个 ), 我 们 说 在 所 表示 的 两 数 之 间 有 一 个 ( 具 x 方略 
的 ) 沟 (gap)。 在 印 格 以 前 及 印 格 以 后 的 空 部 分 亦 叫做 一 绝 ( 具 bo 
HRA). TEMS 67 那样 ， BEM aM a 
当 其 间 没 有 沟 时 , 才 表 示 m 矢 . uted 

只 要 最 初 的 (最 左 的 ) 方 格 是 名 si, MR 1 HESETA 
样 的 附注 . 在 第 一 个 数 以 前 柯 以 有 亦 可 以 没有 一 (有 败 的 ) 海 :化 
二 观 在 我 们 考虑 如 何 构 作 实施 下 列 运算 的 机 器 RATE EY 
的 一 数 , 但 不 是 最 左 的 数 , 试 杷 该 数 移 左 , 合 拢 其 沟 ;, 邵 使 得 它 和 航 
一 数 之 间 不 理 有 沟 ( 如 果 当 初 有 沟 的 话 )。 在 运算 之 前 及 后 该 数 均 
须 被 标准 地 注视 . 在 动作 过 程 的 任 一 情况 中 ， BEREIT 
将 是 前 一 数 的 最 后 一 个 印 格 。 

我 们 先 举 一 例 ， pr ae 
的 开始 情况 (情况 1), 一 些 中 间 的 情况 ,未 必 是 站 然 的 (情况 2 一 
16), 以 及 所 要 求 的 最 后 情况 (情况 17)。 至 于 其 说 明 , 以 及 根据 评 
划 而 实施 该 运算 的 机 器 的 表 将 见于 后 。 BREN 8,9%, Bi 
% 等 ， 则 是 把 这 机 器 分 解 为 一 些 更 简单 的 机 器 ， 这 些 亦 将 在 后 络 
出 。 i 
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cc 


1. 10001110 : 
2. 00011oo | 

3. 10001100 > & 
4. 10011100 | 

5: 1001100 I». 
6 100117100 l 
7 10011000 

8. 100511000 B, 
9.. 10111000 | 

10. 10711000 ° | 
11. .10111000 u 
12...101110000 |. 
'33..16110000 B, 
.14.° 11110000 ee 
15,..:17110000 Ye 
16. u e ni 
AM LO1TLT 0600 9) 


由 情况 :1 到 情况 2 的 步骤 是 氛 去 被 注视 的 1 ,并 向 左 移 一 3. 然后 
(2 一 3) 机 器 便 找 在 所 注视 格 的 或 其 左 的 第 一 空格 ;〈3 一 4)》 它 印 在 
BE, 再 向 左 移 一 格 ;〈4 一 5) 它 认 出 (在 本 例子 ) 并 记录 下 来 说 赣 
停 在 空格 ,然后 向 右 移 一 格 ; 《5 一 6) 它 走 到 所 注视 的 数 的 标准 位 - 
E. I 合并 起 来 便 是 把 整个 数 向 左 移 一 格 。 01. BARS 
算 。 以 后 仍然 重复 开始 (11 一 14), HHUA Ae 
为 出 而 非 0 (在 情况 14 处), 故 结果 便 不 同 了 (14 一 177. 

-读者 容易 核验 ,下 表 所 定义 的 机 器 便 通过 情况 1 一 17 以 及 中 
间 的 情况 而 完成 了 所 例 示 的 运算 。 因 而 可 以 相信 (或 经 过 下 面 的 
讨论 后 》,. 从 任何 上 面 所 描述 的 开始 情况 出 发 ,这 机 算 经 常 实施 上 
述 的 运算 .在 表 中 应 该 号 原子 动作 命令 处 而 只 写 折 线 “ 一 一 ” 舱 
地 方 ,是 指 该 处 所 给 的 原子 动作 命令 是 无 关 重 要 的 ,因为 使 用 我 们 
的 机 器 时 ,那里 的 布局 是 不 会 碰 到 的 : 即 当 从 上 面 所 撕 述 的 开始 情 
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况 出 发 时 不 会 碰 到 的 .但 可 补 人 “0” 而 把 机 器 的 定义 补充 完全 . 


. 要 发 现 这 个 机 器 ,我们 先 把 它 所 应 实施 的 整个 运算 分 解 为 更 
简单 的 (未 必 是 原子 的 ) 动 作 ， 然 后 再 分 解 为 机 器 所 实施 的 原子 动 
TE. 我 们 可 把 这 机 器 想像 为 由 几 个 简单 机 器 组 合 而 成 ， 这 些 简单 
机 器 则 实施 在 初步 分 析 中 的 一 个 或 几 个 相继 的 步骤 .为 了 要 把 一 
机 器 描述 为 几 个 简单 机 器 的 组 合 ,我 们 引入 一 些 记号 . 

如 果 要 继续 实施 两 个 运算 ,而 机 器 关 实 施 第 一 个 运算 ,机 器 D 
实施 第 二 个 运算 , 则 合并 的 运算 将 由 下 列 机 器 所 实施 ,把 的 终止 
枢 态 与 9 的 开始 机 态 等 同 起 来 而 得 的 .Xx 的 输出 便 成 为 9 的 输入 、 
结果 所 得 的 机 器 记 为 “X90”.。( 于 是 (X9)3 一 ¥(Y3).) | 

H n > 0 thy “XR” HB XXa 个 因子 );“X” 则 指 其 机 器 表 上 

ABA 0 的 那 种 机 器 , Be HO 和 YX i ea 9 所 实施 
的 相同 ， 

我 们 又 可 希望 机 器 x 的 输出 成 为 机 器 D 的 输入 或 为 机 器 3 的 
MA, MS 动作 时 所 出 现 的 环境 而 定 ， 这 时 我 们 可 推广 关于 杜 
令 机 器 的 观念 而 容许 有 两 个 终止 状态 0 及 0. 这 种 两 尾 机 器 
只 供 构造 $ 67 所 定义 的 只 具 一 个 终止 机 态 的 机 器 之 用 . .车 把 X 的 
机 态 0. SONATAS, ein 0 与 3 的 开始 机 坟 


相等 同 ,我 们 便 得 到 一 机 器 可 记 为 “xf D>, 


今 把 机 器 8 表 成 几 个 机 器 的 合并 . 首先 我 们 定义 一 机 器 B,, 
BRM 1-5 或 6 一 10 或 11 一 15 所 例 示 的 运算 , 即 , 从 标准 注视 
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一 数 开始 , 擦 去 所 注视 的 方 格 , 在 它 左面 第 一 个 空格 处 加 印 ， 注 视 
该 方 格 ， 走 到 机 态 0, 或 0;,， 看 该 方 格 的 左 旁 的 方 格 为 空格 或 印 
Rint. 在 运算 中 最 左 的 注视 方 格 是 最 后 注视 方 格 的 左 一 方 格 。 
这 机 器 有 下 列 的 表 ( 参 见 机 器 B 的 表 中 1 一 3 行 ). 

机 器 名 a 态 | 被 注视 符号 
0 1 
一 EL2 


PL3 ` 12 
RO, 


其 次 ， 由 5 一 6 或 10 一 11 PARMA TANTE 义 的 机 器 所 实 
施 (参见 机 器 3 的 表 中 第 4 行 ): 
8 1 LO Ri 
要 实施 15 一 16, 我 们 有 (参见 机 器 8 处 的 第 5 行 ): 
8, 1 一 ERO 
iff 16 一 17 所 例 示 的 运算 由 机 器 % 所 实施 . 

机 器 B 的 动作 可 用 A, 8, 3, 及 SB iar. BEB, 
按照 其 终止 机 态 为 0 RO, HHS RS. 如 果 用 S, 则 其 输 
出 回 到 8,。 如 果 用 3,, 则 其 输出 便 到 A。 我 们 用 下 公式 表示 

. (%8, 
(a) ea, 2 B= 3, iS 
这 里 两 点 表示 B 的 输出 又 回 到 3, 的 输入 。 这 记 法 是 由 循环 水 数 
的 记 法 暗示 而 得 的 。 WRG 所 实施 的 运算 每 次 都 产生 具 机 态 4 
的 输出 , 则 胞 9: 所 实施 的 运算 便 重 复 以 至 无 穷 。 如 果 SUR 
EUREN RR, ARERI; 这 时 机 器 B une 
格 地 向 左 移 . ein 

:公式 (a) 也 指示 了 如 何 从 A,B, B,, B, 的 表 而 作出 机 器 BB 
表 . 我 们 在 3, 的 表 中 把 其 终止 机 态 0,0 分 别 换 为 8, 及 B, 的 开 
始 机 态 , 然 后 适当 地 重新 编号 为 4, 5 等 等 (参见 上 面 所 给 的 的 
R). 

. ERR — POLE In (对 每 个 固定 的 mw 之 1) 使 得 Ej 
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它 开 始 标准 地 注视 某 一 个 自然 数 亚 矢 六 ，…，y BIRRA, Mi 
该 攻 矢 右面 一 切 方 格 又 都 是 (至少 开 首 的 四 十 2 个) 空 的 , 则 机 器 
T, 便 直 继 mm 矢 之 后 ( 即 没 有 沟 ) 而 抄写 y,, 并 标准 地 注视 所 抄写 的 
数 而 终止 。 在 动作 中 它 所 注视 的 最 左 的 一 格 是 所 给 的 王 矢 的 第 一 
(ZI. 
例如 ,由 最 初 的 开始 情况 (情况 DHR, L 便 会 达到 最 后 Ash 
的 那个 情况 (情况 16)， 动 作 的 计划 可 由 中 间 的 情况 而 指出 。… 


i. 0111010111101100000 

2. en ee ed E 

3. oe Dt 
4 011?0101111i01101900 js 

5. SO ee 

6 O1L110010111401101000 Ja wor; 
7. O110010111101101T00 har ı 
8 0110010111101101100 al 

9. ee 

10. nn ln z 
1. O10001Q01111011017T00 

12. 0100010111101101110 Š 
13. a eee 5 
14. 0700010111101101110 9 
15. a 

16. 01110101111011011T0 


根据 该 计划 :机 器 @ 是 : 从 标准 注视 一 数 出 发 ,而 该 数 后 面 有 
一 沟 的 , 便 向 右 移 两 格 , 印 并 停 在 那里 . 

机 器 9， 从 标准 注视 一 数 开始 ， 而 该 数 不 是 纸 带 上 最 万 的 数 ， 
向 左 走 到 左 旁 一 数 的 标准 位 置 去 . 故 机 器 9", 如 从 标准 注视 一 数 
开始 , MRRZEBDA m+), SAAB m— 1 个 中 间 的 数 
而 走 到 左边 第 mw 个 数 的 标准 位 置 去 . 

机 器 E， 从 标准 注视 一 数 开始 ,判定 该 数 是 0 或 大 于 0 ,从 而 
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BEINE 0, 或 山 ， 这 时 该 数 仍 被 标准 地 注视 着 。 在 运算 中 被 注 
视 的 最 左 一 格 是 当初 被 注视 的 格 的 左 旁 一 格 . 

机 器 和 ,从 注视 一 印 格 开始 SRR ABE. 

机 器 备 向 右 走 过 一 数 (@6” Em PR) EMD 
(9” EN m PRO. 

机 器 9， 从 标准 注视 一 数 开始 ,而 该 数 不 是 纸 带 上 最 右 的 数 ， 
便 填 满 该 与 右 旁 一 数 之 间 的 沟 ( 如 果 有 的 话 ), 其 法 是 把 该 数 增 大 ， 
沟 有 多 少 方 格 该 数 便 增 大 多 少 , 然 后 标准 注视 结果 所 得 的 数 . 

如 果 我 们 能 够 找到 上 面 所 描述 的 机 器 EC, D, C, F,6, H, MI 
机 器 Sn 可 由 下 公式 而 得 : 
(b) 3, = CHE 2 

FOG 

只 要 施行 @E 时 得 出 机 态 0, WH DESOrA 所 实施 的 运算 便 永 远 
重复 ; 但 当 得 出 机 态 0,, 时 动作 便 以 96” 而 终止 . 

RNAV @ 及 9 的 表 ， 至 于 C6, 3, 的 表 则 留 给 读者 自 


若 多 次 应 用 S， 且 适当 地 选择 汪 ， 我 们 可 以 把 最 右边 的 彼此 
之 间 无 沟 的 各 数 作 任意 的 排列 《容许 重复 ) PRT PUNR 
次 .例如 从 下 列 开始 情况 出 发 i 
911101011 11017 00000000000 800 6 
机 器 SK = SI) 便 达到 下 列 的 终止 情况 
O11101011110110111010111101100, 


re 
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这 时 整个 4 矢 被 重 抄 了 ;而 机 器 3,3, 达 到 
A TEOTIA PLIO L TE 
这 时 只 有 第 一 数 及 第 四 数 被 重 抄 了 . 
由 下 式 所 定义 的 机 器 Rn 
(c) ` Ry = AIMID"FH"™ 
EUNREHENTR y1,*…，y 出 发 ,而 其 右边 全 是 《至少 开 首 
Vibes 十 9 十 2m 十 .1 2 它 便 隔 开 一 个 (1 格 的 ) 
沟 把 这 mm 矢 重 抄 ， 并 标准 地 注视 所 抄 的 数 而 停止 。 在 动作 中 被 注 
视 的 最 左 一 方 格 是 所 给 的 w 矢 的 第 一 ( 空 ) 格 . 例如 由 上 述 的 开 
始 情况 出 发 , 便 达 到 下 列 的 终止 情况 (gees 
011101011110110 0111010 1111110, 
现在 我 们 想 造 一 个 机 器 中 使 得 , 若 从 标准 注视 一 数 开始 , 便 把 
该 数 以 左 所 有 各 数 〈 如 果 有 的 话 ) BRR, HAMS WH HE, 
这 时 它 便 回 到 原来 所 注视 的 数 的 标准 位 置 ， 在 运算 中 被 注视 的 最 
左 汪 格 是 构成 沟 的 那 组 空格 中 来 前 一 格 。 例 如 由 情况 “ 
o011101111011010L1T0 
出 发 ,机 器 8 便 达 到 下 列 的 终止 情况 
i 0000000000000000 FLTOF = 
机 器 8 的 构 作 让 诸 读者 . ~ 
定理 XXVIII 的 证 明 ,? = 0 时 . 根据 $63 定理 XIX amih 
纳 证 明 。 共 分 六 种 情形 ,看 当 定 义 P 时 在 模式 (1) 一 CVI) 中 那 一 个 
模式 最 后 被 使 用 而 定 . 对 每 种 情形 ， n 
fr DI, 1/1 地 机 算 p.. 
HARI 8 Rr “SXn 而 机 算 9p(xi “9% a33 Kran 
可 描述 为 
1. xi EEE 
这 里 每 个 “x 六 都 是 相继 的 x; 十 1 个 印 格 ， 过 号 则 是 空格 ， 它 亦 是 组 
成 # 矢 的 表示 式 的 一 部 分 ,而 小 横 则 用 以 指出 x, 的 表示 式 被 标 淮 
地 注视 着 。 根据 可 机 算 性 的 定义 G 67)， 其 左 及 其 右 的 一 切 方 格 
都 是 空格 。 如 果 p(x,,……、 xs) 是 有 定义 的 , 则 机 器 M, 所 应 达到 


itli 


的 终止 情况 可 描述 为 
aist ts Xu (zi ut A 
这 里 的 第 一 个 逗号 和 开始 情况 《情况 1) 中 的 第 一 个 逗号 是 纸 带 上 
的 同一 个 方 格 . 同样 ， 这 里 所 没有 写 出 的 方 格 亦 都 是 空格 《由 于 
$ 67(ii))。 由 情况 1 出 发 后 , RY pls) BEM, My $ 
停止 《由 于 (iv))， 由 情况 1 起 , M, 可 以 向 右 走 到 任意 远 , 但 绝 不 
能 注视 这 里 第 一 个 逗号 所 表示 的 方 格 以 左 的 方 格 (由 于 Gi) 
情形 〈D ERO): p) =r. EM, = SQL 
情形 qd): IE Ze “ot, =q. & M, = CM, 
情形 (IM): plz: “.. ta) = Xi, 令 M, = I,-i. 
ME IV): pass) = OCG ss wen 
Xn xis xn))。 SUR 
R MEN HEHE.» 
Kerbs 今 9(z xn) 的 机 算 可 计划 如 下 。 由 情况 工 出 发 ， ah 
隔 开 (1 EDIC FERRETT Ri Pa PEs: 
2. é AH ty Xas ais "99 Xa. ' 
这 个 沟 标 志 着 暂时 记录 的 起 点 ， 以 后 要 擦 去 的 . 这 个 重 抄 过 程 可 
由 机 器 ,而 实施 。 如 果 las xa) 有 定义 的 话 : NR 
Rp a, DEM, 便 达到 情况 
„Hp Kan Xlaıs- 25,20). i TEE 
在 实施 这 个 运算 中 在 任何 一 个 中 间 情 况 ，Nx 从 未 注视 过 si 
"5 的 第 一 方 格 以 左 的 方 格 。 因 此 ,如 果 从 情况 2 出 发 , 则 在 
左边 多 一 些 印 格 srt tn BREMER. 故 由 情况 它 出 
发 ,只 要 IA ERTER xn) 有 定义 ， My 便 将 达到 下 情况 :站 
3. Li REBEL Tyo Xin * 9 Xas layer) 
其 次 ,我 们 用 TH ED xm ， , 2 ARE: 
LOREX TERETE Tae Shit tt Ka Milas ey Xe)o tis t's Live 
再 应 用 MR las, xe) 有 定义 便 得 : Be 
S. xi ts Xn» Lie "ta Las Mix ado Lint? Ans : 
， Ma(zl +9 2)». 
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继续 应 用 这 办 法 ， 只 要 所 出 现 的 函数 值 均 有 定义 ， 我 们 便 得 到 下 

x: 

6. Kiss Kan Ks" Xps Kiris rs Xp)ott Ks Kan 
Xn tista &u)> Xristo Fader Xm Ki Tn) 
EC CERT pagt 

用 机 器 8 可 以 把 在 被 注视 数 PACs ra) Xml ets 

x*»))《 本 身 不 在 内 ) 与 沟 ( 用 双喜 号 表示 ) 之 间 的 数据 去 , 以 后 可 用 

机 器 B 以 合拢 其 沟 , 便 得 

7. stia ta Ens PUG" 2 xz Xmkxzi 2222 

BẸ Ay Fave Dts Na) 

4 pi +> 2.) 有 定义 时 ， fe ie FE INL 

M, 所 实施 : 人 

a TH, = KM, HM, MI (m- urn Sta a 

l Innen Hm ont +m MLB, . 

Br, HR Mey KM, DET Ch 

Kuda Xm Xi xn)， 由 (Xi(xz te CE 5) 

全 有 定 义 即 只 当 Plays: > x.) 有 定义 时 ， M, A Pik. 

情形 (V): n > 工时 (模式 (Vb))，p(0， 2,2) = dla, 
Soo En) POs X29 ++ ota) SAMs PV sx a) h Rast En) 
根据 归纳 假设 ,有 机 器 My 及 My 分 别 1/1 WAL Oe WR 

求 的 函数 值 有 定义 ， 我 们 可 作出 一 系列 的 运算 来 得 出 下 列 的 情况 

《相应 于 情形 (IV) 的 情况 6)。 凡 遇 到 需要 选择 时 ， 我 们 列 出 应 该 

施用 上 上面 情况 时 的 条 件 , 否 则 便 施 用 下 面 的 情况 了 ;因此 对 于 一 个 

SEY 言 , 前 面 ”个 选择 是 选用 下 面 的 情况 , 第 ?十 1 人 

便 选 用 上 面 的 了 。 . 

Ya haat Ans DE NI xns TE Pe N od 
y, Be xn)， 4 y=0 时 . 
WEL CERERE 79 PE Pe Fas XO (Cr ety) ota sn)» 
ee 当 ? 一 上 一 0 hf. 
MT; x0, (225° ga) X29 Ts) xz ts Bas 
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XC1, X(0, bCxrs ts), ista &u)5 xz 
X1,X(0, (za > Km) tyt xn)， Xz9°"% 9 Xx») 
yor 2, 当 》 一 2 一 0 时 。 
258 
然后 把 最 后 一 数 与 沟 之 间 各 数 全 擦 去 ， FARRA. .整个 运算 促 
een M, 所 实施 : 
= RM jee: i 
€3,3275MN,3, IE SILB 
S430 
略 作 更 改 便 可 处 理 w = 1 的 情形 (模式 (Va)). 
情形 CVD: play > x, n) X By [X Cristes Xps 2-0 
(n> 1 时 ;参见 $ 67 末 附 注 1)。 仿 情形 (V) 处 理 (但 更 简 些 )。 
-定理 XXVI 的 证 明 ,! > .0 时 、 我 们 现在 有 一 新 情形 , Be 
可 为 假定 函数 更 之 一 ， 设 为 内 这 时 9 可 由 机 器 Me 而 1/1 地 机 
Bm RAHA o HERR A” ee 


T 


§ 69. en 


在 本 有 有 申 ， 我 们 用 $ 67 中 的 记号 而 不 用 $ 68 中 的 

:定理 XXIX 每 个 可 机 算 的 部 分 函数 都 是 部 分 递 入 的 .大 
ee een 
are. | 

OD er ee ar 
TE-TERREAMER (NR, DTI, UNE 
$ 71 中 做 此 ,那里 的 表达 式 叫做 “ 坡 斯 特 字 ”)， 本 定理 可 以 看 作 是 
$ 62 《D2) 的 一 个 运用 (推广 到 部 分 函数 后 ; 又 这 里 Er ir 只 依赖 于 
Eu). 

ER NEE FERIEN A 

.我 们 直接 地 对 纸 带 的 及 机 器 的 情况 而 给 以 哥 德 尔 数 ; 我 们 不 
en 58 EM IX 及 $ 62(D1) BER), ME 
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只 是 把 一 机 器 从 一 给 定 的 情况 出 发 ， 依 次 达到 的 各 情况 简单 地 虽 
做 第 0 个， 第 一 个 … ,第 z 个 ,… 情 况 , 如 果 我 们 把 ”部 分 函数 " 改 
为 “函数 ”, 把 “部 分 递归 ” 改 为 "一般 递归 ”, 我 们 便 无 须 使 用 第 十 -二 
Hi, AAS 66 定理 XXVI, 这 些 证 明 还 可 了 略微 短 些 .*  . 

在 对 情况 而 作 哥 德尔 编号 时 ， 我 们 把 纸 带 上 的 形态 就 被 注视 
的 方 格 而 描述 ， 不 就 一 固定 的 方 格 而 描述 。 这 对 我 们 的 目的 言 是 
是 够 的 ， 因 为 在 可 机 算 性 的 定义 中 ， 并 没有 用 到 纸 带 上 的 绝对 位 
E. (RU 可 机 算 性 而 论 ,绝对 位 置 , BYR rn 的 表示 
式 中 第 一 方 格 而 言 的 位 置 , 却 是 有 关系 的 ,由 于 (i 训 及 (ii 之 故 .) 

我 们 先 对 纸 带 土 任 一 特殊 方 格 以 左 的 纸 带 形态 给 以 哥 德 尔 
数 。 设 该 格 以 左 的 方 格 形态 依次 为 su Suo Sun". 因为 只 有 有 
限 个 方 格 被 印 着 ， 故 除 有 限 个 以 外 各 u 全 是 0. 在 该 方 格 以 左 的 
纸 带 形态 的 哥 德 尔 数 * 将 为 


I pri 即 I] pti, 


这 里 * 是 任何 数 只 须 大 于 使 wi A 0 的 每 个 ER. Bae 
RE“ 本 身 便 是 这 个 数 ; 故 


“= I] u = I] em. 


对 一 给 定 方 格 右边 的 纸 带 形态 亦 可 同 法 指派 其 哥 德 尔 数 。 

在 党 给 定 情况 中 ,如 果 在 注视 以 左 的 纸 带 形态 的 哥 德 尔 数 为 
d, 被 注视 符号 为 "机 态 为 qc, 而 注视 格 以 右 的 纸 带 形态 的 哥 德 尔 
数 为 v, 则 该 情况 的 哥 德 尔 数 将 为 2 . 3” 5°. 7*. 

Al 如 果 未 写 出 的 方 格 全 是 空格 , 则 下 情况 、 


q 
S3 Sı Si | 
COLL ae 7。 
如 果 一 情况 的 哥 德 尔 数 为 2 . 3° + 5 7", 则 布局 为 (sq.)。 
如 果 > 0 而 机 器 根据 这 布局 所 实施 的 动作 星 ssLqs 形 , 则 结果 
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S1 So 


情况 的 哥 德 尔 数 Pals vy 为 
loso [ewr]. 39 .Sa 、 [7e102° > li pops A; 
如 动作 呈 ssRqa 形 仿 此 . 如 动作 为 550945 Wl] Palts v) 42" 
32.54. VA 每 个 函数 Pasc 都 是 原始 递归 的 . i 
下 式 所 定义 的 p 是 原始 递归 的 ($ 454 SER TER u Re 
是 一 主动 (被 动 ) 情 况 的 哥 德 尔 数 , 则 EIER RIM 
的 哥 德 尔 数 : 


. p(w) 一 
Eee Pat 


me 此 外 情形 时 . 
由 此 再 定义 一 原始 递归 6: 
Vo 0) =w, 
0(w, 2’) = p(O(w, z)). 
如 果 w 为 一 情况 的 哥 德 尔 数 ， 而 在 该 情况 后 该 机 器 至 少 实施 * 次 
动作 , 则 Ow, 2) 是 经 过 = 次 动作 后 所 得 情况 的 哥 德 尔 数 ;如 果 在 
沪 情 况 后 实施 的 动作 少 过 zx 次 ， 则 便 是 由 该 情况 起 而 达到 的 终止 
情况 的 哥 德 尔 数 。 
.其 次 ,对 每 个 > > 1 (参见 $67 末 附 注 1), 我 们 定义 一 个 具 下 
性 质 的 原始 递归 函数 rz， 如 果 R r x, 被 标准 注视 ， 机 态 
为 xz 以 左 的 纸 带 形态 的 哥 德 尔 数 为 u, 其 右 的 纸 带 形 
TORRA v, M) ralar ts tas Cs uy v) BENURA 
RR. BRIE tr, 定义 为 : : 


Ta, Cs u, v) = ee{ i] Pi): Ps, ° I Pet 1 


31.5. | 2 。 pall. 
5 7exp I P j 
然后 当 n=1,2,3,-- 时: 


Tarti ttt’ Xs fanyia C9 Hy v) En Tita Cs CARENT ae A 


. AIG. 


xzo_iy Xa Coty UV) oot). 

H rrtt r, 被 标准 地 注视 ,机 态 为 qo 而 纸 带 上 别处 全 是 空 
格 时 ,该 情况 的 哥 德 尔 数 为 rs(zi………，xro，1,，1,，1). 4 tices 
xx 被 标准 注视 而 机 态 为 % 时 , 则 有 Alo EL ER 
BA Taare sss tao Xs O, u, v); WATNE. ei 

今 设 9 为 二 元 部 分 函数 ,可 由 给 定 的 机 器 M 而 机 算 ， x" 

Xn ASE n RM plas. x,) 之 有 定义 当 且 仅 当 有 一 个 自然 
M4 (2, x, u, v) 使 得 3 
6(rs(zri xn La 1,1), 2) = Trati ss tns Ho O5 Hs OD 
这 时 zx 便 是 plr eeo n) 的 值 。 故 得 = 
Pla ta) = CH [O(r Cai, 5 tar 15 1, 1), (£0) 
= Tahiti tno C2) 0,C2)2, Die’ 
RAS 63 CH XVI, p 是 部 分 递归 的 (如 果 P 是 完全 有 定义 的 , 则 
由 $ 57 ER II, 9 是 一 般 递归 的 ). 

证 明 > 0). 例如 ， 设 有 一 个 一 元 假定 函数 4 p ( 即 I 
mi = 1), NET co, RERE q 所 相应 的 值 呈 lq. É, RIRE 
EXT “pawos (WI), 4 (w) = a&(w), = cla = 05 

… 办 时 ” 那 一 句 改 为 “pe(w), 当 O.Cw) Wt”, x BO. mar 
are, pe 为 原始 递归 于 % 的 函数 ,其 定义 如 下 :. 

Q.(w) = (BEy)y<v(Eu)scv(Eo)scov[i = tys es ws ¥)] 

Pkw) = tY, $Y), d, U, V), XE 

Y = HY ycu Eu )uculEv)icwlw = TY, cyw, 0)]1, -> 
U = Muycw( EY yew Ev) yewl w = Ty, cs wy)]s 
定理 XXX( 一 定理 XXVII + XXIX) 下 列 的 部 分 函数 集 
是 一 样 的 , 即 是 具有 同样 元 素 的 : 〈a) 部 分 递归 函数 集 , (b) 可 机 算 
RAR, (c)1/1 可 机 算 函 数 集 。 具有 ! 个 完全 有 定义 的 假定 函数 
亚 时 仿 此 ， 
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杜 令 论点 是 : 每 个 很 自然 地 被 认为 可 计算 ? 的 函数 都 是 在 他 
的 意义 之 下 可 被 他 的 机 器 所 计算 的 可 计算 函数 。 由 定理 XXX, 这 
论点 等 价 于 邱 吉 论 点。 现在 我 们 就 它 的 明证 中 ， 有 关于 机 器 部 分 
HY, 即 $ 62 中 (c) 项 的 明证 加 以 检查 .我 们 所 要 做 的 是 证 明 , 一 个 
计算 员 所 能 做 的 任何 动作 都 可 以 分 解 为 一 连 串 的 某 些 杜 令 机 器 的 
原子 动作 . : | 

“计算 员 在 任何 时 刻 的 行为 都 由 他 所 能 看 见 的 记号 以 及 该 时 
他 的 “内心 状态 所 决定 ”. 他 所 能 认 出 的 记号 是 有 限 多 个 的 ,* 如果 
我 们 容许 无 穷 多 个 符号 ， 那 末 便 将 有 两 符号 其 差异 是 任意 地 小 ”. 
( 杜 令 [1936 一 7]， 第 249 页 一 250 页 . ) 由 问题 的 叙述 而 引 到 答案 
的 工作 必须 在 某 个 “符号 空间 ”( 坡 斯 特 [1936]) 内 进行 , 即 必 须 在 
有 系统 地 排列 着 的 、 可 以 写 上 符号 (的 出 现 ) 的 箱子 或 小 盒 予 之 上 
而 进行 。 在 每 一 帮 间 他 所 能 观察 到 的 符号 出 现 〈 或 符号 出 现 所 在 
WET) 个 数 必 有 一 个 有 限 的 上 界 ， 他 可 以 改变 他 的 内 心 状态 以 
记忆 他 预先 观察 到 的 符号 ,但 是 “须要 考虑 到 的 内 心 状态 的 个 数 
必须 是 有 限 的 ,**- 如 果 我 们 容许 无 穷 多 个 内 心 状态 ， 它 们 将 有 些 
是 “任意 接近 ”的 因而 便 会 混乱 了 ”( 杜 令 [1936 一 7]， 第 .250 页 ). 
计算 员 的 动作 必须 由 一 个 具体 客体 ， 即 表示 作为 变 目 的 基 生 然 数 
(或 自然 数 # 矢 》 的 那个 符号 列 ,而 达到 男 外 一 个 具体 的 容 体 ; 即 表 . 
示 函 数值 的 符号 列 . 因为 我 们 所 讨论 的 是 依照 预先 指定 的 方法 而 
作 的 计算 ,在 计算 员 实施 过 程 中 又 不 容许 数学 的 发 明 , 所 以 可 能 的 
内 心 状态 必须 在 给 出 特殊 的 变 目 以 前 预先 固定 。 讨 算 机 所 实施 的 
每 一 动作 必须 对 下 列 三 者 作 各 别 的 改变 。 由 符号 空间 内 各 符号 的 
出 现 所 组 成 的 有 限 系 统 , 符 号 空间 内 被 观察 的 方 格 的 分 布 ,以 及 他 
自己 的 内 心 状态 . 3 

1) 原文 亦 为 “computable”, 但 其 意 显 指 各 种 计算 — EEE, 
+418 o 


一 计算 员 如 果 只 依照 预先 指定 的 规则 就 一 个 给 定 的 变 目 以 计 
算数 论 函 数 的 值 , 则 其 行为 必须 受到 上 列 限制 ,这 些 限制 和 构造 杜 
令 机 器 时 所 作 的 限制 是 同一 种 类 的 .就 机 器 言 ， ea See. 
带 , 而 机 态 便 相应 于 计算 员 的 内 心 状 态 。 

计算 员 的 行为 比 之 机 器 的 行为 ,可 受到 较 少 的 限制 如 下 。 E 
他 可 以 在 同一 时 间 内 观察 到 不 止 一 个 符号 .(b) 他 比 之 机 器 能 够 实 
施 更 复杂 的 原子 动作 .《¢) 他 的 符号 空间 不 必 是 一 维 的 纸 带 。(d) 
BR ERNST ra la 
定义 中 所 用 的 那 种 . 

| 我 们 试 检 查 (a) 一 (d) 各 种 可 能 性 ， 并 简单 地 看 出 如 何 可 以 化 
妇 到 杜 令 机 器 中 的 等 价 的 东西 。 我 们 的 叙述 只 是 逐一 地 化 归 ， 但 
我 们 的 方法 即使 相继 地 作出 合并 化 归 亦 是 可 用 的 
” 对 (a) 言 , 我 们 看 见 , 例如, 17, 21 及 100 等 是 可 以 在 一 个 举 
动 之 内 便 观 察 得 了 的 .但 是 一 个 很 长 的 符号 叙 列 只 能 用 连续 的 动 
作 而 观察 。 例如 我 们 不 能 一 眼 便 说 出 : 157767733443477 与 
157767733443477 是 否 相同 ;“ 我 们 需要 把 这 两 数 逐 位 数字 ' 地 比 
较 ， 可 能 还 须 用 铅笔 在 各 数字 下 面 记 以 省 hee eee 
=. ( 杜 令 [1936 一 7], 第 251 页 .) . 

: 如 果 17，21 及 100 不 但 当 作 一 个 单 体 而 观察。 并 且 处 理 时 亦 
当 作 只 占 兰 号 空间 由 一 个 箱子 的 地 位 的 ， 那 末 要 把 复合 观察 化 蚊 
为 杜 令 机 器 所 用 的 简单 观察 ， 我 们 只 \ 须 对 符号 重新 定 尺 ， 
当 作 唯一 的 一 个 符号 便 成 了 . 

在 实际 计算 时 ,我 们 有 时 用 一 en 
等 )， 它 们 可 和 通常 符号 放 在 同一 方 格 内 。 如 果 有 个 通常 符号 ， 
n 个 这 种 特殊 标志 ,它们 都 可 放 在 同一 方 格 内 ， 和 
sn i 十 1 增加 到 G+1)-2" BT. 

ee BERTRAM 

«4401385789264 - 
FASE MEER ALM Myth Ree 75 并 且 他 最 多 只 能 
看 清楚 在 这 个 7 两 旁 的 共 5 个 数字 ; 那 末 这 5 个 数字 85789 以 及 


和 LE9、 


他 兴 时 的 内 心 状态 便 决定 他 的 动作 。 EA BS ed 看 
到 ,但 并 不 影响 他 的 动作 。 设 其 动作 是 杜 令 机 器 (每 个 方 格 内 只 有 
一 符号 ,而 不 是 五 个 符号 同 在 一 方 格 内 的 那 种 机 器 ?所 实施 的 那 一 
种 动作 。 例如, 如果 下 一 动作 是 ee A 7 
- -4401385089264 - 
而 注视 着 38508。 这 时 他 的 行为 可 以 化 因为 村 令 机 器 的 行为 。 候 
设 机 器 的 符号 便 是 十 个 阿拉 伯 数 字 。 上 述 行为 可 以 作为 一 个 广义 
杜 令 机 器 的 行为 ， 在 该 机 器 中 ，( 决 定 动作 的 ) 布 局 是 [cy Fra, > 
hy qe) XH e, fs as go h 是 以 注视 方 格 为 中 心 的 两 旁 五 个 方 格 趾 
的 数字 .但 对 广义 杜 令 机 器 的 每 一 机 态 q, 我 们 都 可 和 使 对 应 于 10° 
个 新 的 机 态 deeten(es fs Bok = 05°, 9)5 我 们 并 把 机 器 表 也 作 
下 列 的 修整 : “SABLA qc 时 ; 须 实 施 一 系列 的 杜 令 机 右 动 作 肖 
以 看 出 两 旁 的 两 个 邻 格 , 当 看 出 它们 被 数字 es fo 4 占据 后 , 便 
KAHN Qesfghe 我 们 不 但 加 入 机 态 Qeetgh > 而 且 由 qe 到 Qeefgii 的 动 
作 之 间 所 取 的 机 态 亦 须 加 人 。 详细 情形 读者 可 自 为 之 。 然 后 广义 
机 器 根据 布局 (e， fo a, > hy GOAT ERS EE HASLER E 
Cas qefa# 小 而 作 之 。 这 个 化 归 是 下 述 附 注 的 一 例 , 即 可 以 硅 观 察 时 
改变 内 心 状态 从 而 记忆 有 限 多 个 预先 观察 到 的 符号 .- 
还 可 设想 别 的 方 格 的 印 号 亦 可 以 作为 观察 的 一 部 分 ;例如 具 
有 明白 指出 的 标志 的 方 格 中 的 (有 限 个 )、 如 果 这 些 方 格 这 样 地 从 
布 于 符号 空间 中 使 得 计算 员 可 根据 杜 令 机 器 所 实施 的 动 ER 
它 , 然 后 再 回来 (参见 下 列 《c) 项 讨论 ), 则 这 种 符号 观察 亦 可 用 局 
法 化 妇 . SE : . a: 
#0) 项 言 , 计 算 员 除 却 改变 所 注视 的 方 格外 ,还 能 改变 其 它 
的 方 格 : 这 个 新 观察 到 的 方 格 不 必 与 原 有 的 相 邻 接 。 但 如 果 它 可 
作为 计算 员 的 一 个 单独 动作 的 话 , 这 动作 必 不 能 过 于 复杂 ,其 复杂 
程度 必须 有 一 上 界 。 更 复杂 的 动作 必须 一 再 地 参考 到 被 观察 的 资 
料 以 及 在 所 给 情况 与 结果 情况 之 间 的 各 情况 的 内 心 状态 才 成 〈 才 
有 新 动力 ) (的 确 ， 我 们 可 以 说 ， 杜 令 机 器 的 动作 已 经 是 复合 区 
T; 心理 上 说 , 它 含 有 印 录 及 更 改 内 心 状态 , 跟 以 一 移动 及 另 一 次 
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更 改 内 心 状态 ,因此 坡 斯 特 [1947] 便 把 杜 令 动作 分 而 力 一 ;我们 这 
由 所 以 没有 这 样 分 ,为 的 是 使 机 器 表 不 致 太 长. ) - 

在 情况 方面 所 作 的 不 属于 杜 令 机 器 形式 的 简单 更 改 ， 可 以 立 
刻 想到 的 ,例如 不 在 移动 之 前 而 在 移动 之 后 印字 ， 等 等 ,都 容易 表 
成 一 系列 的 社 令 机 器 原子 动作 的 继续 ， CRE MA 
是 唯一 的 一 个 动作 的 ,已 经 这 样 分 析 了 , 见 $ 68.》- | 

对 (c) 项 言 ,通常 都 是 在 2 维 空间 的 纸 上 而 作 计算 的 ,纸张 
有 .2 维 空间 的 这 个 特征 就 在 初等 算术 处 已 经 利用 了 .理论 止 说 。 
我 们 还 须 考虑 别 种 符号 空间 的 可 能 。 符 号 空间 的 结构 必须 是 够 有 
规则 以 免 在 计算 过 程 中 计算 员 也 会 迷 乱 了 。 ” 

”而 一 个 方 格 〈 或 该 空间 的 一 LAT) BAER CHR 
TARSAR m 十 种 方式 ,叫做 Mas, Mas TU My tS 
移动 ,例如 在 作 好 方 格 的 平面 上 ，、m 一 4 (AIRETZABAN): 
如 果 还 容许 对 角 运 动 则 m = 8. 在 每 个 给 定 情况 下 ,计算 员 的 动作 
距 然 必须 由 有 限 多 个 布局 中 当时 出 现 的 那 一 个 而 次 定 的 3 BRL 
不 能 使 用 更 多 的 移动 法 .我 们 可 以 不 来 失 普遍 性 而 假定 对 每 车 念 
子 都 有 同 数 的 移动 方向 ,如 果 对 有 些 盒子 言 KB N 
Re 
一 样 定义 为 恒 等 移动 :- 

因此 ， 能 够 达到 的 盒子 个 数 必 是 可 数 的 . 同一 例子 可 出 不 风 
i EHEN 
的 . 

我 们 假定 对 所 有 盒子 作 一 个 不 许 重复 的 枚 举 ， 对 每 一 Ash 
法 Mi(i 一 0,.…, m), 都 有 一 个 可 机 算 函 数 必 ， 使 得 如 果 x 为 一 
个 给 定 的 盒 于 在 枚 举 中 的 标 码 , 那 末 u(x) 便 是 经 移动 -M; 后 所 达 
到 的 盒子 的 标 码 . 这 假设 在 任何 容易 想像 的 符号 空间 中 都 起 可 实 
现 的 . 

使 用 这 个 枚 举 法 可 把 在 枚 举 中 编号 为 < 的 盒子 (x = 0,1, 2, 
…) 对 应 于 线形 带 上 从 某 一 方 格 〈 叫 做 第 0 格 ) 向 右 计 数 的 第 必 
格 ， RE Oe 

Kte 


. 使 用 $ 68 的 方法 我 们 可 作出 一 机 器 使 得 , 当 把 第 0 格 (或 第 1 
格 ) 上 记 下 一 个 特别 标志 时 ;该 机 器 可 以 从 第 * 烙 出 发 而 找 出 第 
p(x%)》 格 .为 这 个 目的 而 机 算 时 ， 可 以 对 方 格 改 印 撒 号 以 后 再 控 
去 ， 以 免 妨碍 已 有 的 印 号 .这样 便 使 得 我 们 可 以 把 在 所 给 的 符号 
空间 内 的 机 算 化 归 为 在 杜 令 机 器 的 线形 带 上 的 机 算 .:， ; 

在 这 个 化 归 中 ,我 们 并 不 假定 , 必 有 一 移动 使 从 邻接 的 盒子 而 
回 到 原来 的 盒子 ; 即 并 不 假定 在 这 空间 内 每 一 运动 都 有 一 逆 运 动 . 
这 在 任何 一 个 通常 的 空间 内 都 是 有 的 . 唯一 的 例外 是 。 当 计算 员 
用 耳 采 在 一 时 间 间 隔 之 内 接收 一 信号 时 

符号 空间 可 以 是 几 个 不 相连 结 的 了 空间， 每 个 痢 有 它 的 被 注 
视 的 盒子 ,例如 ， 当 计算 员 同 时 用 眼 观 察 一 张 纸 上 的 符号 、 用 手 措 
一 凸版 纸 带 又 用 耳朵 收听 信号 时 。 如 果 有 7 REF R 
们 可 氛 从 每 个 空间 内 选 出 一 盒子 来 作成 KIT o7 
N MOA ,我 们 说 ,就 原来 意义 而 论 ($6), RAH ILA 
将 体例 如 ?7 士 革 个 坚 号 给 出 时 , 才 算 是 把 自然 数 > 给 出 了 ;因此 就 
盖 变 目 而 计算 一 函数 .@ 时 ;如 果 两 者 都 是 用 别 的 记 法 表示 的 , 那 就 
Be ne TEREE: 
才 算 解决 了 中 的 计算 问题 

根据 我 们 的 其 它 论证 ， 可 以 作出 两 个 社 人 机 器 来 相关 于 > 的 
Nee en ， 

“其 详细 情形 和 在 一 个 记 法 系统 内 所 作 的 计算 定义 一 ri 
a BAABA FANN u een 
过 情况 : 、: . 

:qr 


re al 这 一 对 机 器 的 存在 性 
是 可 以 证 明 的 . 
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. 我 们 是 就 数论 函数 而 辩解 杜 令 论点 。 但 杜 令 机 器 亦 可 以 适用 . 
到 任何 具有 有 限 个 符号 的 语言 ?中 的 表达 式 去 . 仿 刚 才 的 把 一 自 
然 数 记 号 与 另 一 种 记号 互 化 那样 ， 我 们 便 得 到 一 个 直接 方法 来 将 
划 在 这 样 语言 中 关于 表达 式 的 “能 行 ' 运算 ,用 以 代替 下 烈 的 刻 刘 : 
在 一 个 特殊 的 能 行 的 哥 德 尔 编号 下 ， 要 求 相 应 的 数论 函数 是 一 般 
递归 的 或 可 机 算 的 ($ 61)。 这 方法 还 可 推广 到 具 醋 数 无 穷 多 个 符 
号 的 系统 中 去 、 只 要 这 些 符号 本 身 可 以 能 行 地 当 作 由 有 限 多 全 符 
a 例如 ， 对 形式 数论 的 符号 体系 言 、 可 以 把 变 元 a, 

ii haar aa» Ay5°°+C§16,§50), TE stl 


“A571, 半天 的 字 的 问题 

| 根据 印 吉 论点 ,有 些 刊 定 问 题 是 不 可 解决 的 ， BERKER 
例 巴 是 根据 4 可 定义 性 而 作 的 ([1936])。 ET TS PN A 
CS 她 定理 XID)， 则 是 根据 一 般 遵 归 性 而 作 的 《根据 克 林 [1936, 
1943])。 杜 令 [1936 一 37] 给 出 一 些 例子 ,是 根据 可 机 算 性 而 作 的 ， 
这 可 如 下 给 出 。 一 机 器 :中 是 由 它 的 含有 G+ 1k 个 表格 的 机 器 
表 而 决定 的 。 我 们 可 对 也 表 因 而 对 机 器 给 以 哥 德 尔 编号 。 WRF 
Pe MOR FRET: (x) 一 0 当 * die 
的 哥 德 尔 数 而 吹 。 所 机 算 的 一 元 部 分 函数 p 在 变 目 * 处 取得 值 
1, 对 此 外 情形 则 EG) = 1. :因此 ,依照 杜 令 论点 (或 者 3 由 于 一 般 
递归 性 与 可 机 算 性 是 等 价 的 ,由 于 印 吉 论点 ) 不 可 能 有 一 算法 来 判 
定 , 任 给 一 数 *; 它 是 否 具 下 列 性 质 的 机 器 的 哥 德 尔 数 : 当 从 标准 
注视 x 出发、 纸 带 上 其 它 地方 爹 是 空 的 ， 它 将 达到 标准 注视 «$1 
而 终止 。 作为 另 一 例子 ， cee mee ke 当 


D “HA” (language) SREAWAKIKERE (linguistic) 更 广 的 意义 轩 
ss 别 地 ,包括 有 各 种 形式 体系 《参见 $ 15)， 但 通常 的 语言 如 俄语 英语 等 亦 包 括 于 
“其 内 ,因此 ,既然 这 些 语言 中 开 示 意义 的 工具 受制 于 明确 表述 的 文法 规则 5 杜 令 
机 器 便 可 用 以 作出 由 一 语言 到 另 一 语言 的 翻译 类 似 的 原则 便 是 用 现存 RE 
计算 饮 以 从 一 语言 到 另 一 语言 作 自 动 稳 译 这 种 现实 经 验 的 根据 ， 该 计算 机 的 很 

多 基本 特点 都 反映 于 杜 令 机 器 的 定义 中 一 一 - 俄 译注 ， 
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从 任何 给 定 情况 出 发 时 会 不 会 停止 ， 因 为 ,如 果 有 这 个 算法 , 则 给 
定 任 一 数 x 后 ,我 们 可 以 先决 定 * 是 否 一 机 器 TL 的 哥 德 尔 数 ,如 
LE UMN. 从 标准 注视 * 而 出 发 后 ,是 否 会 停止 ， 如 果 会 ， 则 其 最 
后 情况 是 否 标准 注视 r, 1. 

这 些 判 定 问题 的 例子 都 是 证 明 其 为 不 可 解决 的 ， 它们 又 都 是 
直接 由 于 一 些 数学 观念 (1 可 定义 性 , 一 般 递 归 性 ,可 机 算 性 ) 而 引 
起 的 ， 这 些 观念 又 是 和 能 行 性 相等 价 的 〈 由 于 抒 吉 - 杜 令 论 点 ). : 

o 第 二 类 的 例子 ,略为 离 远 一 步 的 ,是 关于 一 些 形 式 系统 的 判定 
问题 ,例如 $ 61 定理 33 (NAS 76,585 [1936], 363 T). 

坡 斯 特 [1947] 及 马尔 科 夫 [1947] 证 明 其 为 不 可 解决 的 那个 判 
定 问题 却 特有 其 兴趣 ， 因 为 (这 是 第 一 个 例子 ) 所 处 理 的 问题 是 现 
存 的 间 题 ,与 逻辑 或 基础 领域 无 关 的 . 

二 披 斯 特 与 车 尔 科 夫 所 证 明 不 能 解决 的 问题 E -E C Thue) 
1194] 所 提出 的 。 假设 已 给 出 有 限 个 不 同 的 符号 ase gw 
km 之 1 六 设 称 之 为 字母 ,而 这 表 称 为 字母 表 。 由 04 个 或 多 个 符号 ， 
《的 岂 现 ;所 组 成 的 有 穷 序列 电 做 字 (由 这 些 字母 所 组 成 的 )! 根据 
SAWS ($ 16), 如 果 把 ay:…， a 当 作 形 式 符号 , 则 一 字 简 
单 地 就 是 一 个 形式 表达 式 ,， 不 过 现在 我 们 兼容 许 空 表达 式 .. 如 果 
FD ucy 形 ， 而 U,V KR. (可 能 空 的 ), 则 说 字 one en 

" SRERERARE RA. B), +*+, (Ans B.) (n > DR 
RER. 我 们 说 ，( 根 据 字典 ) 字 有 与 $ 直接 等 价 ， 如 果 有 两 宇 
UVR-H (AB) A<Si<n) EARSSHHE UAV 及 
”UB;V' 形 铀 分 别 旦 :UB;V 及 .UAiY 形 ; 换 句 话说 ,如 果 把 在 字典 中 彼 
此 对 应 的 部 分 A;, B 更 换 后 可 使 R SS 彼此 互 化 ， 如 果 有 -- 个 有 
穷 的 字 序 列 Ri， .... RC 之 1) WAR, 为 P， R: 为 Q #1 Rs 与 Re 
直接 等 价 GG 一 2,……, 1), WHE 与 Q( 根 据 字典 ) 等 价 . 

HR (A 问题 是 ， 找 出 一 算法 使 任 给 一 字母 表 及 字典 后 ， 
任 给 两 字 都 可 判定 该 两 字 是 否 等 价 。 这 问题 又 叫做 半 溺 的 字 的 问 
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定理 XXX] 半 群 的 字 的 问题 是 不 能 解决 的 ;事实 上 ,有 一 特 
弧 的 字母 表 及 字典 ， 使 得 没有 算法 来 判定 , 任 给 (由 这 些 字母 所 组 
成 的 ) 两 字 后 ,判定 它们 是 否 (根据 该 字典 ) 等 价 .《 坡 斯 特 [1947]， 
马尔 科 夫 [1947]. ) am Say oe 
证 明 ”我 们 的 证 明 方法 在 于 找 出 一 字母 表 及 字典 使 得 ， 如 果 
我 们 能 够 对 任何 两 字 的 等 价 性 有 一 判定 过 程 ， 那 末 我 们 便 能 够 对 
谓词 (Ey) T(z, x, y) 而 找 得 一 判定 过 程 ,与 $ 60 定理 XN CRE 
印 吉 论点 而 证 明 的 ) 相 矛盾 .对 这 个 特殊 的 字母 表 及 字典 ， HPA 
题 既 不 能 解决 ,一般 吐 氏 问题 当然 更 不 能 解决 了 . 
现在 可 把 两 字 的 等 价 关 系 表示 为 ,根据 下 列 2n 个 推理 规则 时 
由 一 字 到 别 一 字 的 形式 可 推演 性 : 
UA; AV ee UB;V 
(a) UB, y’ (b) UAV” 
RE i=l, 而 0 与 V 为 由 字母 4 .，a 所 组 成 的 任意 两 
字 ( 可 为 空 的 ). 
. 先 论 半 吐 系统 ， 其 中 只 使 用 (a) 组 规则 而 不 用 其 逆 (b) 组 的 . 
” 我们 将 描述 一 方法 ,使 得 任 给 一 个 特殊 的 杜 令 机 回 我 们 痢 可 
以 作出 一 个 半 吐 系 统 ; 使 得 纸 带 的 及 机 器 的 情况 可 由 半 吐 系统 的 
字 来 表示 ,而 机 器 的 原 予 动作 则 相应 于 规则 (a) 的 应 用 O F 
这 个 半 吐 系统 的 字母 表 由 下 组 成 ，%,- ……。s 《表示 机 器 的 方 
BER) 0° qx( 表 示 机 态 ) 及 一 新 符号 4,( 共 让 千克 十 3 浴 
FH) :-: Eeg 
在 一 个 络 定 的 纸 带 及 机 器 情况 中 ， 假 设 包含 被 注视 方 烙 疏 由 
切 印 格 的 那 一 个 最 小 的 连续 不 断 的 部 分 共 含有 Cr SD. A 
其 方 格 的 形态 从 左 到 右 为 sur eo HERS PARK BE 
UHR ASPS) RIMEL qe。 这 时 该 情况 将 由 下 字 市 
hsp,* 5 et * «sg, hs a 
SEMRA. (什么 时 候 一 字 才 是 坡 斯 特 字 ?) 
例 1 5 69 例 1 的 情况 的 坡 斯 特 字 是 hassssqwwsh。 
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”这 半 吐 系统 的 = 个 推理 规则 (a) 将 包括 那些 规则 , 它们 相应 于 
杜 令 机 器 的 (i 十 DR 个 主动 布局 的 . 设 关于 a) 的 主动 布局 
言 ， 表 上 记载 的 呈 sla É, 640, WHAT +2 人 
如 下 (e = 0,31)» 
Ussg.V Uhs.q-V 
UsqassV * UhsoqassV 
如 果 表 上 记载 呈 Ly 形 , 则 将 有 . Ga +2) 个 相应 规则 如 下 (er 
f 一 0,………，7) - 

Usesaqes V Uhseqe sy V Usesaqh V Uhs,q.hV 

Usque V? Uhsquos V?  UsqhV ?  UhsqhV * 

仿 此 ,如 果 表 上 记载 的 呈 ssRqa B, b 关 0, 则 将 有 i 十 2 个 相应 规 
N; 如 果 呈 sRqs BMA G +2) 个 相应 规则 。， 如 果 表 上 所 载 的 
E Cq 形 , 则 有 一 个 相应 规则 如 下 . 
k pes UseqeV . 

Ussqa V’ 

在 这 个 规则 中 ,各 A 全 是 不 同 的 . 给 出 一 个 相应 于 主动 情 
ERS, 则 在 ”个 规则 (a) 之 中 恰巧 只 有 一 个 规则 可 以 应 用 
HZ RUN EAN TATEN (> qe) 布局 的 那 一 个 规 
则 , 而 且 只 有 一 种 方法 可 以 应 用 , MU V 只 有 一 个 选择 . COR 
;的 第 一 字母 为 h, MASI UB REE.) 应 用 规则 的 结果 
答 出 一 个 坡 斯 特 字 , 它 相 羡 于 由 该 情况 经 过 一 次 机 器 的 原子 动 轿 
后 所 得 的 情况 . a en 情 PORANNE: 出 年 
何 地 则 均 不 能 应 用 。 

总 .因此 ， 在 半幅 系统 内 ,个 给 定 的 字 Q R 可 由 另 一 个 给 定 的 字 
礁 出 , 当 且 仅 当 由 坡 斯 特 字 .P 所 代表 的 情况 出 发 后 ， lenin 
oT TREO S QR Britany tee. 

1) 注意 ， 由 所 证 明 的 结果 可 以 推出 ， 对 于 任何 一 个 部 分 递归 函数 2 都 存在 一 个 疯 

范 算法 . 《参见 捷 特 洛斯 Fl953]7. 事实 上 ， 试 作出 下 列 杜 令 机 器 的 半 吐 系统 : 

，. 它 机 算 p， 并且 如 果 某 变 目 使 ?无 定义 时 它 对 该 变 且 绝 不 停止 。 人 


令 机 器 的 定义 如 下 ， 以 适应 于 潍 特 洛斯 的 用 语 ， 即 我 们 考虑 由 Dr, kD ki 
米 Dxs 所 组 成 的 系统 219° xa3 这 里 De, 由 r; MES | BRC FARR, 


© 4266 


部 分 递归 遂 数 0 py7ix,*,y) 有 定义 且 取 值 0 当 且 仅 当 我 们 
有 (Ey)Ti(x,x,y) (AS 63). 由 定理 XXVIT, 有 一 杜 令 机 器 17 
ART 0* w(x, 23, y) :我 们 可 作出 一 个 半 吐 系统 与 它 相 
应 .: 枉 这 半 吐 系统 内 ， 设 由 下 列 情况 所 对 应 的 坡 斯 特 字 出 发 :一 
数 * 被 标准 注视 ， 机 态 为 沾 ， 纸 态 上 它 处 是 空 的 《 即 由 坡 斯 特 字 
young, Kr 十 1 个 $4, HE) 能 不 能 达到 下 列 情况 所 对 应 的 
坡 斯 特 字 : 数 对 x, 0 被 标准 注视 ,机 态 为 %* 纸 带 上 它 处 为 空 的 ( 即 - 
能 不 能 达到 坡 斯 特 字 khs…ssos,qoh， 在 前 共 x 十 1 个 s 的 出 ， 
现 ), 全 视 《Ey)Ti(x, 2, ) RUSARE. REBECA. A 
算法 可 以 判定 (Ey)T (rsx; y) HRB GEE XIE), 所 以 没有 算法 
使 得 ,在 该 半 旺 系统 内 , HEARS P, eh 


出 * 即 根据 规则 (a)? 是 否 可 下 区 得 'Q. 
要 证 明 本 定理 ， LASER ET Set Re MRE 
AURICH) ABS. SXF] h RB Se mS AK 


引 理 VH 就 相应 于 杜 令 机 器 的 上 述 规 则 a) ME: RPA. 
坡 斯 特 字 , Q 可 用 规则 (a 及 (Bb) 而 从 推出， ee SUR: 
AAO) AF FT ER P HEN Qo E 

5j VI 的 证 明 … 用 (a) 及 (b) 由 P 到 o ENR FRR 
演 的 长 度 ( VE A. 设 推 帝 为 Ro +) Ris FR Pa RY 
AQ 当 ?一 1 时 显然 。 今 设 ! > 1。 因 了 为 坡 斯 特 字 ， 而 规则 
(a) (b) 又 都 保持 这 特性 ， 故 Rite R 都 是 坡 斯 特 字 , 因 此 都 恰巧 
只 含有 一 个 qs 即 HZ. SR, 即 Q 含 有 qi 由 所 我 们 
选择 规则 (a) 以 对 应 于 杜 令 机 器 的 主动 布局 ， ET A; BAA 
qo 0, MR 必 是 由 Ry AREA (a) ZEHN... :因此 如 
果 在 所 给 的 推演 中 ， 有 使 用 规则 (B) 时 ， 则 最 后 使 用 的 一 钦 必 是 由 


”与 “六 米 ” 相 应 于 Si 上 ss) 要 结果 不 是 Xats ay plr" Tr > 
ESA 为 了 这 点 ， 只 须 把 原 机 器 Vy 收 为 M oC HE CBS 68). SHER 
统 的 规则 (a) 改 写 为 ( 按 任 何 次 序 ) A; >B; É, 我 们 便 得 到 规范 算法 的 接 式 Ay. 
对 这 模式 还 须 补充 指示 使 能 够 把 non, eor D SEREF E. — 
Alk» AREA, 之 上 依次 加 入 有 限 个 下 列 的 短 行 : qoh->ty stts Sot>tso, 
ht> + , ks,->s,k, so 一 soky k>q,b, >hk 便 够 了 . 至 于 逆 定 理 ,每 个 “有 算法 
的 ?函数 都 是 部 分 递归 的 容易 用 算术 化 方法 证 明 , 见 469 一 一 俄 译注 。 
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SEAR AR MEZ AEH R 到 Ri 必 是 使 用 规则 (a) 之 一 ; 

但 因 规则 (b) 是 规则 (a) Zi, 所 以 由 R, 到 R- 亦 是 使 用 规则 (a) 

之 一 的 。 但 R, 是 坡 斯 特 字 , 对 这 种 字 至 多 只 有 一 个 规则 (a) 可 以 

使 用 , 并 且 至 多 只 有 一 方式 。 故 Ri 与 Rn 是 同一 的 字 。 故 我 们 

可 以 在 所 给 的 由 P 到 QQ 的 推广 中 ， 把 R,R,+， 省 去 而 把 推演 缩短 : 

把 递归 假设 应 用 到 这 个 缩短 的 根据 (a) 与 (b) 的 由 P 到 QQ 的 推演: 
去 ,我 们 可 以 得 出 结论 说 ,可 以 有 一 个 由 P 到 Q 的 推演 只 使 用 规则 

(a). 


容易 看 见 , 通 过 哥 德 尔 编号 , 半 群 的 字 的 问题 等 价 于 下 形 的 问 
题 ， 对 一 个 给 定 的 x,《(Ey)R(x, y) 是 否 真 ,这 里 尺 是 一 般 递 归 的 ; 
RAW EH XXXI 的 证 明 是 把 (Ey) T,(x, x, y) 是 咨 真 的 问题 北 
归 到 字 的 间 题 去 的 , 所 以 字 的 问题 在 形 为 (Ey)R(x, y) 的 谓 询 的 
判定 问题 中 具有 最 高 的 不 可 解决 度 (参见 $61 KES 6502). | 
沿 定理 XXX 方向 的 其 它 结果 可 见于 马尔 和 料 夫 :[1947]、 
[49472], :[1947b},. [1951], [195]a], [1951], CH OLR R 
(Hall) [1949] RA JE: (Boone) [1951] #9382, u 
”“” 上面 我 们 在 半 群 的 字 的 问题 中 所 用 到 的 两 字 P 与 Q 的 等 价 性 
AESTERH? ~ Q), 其 定义 亦 可 归纳 地 给 出 如 下 )P' ~ OR 
REF ABR MAHA. WER BRAT 1A AiB 
(Gm dyes, 2) BU U 3. MR UN~V OR VAUDE 
OS eee iSO ABT IO, 若 应 用 哥 德 尔 编号 ， Bra 
LEEA ERG O ERARA EA Mi R 为 一 般 递 归 ， 关 于 这 种 形状 调 先 的 
H ee SORE MB ERRAR RE» SO METER 
. 企 问 题 之 内 引 人 一 个 显然 木 可 解决 的 问题 ,例如 CETTC xy y) 的 解决 ， 直 
-上山 束 冀 尼克 [1956] 的 结果 为 止 ,还 没有 成 功 地 作出 一 个 LEy)RCx， 乡 形 的 谓词 4 
RENT 其 判定 问题 是 不 可 解决 但 亦 无 法 转 到 谓词 (Ey)T4(e ey y) 的 


ARES. 这样 调 词 是 否 存在 的 问题 。 便 是 可 化 归 性 问题 ， 它 的 一 个 等 价 
” 的 站 述 可 见于 第 350 页 的 财 注 。 坡 斯 特 [1944] 曾 经 作出 了 特殊 的 (Ey)RCx， y) 
”,， 形 的 谓词 , 它 的 判定 问题 的 不 可 解决 性 无 须 化 轨 到 谓词 (Ey)T;Cx, ry) 判定 
…““ 尊 古寺 而 借助 于 很 人 为 的 亦 法 .但 是 对 于 所 有 这 一 切 的 谓词 都 可 证 明 ， 它们 的 
判定 问题 是 可 化 归 到 〈Ey7)7,Cz 9) 的 判定 问题 的 ( 坡 斯 特 江 1944], 迪 克 尔 
(Dekker) [1954]) 一 一 俄 译注 . 
“ 7) 参见 马尔 科 夫 【1952，1954]， 布 尼 [1954，195541。 蔡 以 金 Heran [1956] 
+ 2% . & — REE, 
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U-V, V~W, WU ~ W. 5-6. DR U-V, A Ua; ~ Va; 
EaU ~ aVG = l,m). FES Turing[1950*] 指出 ,具有 消 
元 律 的 半 群 的 字 的 问题 亦 是 不 可 解决 的 ,所 谓 消 元 律 是 指 : 7 一 8。 


如 果 Ua ~ Va; R aU ~ aV, WU ~ VG =1,---, m) 


OD 在 一 群 中 两 字 的 等 价 性 可 定义 如 下 ， 只 须 把 7 一 8 换 为 7， 对 每 一 个 字母 a; 在 
字母 表 中 都 有 这 样 的 字母 a7! W aar ~ araur A EER, ARR MS” 
F). FE: 找 出 一 个 算法 以 认 出 群 论 中 两 字 的 相等 性 ( 即 字 的 问题 在 过 找 
几 十 年 之 内 是 一 个 非常 重要 的 代数 问题 ， 诺 维 科 夫 .《T. C IJosuikoB) [1952» 
1955] 作出 一 个 具有 无 法 解决 的 字 的 问题 的 具体 的 群 ， 从 而 证 明了 这 问题 的 不 

”可 解决 性 。 利 几 诺 维 科 夫 的 例子 。 亚 丹 〈C. HAnsia) WET Ra 
不 可 解决 性 * 有 关于 群 的 [1955]， 半 群 的 [1955a]， 最 后 只 利用 这 样 的 例子 是 
存在 的 这 事实 , 蔡 以 金 [1956a] 作出 非常 简单 的 半 群 而 具有 不 可 解决 的 字 的 问 
题 的 . ni 


re 
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多 四 部 分 “数理 多 辑 (附加 项 目 ) 


二 一 -一 


第 十 四 章 ”谓词 演算 与 公理 系统 


§ 72. 哥 德 尔 的 完备 性 定理 


我 们 再 行 研究 谓词 演算 ,而 从 $ 37 所 达到 的 地 方 出 发 , 设 了 为 
一 谓词 字母 公式 ， 只 自由 地 含有 不 同 的 变 元 z-s zg > 0) 并 
只 含有 不 同 的 谓词 字母 P1,……, P,(s > 1)。 从 一 非 空域 D 指 派 一 
些 客体 Bta” a Zq 作为 Zis” ° *3 Zq 的 值 , 又 指派 一 些 定 义 于 D 上 的 
逻辑 函数 P,,…, P, 作为 P,… …，P, 的 值 ， 我 们 说 这 指派 满足 F 
(或 说 它 是 对 za …，za， P,,………，P, 所 作 的 满足 F 的 指派 )、 如 果 
在 $ 28, § 36 及 $ 37 的 赋值 规则 之 下 , F 取 值 +， 正如 在 $ 37 中 所 
定义 的 , F 在 一 非 空域 D 上 是 可 满足 的 《有 效 的)， 如 果 D 中 有 一 
个 (每 一 个 ) 对 Bis" s Zq» Pistte’ P, 的 指派 (都 ) 满 足 F, 至 于 记 
号 方面 ,我 们 把 逻辑 函数 不 再 像 $36,§ 37 那样 写 “U(a an)” 
“Ka, b)”, SEMSA Pilat an)” Ala, 5)” 等 等 ， 当 区 域 
为 自然 数 域 时 ,逻辑 函数 简单 地 便 是 数论 谓词 ,如 果 我 们 不 区 别 命 
题 与 真 假 值 t 或 1 的 话 ( 参 见 $ 45 (b) 及 那里 的 附注 ); 的 确 ,今后 我 
们 亦 把 它们 叫做 谓词 . 
定理 34°° 如 果 一 谓词 字母 公式 F 在 谓词 演算 内 是 不 可 驱 
的 〈 即 如 果 一 F 是 不 可 证 的 ，$ 41), 则 F 在 自然 数 域内 是 可 满足 
的 .( 关 于 谓词 演算 的 哥 德 尔 完备 性 定理 , 哥 德 尔 [1930])。 ” 
哥 德 尔 原 证 的 修整 可 见于 希 尔 柏 特 - - 阿 克 曼 [1928] 的 第 二 版 
(1938) 上 ,又 见于 希 尔 柏 特 - 伯 尔 奈 斯 [1939] 上. 汉 金 (Henkin) 
[ 1949} 给 出 一 个 证 明 ， 在 其 中 所 使 用 的 关于 谓词 演算 推演 特性 的 
知识 最 少 ?。 我们 今 给 一 证 明 , 就 这 方面 言 ， 可 以 说 是 介 于 希 尔 柏 
1) 这 证 明 不 久 便 由 汉 金 与 哈 森 雅 格 (Hasenjalger) [1953] 所 简化 一 一 - 俄 译注 . 
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特 - 伯 和 尔 奈 斯 与 汉 金 之 间 。 此 外 还 有 拉 西 奥 瓦 (Rasiowa) 与 西 柯 尔 
斯 基 (Sikorski) [1950] 的 证 明 , 用 到 代数 学 和 拓扑 学 . 

定理 34 的 证 明 〈 预 备 性 的 ) 根据 $ 35 定理 19, 任 一 谓词 字 
母 公式 都 等 价 于 一 前 束 谓词 字母 公式 ， 它 (根据 该 证 明 的 方法 ) 具 
有 和 了 同样 的 不 同 自由 变 元 zs， …， za 及 谓词 字母 Pi,*…,P,. 根 
JES 37 定理 21 及 $ 28 中 一 的 赋值 表 ， 或 者 集合 论 地 仿 定理 19 的 
证 明 可 知 ，F 的 前 束 式 之 可 以 被 一 指派 215° "5 Zas Pass ts Py Gi 
满足 , 当 且 仅 当 F 被 它 满足 时 . 

在 今后 的 证 明 (包括 引 理 22 及 23) 中 ， RDE F ENR. 
例如 , 设 F 为 Vx3y1VxiVxi3y;Vx4B(zi, 229 Xı> Yio X29 X39 Yas %4) M 
Blu, Z29 X19 Yıs X29 X39 Ya» x) 不 含量 词 ， i 
的 不 同 变 元 (因此 4 一 2). 

为 在 记号 上 更 觉 方便 起 见 ， 我 们 今后 经 党 容许 对 谓词 字母 公 


式 的 自由 变 元 先 代 人 以 数字 ， 因而 我 们 不 说 ， 当 谓词 字母 公式 
LACAS "t3 wp) 中 的 自 由 变 元 及 谓词 字母 Uso a Up, Piste > P, 分 


别 取 值 w,,*……， Ups Pistte a P, 时 该 公式 所 取 的 值 , 而 说 当 Piss +s 
P, BA Potea P, EAC, u) 所 取 的 值 ( 这 里 wt- ap 为 
自然 数 moteo up 所 对 应 的 数字 ).〈 这 里 AGa, sua) 便 是 具 
有 数字 的 谓词 字母 公式 ,这 是 $ 37 % 谓词 字母 公式 观念 的 推广 ， 


BUMAS HE 1,--+, k (RET) 作为 项 ,而 且 容许 一 切 数 字 。 KE 


有 任何 自 A 
的 命题 字母 公式 .) : 
nee > P BREBES 
式 了 (a,"… ,as ) 而 选取 一 值 (t 或 人 的 问题 , E j=l, 
Man, 的 变 域 则 是 所 有 的 自然 数 # 矢 . en 


-种 无 重复 的 方式 而 枚 举 如 下 ， Q» Q,» Qs. 


REV, 3 的 赋值 规则 可 知 ， F 将 被 215 225 Br » Ps we, 
如 果 对 于 每 个 自然 数 x,， 都 有 一 个 自然 数 图 ( 依 赖 于 ro EA 
la) ,使 得 对 于 每 个 n 与 zs 都 有 一 个 RRT ri Kr, 可 
BIA "yıla tas x3)”) 使 得 对 于 每 个 oo PARR tG( RARE 
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定 B 内 的 P， > P, 须 释义 为 P,,"…,P,。 一 一 译 者 》 © 

(D B(z, Zoo Xis Yılzı)» Xas Xss Ya xis 223 13); X). 

(这 里 yie) 是 相应 于 自然 数 y,(x1) 的 数字 等 等 . ) 我 们 今 把 a, 
219 Yılzı)» Ya Cris 225 25) SP BELA 2°-3', 20.3°, 21.3%1, 22. 3%. 

5.79%, SH, 我 们 便 决 定 了 一 个 具 数 字 的 命题 字母 公式 的 无 穷 
BE Fo (RI xis x29 x3, 24 历 取 一 : 切 自 然 数 4 矢 而 zz yılzı)> 
yi(xziyxziyxzs) 如 刚才 所 明 指 时 公式 (D 所 成 的 集 ), 使 得 如 果 己 ,……,， 
P, 联 立地 满足 这 些 公式 ， 即 ,使 得 它们 全 为 t， 则 zis 225 Pistte P, 
UE F. 

我 们 说 ,一 类 公式 是 相 容 于 形式 系统 S 的 ,如 果 把 这 类 公式 作 
为 公理 加 到 $ 的 公设 去 ， 所 得 的 形式 系统 是 简单 相 容 MN (828), 
即 不 能 有 公式 A 使 得 由 这 类 公式 出 发 ,在 5 内 可 以 推 注 出 A 汉 
“IA, ; 

只 要 证 明了 引 理 22 及 23, 则 定理 34 的 证 明 便 完毕 了 ， 这 两 
引 理 是 有 关于 任何 前 束 谓词 字母 公式 F 以 及 由 它 依 上 法 所 得 j 
ARR F. 的 

引 理 22°c 如 果 F 是 相 容 于 命题 演算 的 ， 则 F 在 自然 数 域 
内 是 可 满足 的 . 

证 明 由 预备 证 明 处 可 知 ,只 要 证 明了 可 对 每 个 Q,,Q,Q;*… 
指派 一 个 真 假 值 GRN, 使 得 在 命题 演算 的 赋值 过 程 下 Fo 内 的 
公式 可 被 联 立地 满足 , 那 便 够 了 ，( 我 们 的 方法 可 就 直列 情形 而 证 
明 : F 是 任何 相 容 于 命题 演算 的 公式 集 , 而 Qos Qs Qu ERA 
的 就 命题 演算 言 是 素 的 公式 ,包括 F 中 所 有 对 命题 演算 言 是 素 的 
那些 成 份 ，$ 25.) 

-根据 在 命题 演算 内 有 FLQ 或 没有 LQ 而 命 Ro 为 Qu „a 
TQ GAE “F” HE h F, 内 的 公式 而 推演 出 ), 并 把 Ro MEI, 
后 得 出 一 新 集 F,。 则 FF, 亦 相 容 于 命题 演算 .因为 ,就 第 一 情况 言 
《 即 , 当 F.Q. 而 Ro X Q), Ro 的 增加 并 没有 增加 可 推演 的 公 臣 
集 ; 就 第 二 情形 言 ( 即 当 FF EQ, 而 Ro AIR); 如 果 有 A 使 FHA 
B Fi 一 A, 则 Fes Qh A 及 Fa Qh ARTE 
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得 FF 下 QoF-Q,， 与 穷 举 假设 矛盾 . 

同样 ,对 每 个 自然 数 iH FEQ at FQ; 而 命 Ri 为 Q; 或 
TQ; JHE R, ME, ZUR Far 则 由 F 的 相 容 性 可 得 Fiyi 的 相 
容 性 . 

我 们 今 根据 Ri 为 Q 或 Ri; H 10, 而 对 Q: 指派 以 值 + 或 二， 

对 这 个 指派 言 , 不 但 Ros Ro Rs Rt MEF 内 的 公式 
Rit ARH» F 的 一 个 公式 ，H En 
些 不 同 的 部 分 必 出 现 于 表 Qu Qs Qo 之 中 , 设 它们 为 Qi 
Qi。 试 考虑 公式 H&Ri&……&Ri; 命 之 为 “A”。 设 

i= 1 + maxits ir); 
则 FHA, AX H, Rotts Ri, 全 属于 Fi 之 故 . 但 是 能 够 使 得 
Rus, Ri 全 取 值 t 的 指派 值 也 只 限于 此 了 ， 所 以 如 果 在 这 个 指 
派 中 H 不 取 值 t, 则 A 将 为 永 假 而 一 A RAKA (S28); 由 $.29 定 
理 10， 可 在 命题 演算 中 证 出 A, 当然 更 有 Fi 一 "A， a > 
合并 便 与 Fi 的 相 容 性 矛盾 . 

引 理 23 ”如 果 在 谓词 演算 中 F 是 不 可 驱 的 ， 则 BEFA 
题 寅 算 中 ， 

证 明 注意 , 相 据 我 们 对 各 数 z 2: 及 函数 va K Xis 
x3) 的 选择 ,我 们 有 : (Az, 22.4 r = 0, 1,2, MAENE 
当 ri rars = 0,1,2, NM y,《x1, x;, x3) 都 是 彼此 不 同 的 ， 
(Bx < Yer) 及 zis Yæ), 25 xs < yalx1s 20 25), 

为 了 用 反 证 法 而 证 F 是 相 容 的 ， 今 设 有 A 使 得 ,在 命题 演算 
《用 到 具 数 字 的 谓词 字母 公式 》 内 可 由 F 的 公式 推演 出 A 及 A， 
再 应 用 弱 一 消 , 则 由 同样 的 各 公式 ， Bo Tea ee 
以 得 出 关于 公式 As A 的 推演 . 

AO, T, D .表示 一 些 变 元 , ILA, BPS t fas 
Xi» Xss Y20 X4 不 同 ， ,但 3 zy 就 是 Zis 2} 就 是 Z2e 在 这 推演 中 ， 每 个 数字 
a, 只 要 它 不 是 别 的 数字 的 一 部 分 ,我 们 便 把 它 改 变 为 相应 的 变 元 
#， 这 样 我 们 便 在 (谓词 字母 ) 命题 演算 中 得 到 一 个 由 有 限 多 个 具 
B(zı, 225 X15 Yılzı)» X25 F3, yılzı, 25 %,) ,>*4) 形 的 公式 而 作 的 关于 
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有 Ag 一 A 的 推演， 当然 更 可 以 在 ( 纯 ) 谓词 演算 中 得 到 ， 这 时 一 切 
变 元 保持 固定 ;因此 应 用 Y 消 〈 注 意 zx 与 被 写 出 的 其 它 变 元 均 不 
同 ), 便 可 以 由 下 公式 而 推演 出 公式 AmA: 
Vx4B(z，z Zis Yılkı)s Fao X39 V2 X19 X29 X3) > Xe 
因此 车 把 各 个 不 同 的 假定 公式 ( 设 具 有 1 个 ) 写 出 , 那 便 是 
VxsB(zi, 225 Zis F(x!), &, Xi, Yalal, xi, xh), x4)> 
“VxB(Z1, 225 Xin Yılzl) s #25 Zis yx1, x3 42). x4)» 
a). 
WxsB(z1 9225 #15 ViCi) 25 835 Flx{, 23,25). x) ARTA, 

公式 ATA 不 含 变 元 。 在 (1) 的 各 假定 公式 中 , 最 右边 的 自 
HERREN RR) Cei zis ri). AK 个 假定 公式 
ARIA, B j= 1,2,0, 72, xi, xl, od 是 不 同 的 自然 数 
3 矢 , 故 由 (A), 这 ! 个 变 元 是 彼此 不 同 的 ,和 zu, 2 IKARIA. h 
〈B) 我 们 可 以 在 其 中 挑选 一 个 , 设 为 Cei xh, x3), BAEC) 
中 其 它 处 的 自由 变 元 ( 即 不 是 在 最 右 的 自由 变 元 ) 的 足 码 均 大 ( 即 ， 
它 在 数列 5, 1, 7, … 中 出 现 最 迟 ), 因而 和 这 些 变 元 都 不 同 ,不 过 
WFA z R z HA. 由 习 消 ,再 把 约束 变 元 改名 ($ 33*74, 注 意 ， 
7% 是 和 其 它 被 写 出 的 变 元 是 不 同 的 )， 再 用 两 次 V 消 (ER u, za 
彼此 不 同 , 亦 与 被 写 出 的 其 它 变 元 不 同 ), 便 得 

Vx2Vx33y2;VxB gi, 225 X171(x!), X25 %> Yoo X4) 

(2) Vettes 229 yri), 2, X35 Yılzıs x2, x3), x) 

Vr.B(z, Zas Ši» JDE Zis 235 yx{ x4 x3) dt AeA, 
没有 任何 变 元 是 变化 的 ,因为 FAME Cei hy 23) 不 出 
现 于 任何 其 它 假定 公式 中 (参见 $ 24 引 理 7b). 

”再 由 (A) 可 知 ， 最 右面 的 自由 变 元 aED, 万 (x?， xi, ga > 
Heh xf, 1) 是 彼此 不 同 的 亦 与 az 不 同 。 由 (B) 我 们 可 在 其 宙 
挑 出 一 个 ,其 足 码 比 (2) 中 其 它 处 的 自由 变 元 Cz z 除外 ) 所 具 的 
EMEAK, AMER SRERCAR, KTH Cel). I 可 
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Hti, Pats r D 如 果 它 是 六 (xD， 则 由 3 消 ,*74 及 Y 消 ， 
我 们 可 把 第 一 个 假定 公式 改 为 YaytVxzymayzVaBfKzy 225 Xs Jis 
Xis X39 Yoo 4). BIKA F. 如 果 它 是 y:i, rio 23) ， 则 我 们 可 把 第 二 
假定 公式 改 为 Vxavxs3y:VxtB(zi， Zis Xis X29. AER, » X29 Xa» Yax Xaa 
如 时 这 公式 与 前 一 公式 相同 ae xt = xi)» RUFI 把 它 7 
x. “， 
如 此 继续 下 去 , SRA AI (用 到 最 右面 的 。 并 SAREA 
写 出 的 变 元 都 不 同 的 7 去 ) 及 *74 之 后 ,我 们 都 把 V BMA Aa 
消 之 后 不 再 被 消 所 “ 盖 " 的 那些 x* 上 去 ， 如 果 得 出 相同 的 公式 则 
删 去 重复 ， 使 得 下 一 步骤 中 出 现在 最 右面 的 那些 7 DER 
的 。 最 后 我 们 便 简单 地 得 到 
(3). -o FHA&TA, 

由 G3) 及 ATS | AG 
(4) HTF, 
这 与 引 理 的 假设 即 F ERRETA. 

RUC 每 个 谓词 字母 公式 G 只 要 它 在 自然 数 域内 是 有 a 
的 ， 它 便 在 谓词 演算 内 是 可 证 的 《因此 由 $37 定理 .21， 在 每 个 非 
空域 内 是 有 效 的 ),. 〈 哥 德尔 完备 性 定 理 的 另 一 说 法 ， 
[1930]。) 

WA {G 在 自然 数 域内 有 效 } 一 {mG BRAK A ih 
i} 一 { 在 谓词 演算 内 一 G ERREICHTE 本 : 定 
理 ， 把 一 G 作为 了 再 换 质 位 (参见 $ 26*14)] > {在 该 演算 内 
可 证 的 } [由 一 消 ]. 

A 如 果 一 谓词 字母 公式 F ERT (de) 域内 被 满足 A 
则 在 自然 数 域内 亦 可 被 满足 . .( 累 文 汉 定 理 ，(Liwenheim) 
[1915]s 又 叫 累 文 汉 - 斯 科 林 定 理 .) 

证 明 由 系 1 换 质 位 而 得 ;或 如 下 : {F EROS- RER 
内 可 满足 } {OF ERRA FA A ERR OP 不 可 证 

BUF 不 可 驶 }[ 由 定理 21 换 质 位 ] 一 {F 在 自 | IH 

本 定理 ]。 
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妹 文 汉 末 人 对 这 定理 的 证 明 以 及 斯 科 林 的 简化 证 明 [19201， 
都 使 用 到 集合 论 的 选择 公理 ( 蔡 梅 罗 (Zermelo) [1904], 参 见 $ 13). 
现在 所 给 哥 德 尔 定理 的 证 明 过 程 可 以 说 具有 较 少 程度 的. 非 构 进 
性 。 唯 一 的 非 直觉 主义 步骤 《在 现在 的 处 理 中 ) 在 于 引 理 22 的 证 
明 , 在 那里 我 们 假设 或 者 FiF- Qi 或 者 已 上 Qi。 和希 尔 伯 特 - 伯 杀 奈 
斯 把 哥 德 尔 完 备 性 定理 的 证 明 ( 其 中 含有 非 构造 性 步骤 的 ) 的 一 部 
分 形式 化 了 ,从 而 得 到 元 数学 的 关于 谓词 演算 的 完备 性 定理 ( 希 尔 
柏 特 - 伯 尔 奈 斯 11939]， 第 252—253 页 )， 这 我 们 将 表述 为 定理 
36。 
定理 35°C 在 定理 34 中 ，F 的 满足 谓词 己 ,. … ,已 可 以 这 样 
EREE Plasty anj) 一 (Er)(y7)Ri(a ts anj ry) = (x) 
(Ey)Si(a1,…… ,aj， x+，y》), 而 Rj 与 5; 是 原始 递归 的 (7 = 1,……;， 
s). : 

证 明 在 下 文 ,递归 ?一 语系 指 一 般 递 归 ( 虽 则 实际 上 各 叙述 
对 原始 递归 亦 是 成 立 的 ); 然后 根据 $ 57 定理 IV Rs 把 结论 中 的 
R; 及 5; 取 为 原始 递归 的 . 

人 一 个 
哥 德 尔 编号 . BA, WR a, b 分 别 是 A 及 B 的 哥 德 尔 数 ， 则 有 两 
递归 函数 上 及" 使 得 ula, D)% ADB AN BARR, oa) TA 的 
哥 德 尔 数 , 设 (a) = (ER 中 某 一 公式 的 哥 德 尔 数 }; WE 
归 的 . .如果 对 Quy Qis Q:。… 的 核 举 选择 适当 , 则 下 列 函 数 亦 将 县 
递归 的 : cG) = {Qi 的 哥 德 尔 数 }, alas‘, ee 
P,a»: s …，ani) 为 Q: 89: }. 

根据 引 理 22 的 证 明 中 所 引入 的 满足 谓词 P; WETA, in 
FR Pa ,2,,)% QM Pla," ,o,)= {Ri 为 Qi} = {Fi 
Qi}. FG, a) = {a 是 具 下 由 质 的 一 公式 A 的 可 德尔 数 ， F- 
A}。 则 有 
Ca) Po ao) = F (ajla: >p an), ed 
我 们 今 探究 谓词 FG, a). 

要 说 ,在 命题 演算 中 Fol~A, 等 于 说 ,把 Fe 作为 公理 加 到 命题 
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演算 后 , 在 所 得 的 形式 系统 内 A 是 可 证 的 .. Fla) = {a 是 这 系 
统 内 一 个 可 证 公式 的 哥 德 尔 数 }， 由 $ 51, .§ 52 的 方法 (参见 Do 
12), 由 于 互 是 递归 的 ;可 得 Fila) = (Ey)Rla, y),MRECHM) 
递归 的 ; BN F(a) 可 表 成 $ 57 定理 六 第 三 部 分 中 的 存 窒 性 .1 量词 
ER. 

根据 由 下; 而 作 的 Ein 的 定义 ， 以 及 根据 规则 可 得 ，. 

: {FHA} = {F,RHA} = {FR; A 
考虑 到 R 的 穷 举 定义 ,我 们 便 得 Bu K 
{re a) = F(a) . 
FG’, a) = (FG, 6G@))& FC, w(x), a))] 
“VLECi, &G))& FG. u(v(e())5@))) | 
这 证 明了 是 递归 于 .Po 的 ; BX, GAS 45 站 D,. 并 把 谓词 F 及 
Po 改 为 它们 的 代表 函数 2 及 poo 我们 便 得 到 一 个 “有 套 递归 式 ” 
(§ 55), 
an a) = Pola) 
pti’ 24) = LICH c(i), PG n(e(i) )sa)) pCi OEG)», 

这 里 X, 6, Mv ERRANAK. (的 确 , 根据 $55 A 
Péter[ 1934] 的 结果 ,下 是 原始 递归 于 FM.) Be 

由 (a), Pi 递归 于 F, aj, 6; 既然 aj 56 Baar 
TF, 因而 递归 于 Fo， 而 后 者 是 可 表 成 存在 性 1 BABA. 故 
由 坡 斯 特定 理 ($ 58 EA XI), Pj; 可 以 表 成 定理 V 2 量词 
形式 ,如 所 和 欲 证 . 

定理 36°. 把 一 沾 不 可 证 的 谓词 字母 公式 作为 公理 模式 而 
加 到 谓词 演算 的 公设 表 去 ， 将 使 得 建 基于 谓词 演算 及 公设 群 -B 
(519) 之 上 的 数论 系统 变 成 w 不 相 容 的 ($ 42). (事实 上 , 某 个 表 
PRODO) 形 的 真 命题 公式 将 变 成 可 驱 的 ， 这 里 Dy) 是 一 个 能 
行 地 可 判定 的 谓词 . ) ( 希 尔 柏 特 - 伯 和 尔 泰 斯 完备 性 定 HE, Hilbert. 

ernays 希 尔 柏 特 - 伯 尔 奈 斯 [1939].) 
注意 它 与 命题 演算 中 $ 29 定理 10 系 2 的 部 分 类 似 性 ,. 
证 明 的 方法 ”不 丧失 普遍 性 我 们 可 把 G 取 为 闭 的 ,因此 y = 0 
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(SHS 32 K). AF AG 的 前 束 形 ,由 定理 19 及 *30，*49 得 : 
G) 在 谓词 演算 中 HG ~ TE, 
i) AG BARTER OF 亦 然 ; 即 了 RAT RA, 

故 由 引 理 23《 它 的 证 明 是 有 穷 性 的 ) 得 
《ji) F, 是 相 容 于 命题 演算 的 。 
fs 的 相 容 性 等 价 于 下 命题 Fo-Agk 一 A， 如果 > BARA 的 哥 

德尔 数 ,并 设 Rla,y) 是 证 明定 理 35 时 所 用 的 原始 递归 函数 , 则 

Bad = = (Ey) R(r,y) = (y)R(r,y). fr DO) = R(r, 
y)。 则 DCy) 是 原始 递归 的 ,而 (ii) 等 价 于 
(iia) ODO). 
由 $ 49 定理 27 系 ,可 知 在 数论 形式 体系 内 D(y) 可 被 一 公式 ap 
所 数字 地 表示 . H (ia) 可 知 在 数论 形式 体系 内 有 
Gi) i @[FD(y)] 

根据 引 理 22, 古典 地 有 
Gv) (F 相 容 于 命题 演算 } 一 {F 被 某 些 谓词 P，…，P, 所 满足 }。 

HAA Civ) .的 前 提 可 以 在 数论 系统 的 符号 体系 内 用 公式 
VDG) 加 以 表示 。 如 果 我 们 用 定理 35 AEM P+, P, 的 表 
达 式 的 话 , 它 的 结论 亦 可 以 在 数论 符号 体系 内 表示 , 设 Rj(a1,*……， 
Anjo x, y) 数字 地 表示 Ri(ai Gn;> Xo y). 则 在 该 符号 体系 内 
VYR aie +s amj9 X> y) EER Pi(ac…， an) 因此 ,下 被 Pi， 

-o P, 所 满足 便 可 用 公式 F* 表示 , FFTEARFOR RER 

Pi(ai， Teta 8n;) G =l, s) 分 别 地 代 人 以 公式 axVyRi(a，、 a) 
ano X> Y) TS CIE ARSE SE BERL). RAMS) ATLL 
公式 VyDG)OF* RRR. ” . 

我 们 今 建 议 , 把 (iv) 的 非 形式 的 古典 证 明 (demonstration) 形式 
化 于 古典 数论 系统 中 ,作为 该 公式 的 证 明 。 因 此 , 我 们 将 得 ， er 
系统 内 有 


(v) t-WyD(y) DF*, ~ uni 
再 换 质 位 ($ 26, *12) 得 
(vi) 上 一 F* 二 一 VyPCy)。 
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由 ( 切 作 代 人 ($ 34 定理 15) 得 
(vii) H6G* ~ E*, 
根据 (vii) 及 (vi) 得 

H-G*DVyD(y). . 

EG) 及 (iii) BHBERKTANEHPARAUN. 
如 果 把 G 作为 一 公理 模式 而 加 人 这 体系 中 ， 则 G* 便 变 成 一 公 理 
《由 新 模式 ), 因 而 (因为 ( 道 ) 及 ii) 仍然 成 立 ) DCO) (7 = 0, 1, 
2…) 及 一 YyD(y) PANETER 即 扩大 系统 是 w 不 相 容 的 . CA 
此 YyD4y) 变 成 可 驭 的 ,尽管 它 表示 真 命题 (y)D(y).). 

KERTTERBERREM, H (iv) 21 (v) 的 非 形式 证 明 * 
(demonstration) 加 以 形式 化 ,正和 在 $ 42 定理 30 的 证 明 处 ,我 们 对 
由 (D 到 (ID 的 步骤 也 没有 做 一 样 .? 

希 尔 柏 特 - 伯 尔 奈 斯 1939] (第 205 页 以 后 ， ERER: 243— 
252 页 ) 把 他 们 的 哥 德 尔 完备 性 定理 的 证 明 的 相应 部 分 在 另 一 个 
形式 系统 内 形式 化 了 ,因此 可 以 作 结 论说 ， 定 理 36 对 我 们 的 系统 
亦 是 成 立 的 . (参见 $74 例 9 前 对 该 系统 的 附注 .) | . ， 

"定理 37% ”给 出 可 数 无 穷 多 个 (或 有 限 个 谓词 字母 公式 Pos 
F,，。F:， ……， 如 果 它 们 间 任 何 有 限 多 个 的 合 取 在 谓词 演算 中 是 不 可 
反 叹 的 , 则 在 自然 数 域内 它们 是 联 立地 可 满足 的 ; 即 有 一 满足 指派 
把 自然 数 zo zo x;,……… 指 派 给 这 集 公式 中 出 现 的 不 同 的 向 由 变 元 
Zo» Zis 235° HR Pos Pos Pas 指派 给 其 中 的 不 同 的 谓词 字母 
Pos Pi, Pas. XE z, Z 222°" Poy Pis P3,’ ` “可 有 穷 可 无 
穷 。( 对 无 穷 多 个 公式 的 哥 德 尔 完备 性 定理 , 哥 德 尔 [1930,],) 

证 明 例如 ， 设 对 某 个 k, Fr 为 Wu Bye, Var, Vx Aya, Wx, B 
《zek > Zk Xk» Varo Xk Xk ytsxk)。 我 们 便 取 TE TEETE CT I 
Va (eh, Eko Xk) 分 别 为 29 > 3k, 2°. 3°, 2°. 38. 5%, 2? 3. 
Sir. 75k 11°, 照 前 面 的 方法 作成 各 和 集 Fo, Fy, F», BE 
其 并 和 集 即 为 F. l 


D 参见 附录 开 一 一 俄 译注 . 
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Ro 如 果 在 自然 数 域 中 对 公式 Go GG :中 的 自 四 
变 元 及 谓词 字母 折 作 的 每 一 指派 ， 这 些 公式 中 总 有 一 个 取 值 已 则 
可 在 它们 之 中 选取 有 限 个 来 作 析 取 式 使 得 该 析 取 式 在 谓词 演算 中 
是 可 证 的 . 

RLO 如 果 F, Fi, Fi,-… 在 某 个 非 空 域内 是 联 立 可 满足 
的 (甚至 于 即使 每 一 种 有 限 个 Fo F F,,…… 的 合 取 式 在 相应 的 非 
空域 内 是 可 满足 的 《 哥 德 尔 [1930]))， 则 Fa, Fi, Frye: .在 自然 数 
域内 是 联 立 可 满足 的 .〈 累 文 汉 定 理 的 推广 ,斯 科 林 [19201. ) 

系 2 的 证 明 {每 一 种 有 限 个 F，F,，F;， … 的 合 取 式 在 相应 
的 非 空 域内 是 可 满足 的 }->{ 这 种 合 取 式 的 否定 在 每 个 域内 都 不 是 
有 效 的 }->{ 每 一 种 这 样 的 合 取 式 是 不 可 反驳 的 } (由 $ 37 定理 21) 
一 {Fo， FF,,"… 在 自然 数 域内 是 联 立 可 满足 的 }《 由 本 定理 站 

定理 38% 如 果 定 理 37 中 的 公式 的 枚 举 F,,F,F,,… 是 能 

行 的 ( 当 无 穷 个 时 ), 则 联 立 满足 谓词 PL, 已 , P,,……- 可 这 样 地 选取 
ER PCa, anj) = (Ex)(y)RiCars++ ,an x, y) = (x) CEY) 
So > anja 23 y) MR SS ARRAI = 0,1,255), 
BE Fos Fis Fas: 是 能 行 的 ,这 假设 可 如 下 地 加 以 明确 ,在 一 个 适 
当 的 哥 德 尔 编号 下 ，Fx 的 哥 德 尔 数 须 为 不 的 一 般 递归 函数 (参见 
$61), 或 者 用 $ 70 所 暗示 的 方法 而 使 用 杜 令 机 器 、 
” ”证明 集 4H(a)( 参 见 定理 35 的 证 明 ) 是 可 递归 枚 举 的 (但 未 
必 是 递归 的 )， 若 取 F(a) = (En) Fo(a,n), 这 里 Fola, n) m {it 
F, 中 前 = 个 公式 作为 公理 加 到 命题 演算 去 得 一 形式 系统 ，-a 是 其 
中 一 个 可 证 公式 的 哥 德 尔 数 }, 并 用 $ 57 (17) (或 $ 53 末 )， AND 
有 Fila) = (Ey)R(a, y) ii RIA. 

哥 德 尔 完备 性 定理 以 及 累 文 汉 定理 (包括 $ 73 中 所 给 的 说 法 ) 
其 意义 将 在 $ 75 中 讨论 ， 该 讨论 可 无 需 先 熟悉 标 有 星 号 的 $ 74 而 
阅读 ， 只 要 读者 接受 其 中 所 引证 的 一 些 使 相信 的 $ 71 SLB 
便 成 了 ， 在 $ 76 中 比较 多 用 到 $ 74, 


1) 原文 为 < 系 2°”, 今 从 俄 译本 改 为 “ 系 20 — u, 
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在 -- 个 具有 代 人 规则 假设 的 谓词 演算 中 (337 末 ), 如 果 了 可 由 
G 推 痪 出 , 则 凡 使 SG 有效 的 域 亦 使 F 有 效 ; 故 互 相 可 推演 的 两 公式 
必 在 同样 的 区 域内 有 效 。 当 只 有 0 元 及 一 元 谓词 变 元 出 现时 逆 定 
理 亦 成 立 ， 用 $ 76 所 引 的 理论 便 可 证 明 ; 但 一 般 说 来 , 逆 定 理 不 成 
立 , 见 哈 森 雅 格 [1950]. 


§ 73. 具 相 等 性 的 谓词 演算 


相等 性 可 与 谓词 演算 合并 处 理 ， 只 须 把 下 列 的 公理 及 公理 模 
式 加 到 公设 去 便 成 ,这 里 x 是 一 变 元 , A(x) 是 一 公式 ，a 与 b 为 两 
变 元 对 ACx) 中 的 x 是 自由 的 : 

22. wa 一 a 23. a= bD(A(a)DA(b)). 

对 具 相 等 性 的 纯 谓 词 演算 言 W 将 指 变 元 ,而 公式’ 将 指 具 
等 式 的 谓词 字母 公式 ?, 这 只 须 在 “谓词 字母 公式 "的 定义 ($ 31) 中 
加 入 一句 便 得 : 如 果 s 与 + 为 项 , 则 s 一 :为 公式 . 一 个 具 等 式 的 
谓词 字母 公式 ,如 果 除 不 同 的 字母 P,,……, P, A, 不 含 其 它 谓词 字 
母 , 便 叫 做 由 二 =, Piy- ++, P, 组 成 的 字母 公式 . 

(A) 公理 22( 亦 即 是 $ 38*100) 及 a = bD(a = eDb=c) 
($19 公理 16, 现 在 则 是 根据 公理 模式 23 而 得 的 公理 ) 叫 做 开 的 关 
于 一 的 相等 性 公理 . 根据 模式 23 而 得 的 下 列 公理 a= bD(P(a, 

So a,)>P(a,, tetai baay" 22n) Ci =], 
eon) hu 做 开 的 关于 P 的 相等 性 公理 ,这 里 P 是 ”元 谓词 ,而 a， 
taji ta Da aitis’? g An 是 atl 个 不 同 变 元 . 闭 相等 性 公理 

则 指 相应 的 开 相 等 性 公理 的 闭 包 ( 它 们 是 互相 可 以 推演 的 见 $ 32 
A). 我 们 用 “Eg( 一 ,P,,……,P,)” 表 示 关于 一 , Pe, P 的 闭 
相等 性 公理 的 合 取 式 。 ER 

例 1 如 果 :A 有 两 个 变 目 , 则 Es( 一 ,A) 是 下 列 公式 

Vala = a)aVavbvela = bo(a = cDb = c)]& 


1) 原文 为 equality and predicate letter formula (等 式 及 谓 泣 字母 公式 )， 今 改 
从 俄 译本 译名 -一 一 译 者 注 . 
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VavVbyeia = bD(Ala,c)DA(b, c)) ]aVevbVela = bD 
(A(e, a)DACe, 5))]. 

(B) 由 关于 二 的 相等 狂 公 理 ( 公 理 22 及 16), 我 们 可 以 象 $ 38 
那样 在 谓词 演算 中 推 痊 出 相等 关系 的 自 反 性 (*100) 对 称 性 (*101) 
六 可 传 性 (*102) 以 及 两 个 特殊 的 替换 性 (*108 ，*109)。 由 任何 一 
个 根据 模式 23 的 公理 a 一 bDD(A(a)DA(b)) ,只 要 A(x) 不 含 自由 
a 及 以 在 特例 ,如 *108,*109 或 关于 谓词 字母 的 相等 性 公理 )， 
我 们 都 可 利用 *101 而 推演 出 a=bD(Ala) ~ A(b)) (RMA 
*108, *109 及 *101 而 推出 *115，*116 时 便 用 这 方法 不 过 表述 略 
为 不 同 .) 

这 里 以 及 在 $ 75 中 ， 当 我 们 处 理 一 类 具 等 式 的 谓词 字母 公式 
时 ,如 其 中 只 含有 一 些 给 定 的 谓词 字母 ,我 们 都 用 "Q" 来 表示 这 些 
字母 以 外 的 某 个 特殊 的 2 元 谓词 字母 .给 出 这 类 中 一 公式 ， 设 名 
ZANE” 或“E( 一 )”, 我 们 使 用 “E% 或“E(Q)” 来 意 指 把 该 公式 中 
凡是 s 一 t 形 的 部 分 (s, t 为 项 ) 都 同时 替换 以 QCs; t) 后 所 得 的 亩 
词 字母 公式 ， 

k KEHE, k kE G 36) 以 及 在 一 个 给 定 的 非 空域 内 的 可 
满足 性 及 有 效 性 这 些 观 念 亦 可 以 推广 到 具 等 式 的 谓词 字母 公式 
去 ,只 须 补 人 : a= b 将 取 值 t( 取 值 门 当 a 与 6 在 该 域内 取 同 一 
(不 同 ) 客 体 为 其 值 时 ;或 者 如 果 我 们 预先 代 人 数字 , 则 a 一 5 之 取 
R Wa = b Ra bme. AES, PeP, 组 成 的 字母 
公式 下 将 被 iy, 205 已 …，P, 所 满足 当 且 仅 当 Fe 被 zita 
zas Q, Pisteen P, 所 满足 时 ,而 Ola,b)=a=b, 

哥 德 尔 把 他 的 完备 性 定理 推广 到 具 相 等 性 的 谓词 演算 (FR 
尔 [1930])， 这 时 必须 容许 区 域 可 为 有 穷 这 一 可 能 ， 因 为 例如 ， 
a#bsve(e=aVc=b) 在 且 仅 在 具 两 元 素 的 域 中 被 满足 . 

定理 39°° 定理 20($ 36), 21%837), 34°C(§72) 及 它们 的 
系 都 继续 成 立 , 如 果 把 “谓词 字母 公式 “谓词 演算 “在 自然 数 域内 
被 满足 (有 效 ， 每 个 指派 ”分 别 读 成 “ 具 等 式 的 谓词 字母 公式 ”“ 具 
相等 性 的 谓词 演算 ”“ 在 自然 数 域内 或 在 一 个 (每 一 个 ) 非 空 有 限 
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域内 被 满足 (有 效 , 每 个 指派 的 话 .? 《这样 推广 的 定理 在 引用 时 
我 们 加 上 闪 号 ;如 果 原 定理 有 “°” RO Sy, ARTEN 
须 相应 地 加 上 .)》 

WR 定理 34*。 设 F 汶 由 = ,了 ,,*…,P,; 组 成 的 字母 公式 ， 
在 具 相 等 性 的 谓词 演算 内 是 不 可 驱 的 . 由 (A), Eqs, Pitta 
P) 在 具 相 等 性 谓词 演算 内 是 可 证 N. 故 由 $ 27*45，F&Eq( 一 ， 
Potte’ P) 在 具 相 等 性 谓词 演算 内 是 不 可 驶 的 ， 在 谓词 演算 内 
《使 用 具 等 式 的 谓词 字母 公式 ) 更 如 此 . 故 由 $ 34 定理 15 F&Eq 
CQ, P,,.…，P,) 在 纯 谓 词 演算 内 是 不 可 驱 的 . 故 依 定理 34,FQ&Eq 
CQ, Piss +> P) 在 自然 数 域内 被 满足 . 由 下 述 引 理 的 (a) 部 分 这 
证 明 便 完毕 了 . 

引 理 24° (a) 如 果 F®& Eq(Q,P;,*…*P,) 在 一 给 定 的 非 空域 DD 
内 可 满足 , 则 F 在 一 个 具 同 基数 或 较 少 基数 的 域 D* 内 亦 可 满足 . 

(b) 如 果 FR&Eg(Q, Pas» Pk.) (一 0, 1，2;…) 在 一 非 
空域 D 内 可 联 立 满足 , 而 Pt， > PR, 0 Fe 中 的 谓词 字母 ， ar 
Fos Fis P:， …' 便 将 在 一 域 D* 内 联 立地 可 满足 ,并且 . EE 

0 < Ō* <D. pii 

证 明 Ca) 设 对 FekEq(CQ， Pig ty P,) ER. 
Big? ** 295 Qs Ps, Pu MO, Pistia P, UDEA TFAAR: 
(i) VaQ(a,a), (ii) VeVbl Qla, b)DQCb, a)],(ii)- VaVbVe 
[QCa, b)&Q(b, c)5Q(a, €)], Civ) VIQ(s, b) 二 PiCa sai 
as tists?" 9'Gn,) ~ :7 CHILE tints bs ayers'** ste IG Lye, 
ssi=ly---n), 这 可 由 仿 (B) 项 里 所 给 的 证 明 论 式 的 推理 而 作 
集合 论 式 的 推理 而 得 到 ;或 者 ,注意 到 在 纯 谓 词 演算 中 这 些 公式 的 
合 取 被 Eq(Q, P,， …，P.) Preah CR LAE SH). BAS 37 E 
理 21 Re, DCM~ ) 的 表 便 得 到 , (在 证 明定 理 34* 时 ,这 步骤 可 
免 , 只 须 用 这 合 取 式 以 代替 Eq(Q, Pitera P) 便 可 .) z 


1) 例如 对 定理 37 系 1 必须 认为 ,所 说 条 件 是 指 在 自然 数 域 或 任 一 非 空 域 的 指派 ， 
定理 中 所 说 的 字句 变换 不 能 推广 到 A kA (A-identicalt， 与 有 效 性 不 同 ) 去 一 一 
PE cE. 
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由 G)-Gi) 的 形状 及 VY, D, se 的 赋值 过 程 ， 可 见 , 既然 逻辑 
HR O(a, b) 要 满足 它们 ，2 就 必须 具有 自 反 性 ， 对 称 性 及 可 传 
性 . 〈 具 有 这 三 性 质 的 关系 O(a, 5) 叫做 等 价 关 系 "〉 故 区 域 马 将 
因 关 系 忆 而 分 成 等 价 类 , 即 不 可 兼 的 非 空 类 ,使 得 忆 内 任意 两 元 素 
o, “属于 同一 类 当 且 仅 当 Ola, b) 成 立时 。 然后 又 因 Civ) Bi 
足 , 故 对 任何 7 S O= l,a s), Æ PCat an) PIREA 
为 在 同一 等 价 类 中 其 它 的 元 素 时 ，Pj(a,,***，as,) 的 值 也 不 会 改 
X, 

今 设 以 等 价 类 为 元 素 作成 新 域 D* ( 故 0 < D* < DI), HE 
X 及 的 新 客体 z*，,*…… ,2 以 及 在 D* 上 的 逻辑 函数 O*P 
PR: 2f 73 zj 所 属 的 等 价 类 , 即 2* 一 50(2,,5); O*(a*, b*) 
及 以 (f,"…，a#;) 所 取 的 值 乃 当 a € a*, bEb*, a Eate, 
an, € an; i} Ola,5) 及 PiCarta an) 分 别 所 取 的 值 ， 这 时 , 任 一 
公式 只 要 在 D 内 被 .#1,…, 205 Qs Piss P, 满足 , 那 末 它 在 D* 
WERE eis: ++, 20, O*, Pi, ,PX 所 满足 ; 在 特例 ,在 Dp* 内 FQ 
被 它们 满足 。 但 O*(a*, b*) = a* = b*, Arzt... 2k, Pe, 

++, PF 在 D* 内 满足 F. l 

定理 40° (= EE 38*) 设 在 Fo, Fi, F;，.… .中 出 现 了 谓词 
字母 Ps，P,，P:， :其 中 之 一 , 设 为 Po, 为 二 元 谓词 字母 。 如 果 
Fos Pia Fos -的 枚 举 是 能 行 的 ( 当 无 穷 时 ), 那 末 对 定理 39* 言 可 找 
得 区 域 D* 及 联 立 满足 谓词 Po, Pf, PI, RA PR MD} 
为 无 穷 的 ,而 当 %。 si 5，… :为 它 的 一 个 适当 的 枚 举 时 有 . 

PS (Ses so) =a’ = b, 
则 有 
PFC Sap) = (Ex)(yIRF Cass: "3 an,» x, y) 
= (z)(Ey)SF(laıs ‘502,923 9). 

而 RF 与 $$ 是 原始 递归 的 (i = 1, 2,3,---). 

证 明 由 定理 38 可 知 ,公式 FRSE, Paz ,Ph CK 一 0， 


1) 依 谢 尔 平 斯 基 ， 这 个 结论 须根 据 选择 公理 ， 见 谢 尔 平 斯 基 (w. Sierpinski} 
[1928] (Les nombres transfinis)- REE. 
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…) 的 联 立 满足 谓词 0 Pos P; 可 选 得 ,使 可 表 成 4$ 57 定理 V 
中 的 两 种 2 量词 形式 ,因此 依 $ 58 定理 XI 它们 是 一 般 递 归于 工 重 
词 谓词 的 . 
根据 引 理 24 证 明 中 谓词 Py 的 定义 ,我 们 和 有 
(1) PCsmstt so, ) = (Ec) (Een Ler € sad °° 
Cn E $4, ‘J&P cs cn)] = (e) len Der € sg". 
Benj E Sa, -Pi(ci coj)]。 
iz A so ( 它 是 非 空 的 ) 的 一 元 素 ; 则 “一 上 9(z, c) 根据 
PS 的 定义 ,可 知 Pd, c) 的 成 立 当 且 仅 当 Po (d*, ce) 成 立时 ,这 里 
d*,c* Èd, c 分 别 所 属 的 等 价 类 。 ABR, PICe s) =a 一 
b, WUR dE s, WERA Pde) 时 有 cess. 因为 任何 上 都 
非 空 的 , 故 (a) (Ed)[dE ss]。 故 i 
Q) {es So Q(z, c) 7 : 
O AcE semm (Ed) [d € suPold, c)] = (d)lde Re， Oh, 
应 用 $ 57 定理 VI* 或 $58 定理 XI* THOS 这 便 表明 谓词 
ces 是 一 般 递 归于 8 及 Po 的。 更 详细 些 说 ;我 们 是 把 《2》 nr 
二 行 看 作 是 呈 下 形 的 公式 : 
H(c) = (Ed)[K(d)&Pıld, ¢)] = (A)[K(d) > Bla, 91. 
Bi. qs ks ps hf 为 分 别 表示 Q, Ks Pos Ho CE Sa BOR RAE 
词 字母 ， 由 定理 VI* 或 定理 XI* 可 知 , HECK) Rh 
T.K(d), Pd, c) 的 , 即 有 一 方程 系 ( 含 有 k: po hh) 递 妇 地 由 
K(d), Pd, c) (的 代表 函数 ) 而 定义 Ale) (的 代表 函数 )。 根据 
$ 65 引 理 VI ,我们 可 引 人 和 人 一 参数 从 而 得 到 一 方程 系 E, 它 递归 地 出 
K(d, a), Pıld, c) 而 定义 H(c, a). 玉 再 加 上 三 个 方程 
f(c, 0) = q(z, c), k(d, a) = f(d, a), 
f(c, a’) = h(c, a), 
便 递 归 地 由 O, Po 而 定义 ce ,这 可 由 就 < a 作 归 纳 而 看 出 
MAO, P, 本 身 是 一 般 递归 于 1 量词 谓词 的 ， ie € 5s 亦 然 ; 夏 
由 定理 XI, c € s 可 表示 两 种 2 EHER. 
荐 对 (1) 的 中 间 的 表达 式 中 的 cE sa 及 Piles: ++, co) 采用 
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(Ex)(y) 形 式 , 再 把 量词 移 前 (用 $ 35*91 及 *87 的 非 形式 意义 ), 缩 
短 ($ 57(17)), 我 们 便 对 Pf ，………，s,) 而 得 到 《Ex)(y) 形式 
T. 同样 地 , 如 果 (1) 的 右边 表达 式 中 的 Please) 用 @) 
(Ey) 形 式 (并 用 *91, *96, *95*, +87, *98 »*97(17), (18)), 我 们 
对 它 便 得 到 (x)(Ey) 形式 了 . 

我 们 现在 再 讨论 具 相等 性 的 应 用 谓词 演算 ， 在 其 中 关于 项 与 
公式 的 构成 除 使 用 谓词 演算 的 逻辑 符号 体系 外 ， 还 用 到 一 些 个 体 
FES lige s+, 1; 函数 符号 ff … ,及 谓词 符号 二 , Paty P, (但 
不 用 谓词 字母 )。 项 及 公式 的 数论 式 定义 〈$ 17) 便 是 一 例 (这 时 
q=1,r=3,s=0). 虽 则 函数 符号 及 谓词 符号 通常 都 是 具有 
n> 1 个 变 目 的 ,但 我 们 亦 可 容许 4 > 0 使 得 个 体 符号 可 以 包括 于 
函数 符号 之 内 , 而 命题 符号 可 以 包括 于 谓词 符号 之 内 。 当 把 项 * 
及 * 放 到 二 元 函数 符号 £ 的 变 目 处 时 ,所 作成 的 项 我 们 写 为 “f(s。 
0% 即使 在 所 给 的 系统 内 ?这 种 符号 的 结合 可 能 有 别 种 写法 ， 例如 
Te 可 为 十 而 “f(s, OPTA stt. 

… 其 相等 性 的 谓词 演算 在 希 尔 柏 特 - 伯 尔 泰 斯 [1934]， 第 164 页 
以 后 ,有 详细 的 处 理 . 

我 们 将 看 见 (定理 41(b)) ,在 具 相等 性 的 应 用 谓词 演算 中 , 公 
BER 23 可 换 以 有 限 个 特殊 形 公 理 而 不 致 影响 到 市 证 性 及 可 推 
演 性 这 些 观 念 。 这 个 观点 已 经 用 来 建立 数论 系统 而 无 需 提 到 公理 
模式 23; 在 这 情形 ;用 以 代替 模式 23 的 那些 特殊 公理 ; 除 公理 16, 
17 外 均 不 必 作为 公设 , 因为 它们 都 可 由 其 它 数论 公理 推 洽 出 来 的 
缘故 

(C) 就 应 用 演算 言 ,\ 在 (A) 项 中 可 把 “谓词 字母 " 改 为 “一 以 外 
的 谓词 符号 ". 关于 = 元 函数 符号 f 的 开 相 等 性 公理 是 指 下 列 的 
n 个 公式 : a= bDf(a>'**, aj-19 aaiili "> an) == flae 
Bits by 845° ttan) (一 1 …，z)。 在 谓词 演算 中 这 些 可 由 公理 
22 及 根据 公理 模式 23 的 公理 而 推演 出 ;例如 Ch n= 2f), 

a = bDf(a, c) = f(b, c) 
可 如 下 推演 得 ,由 公理 模式 23 可 得 下 公理 a = bD(E (age) = Ea, 
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c) 二 f(ay c) = f(b, c))。 由 公理 22 作 代 入 得 f(a, c) = f(a, c)， 
再 由 *3 及 忆 消 便 得 a 一 b>f(a，c) = Kb，c) 了 .除却 关于 一 
的 以 外 ， 关 于 其 它 符号 的 开 相 等 性 公理 便 是 以 前 我 们 叫做 特殊 可 
替换 性 的 (参见 38 定理 23)。 RMH E=, Pi,…,P,, 外 ,*…， 
t,)” 表 示 关 于 二 ，P;,…，P,，、f,-…, E 的 闭 相 等 性 公理 的 合 取 
x. | 

(D) 给 出 关于 一 Pes Po fer, 的 相等 性 公理 后 ,我 
们 可 用 (B) 的 结果 以 及 以 前 的 证 明 方法 来 得 出 在 下 列 情形 之 平 的 
定理 24 及 其 系 : R=, Pros. Pes fio +s E 外 ,被 替换 的 部 分 7 
不 在 任何 谓词 符号 ,谓词 字母 "或 函数 符号 的 辖 域内 . 

Œ) 在 任何 系统 内 ， 只 要 在 刚才 所 述 的 限制 下 定理 24 成 立 ， 
则 根据 公理 模式 23 所 得 的 公理 只 要 它 只 含有 谓词 符号 或 字母 " 
=; Pits P, RMS fotto ERE ADEA. AAEN 
模式 所 作 的 条 件 下 , 若 用 定理 24 而 把 a 在 A(a) 中 的 每 次 出 现 都 
换 为 b、a 是 由 于 AG) 中 对 x 作 代 人 而 出 现 的 )， 这 时 我 们 便 得 
4 一 bt-A(a) ~ ACb)， 而 没有 变 元 是 变化 的 ， 故 由 “17a DB 
便 得 Ha == bD(A(a) ~ A(b)). 

定理 41 (a) 在 具 相 等 性 的 应 用 谓词 演算 中 ,相等 关系 的 自 
反 狂 (*180), 对 称 性 (*101), 可 传 性 ("102) 及 可 车 换 性 (定理 24 B 
系 ) 是 成 立 的 . 

(b) 如 果 一 个 具 相 等 性 的 应 用 谓词 演算 以 = ; Ps Pu, fi 

Sf 作为 它 的 谓词 符号 及 函数 符号 , 则 在 其 中 我 们 有 THE 4 

且 仅 当 在 谓词 演算 中 我 们 有 T, Eq( 一 ,Pi，- **, Pis fis? 2 of, JI-E, 

(c) 在 具 相等 性 的 纯 谓 词 演算 中 我 们 有 TH E( 这 里 P, ES 
=; Pi P, 组 成 的 字母 公式 ) 当 且 仅 当 在 谓词 演算 中 我 们 有 了 ， 
Eq(= 一 ，P,，-…. >» PEE, 

证 明 fH (A) (D). 

D ERASE NARADA FEN EHA—— BER. 《中 译 者 


按 , 此 处 未 必 指 “应 用 谓词 演算 ** 因为 凡 指 应 用 谓词 演算 时 ， 著者 都 处 处 标明 
“应 用 ”字样 的 .》 
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(b) 由 (A) — (ŒE). 

Ce) 仿 上 ,但 须 首先 排除 下 列 的 可 能 性 , 即 THE 这 个 推演 所 
要 求 的 根据 公理 模式 23 而 得 的 公理 , 其 中 所 含 的 谓词 字母 除 Po 
“ss 人 Ps 外 还 有 Prats “rg Perre ER THE 可 作为 在 谓词 演算 中 由 
T, a = a 及 根据 公理 模式 23 而 得 的 公理 出 发 ， 到 E 的 推演 .… 根 
HES 34 附注 1 的 方法 ,我 们 可 以 得 到 一 个 由 T,a = a 及 根据 公理 
模式 23 所 得 的 公理 出 发 , 到 E 的 推 次 , 而 最 后 一 组 公理 内 还 只 含 
有 谓词 字母 P.,……, Pa 

例 2 EAS 60 论点 开 之 逆 的 第 五 个 例子 , 试 设 R, y) A 
原始 递归 的 (参见 $ 60 例 1), 并 命 R 的 代表 函数 为 8 而 piss +> p 
为 p( 二 qx) 的 一 个 原始 递归 描述 。 设 5， …， fi 为 不 同 的 函数 符 
号 (用 以 分 别 表示 piss p). 设 5 的 项 及 公式 如 下 组 成 ， 用 谓 
词 演算 的 逻辑 符号 体系 由 个 体 符号 0, 函数 符号 ^,， es 及 
谓词 符号 一 而 组 成 . 设 8 的 公设 如 下 : 谓词 演算 的 公设 ， 下 列 的 
方程 作为 特殊 公理 ， 即 把 描述 poeto px 中 的 模式 应 用 翻译 而 得 
的 方程 (例如 ,把 $ 44 例 1 翻译 便 得 $ 54 例 3, 这 时 /1 一 0), 此 外 还 
有 关于 一 ，“,f， 人 的 开 相等 性 公理 . 设 A(x) 为 公式 3y ft(x， 
y= 0。 这 时 $ 54 的 代 人 规则 RI Æ Ss 中 可 以 作为 一 导出 规则 而 
PR (HS 23), 替换 规则 R2 亦 然 ( 由 定理 41(a) 及 (b))。 故 如 果 
A Y IE RC, y) 是 真 的 ,即使 得 pxCx，y》) 二 0, 则 f(x,y) 一 0 在 S 
内 必 可 证 ， 由 习 引 , A(x) 亦 可 证 。 RZ, A(x) ES 内 可 证 只 当 
(Ey)R(x, Y) 成 立时 ,这 可 由 $ 79 定理 52 而 知之 。 


“$ 74. 摹 状 定义 的 可 消除 性 


在 数学 理论 的 非 形式 发 展 的 各 阶段 中 ， 袜 念 与 记号 经 常 有 所 
增加 。 如 果 对 该 发 展 加 以 形式 化 ， 则 在 相应 的 阶段 中 必须 加 入 新 
形成 规则 及 新 公设 ， 以 扩张 所 给 形式 系统 8 以 得 系统 3。 因此 ， 
S 的 公式 《可 证 公式 ) 集 便 是 S 的 子 集 。 新 形成 规则 引入 新 的 符 
号 或 记号 ,而 新 公设 则 供 它们 推理 之 用 。 我 们 将 以 “上 (<H-z>) 表 
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TE SCS) 内 的 可 推演 性 关系 . 

在 这 情况 之 下 ,我们 说 ,新 记号 或 符号 (及 它们 的 公设 ) 是 可 消 
除 的 (从 5; 消除 于 S 中 ), 如 果 可 找 出 一 个 能 行 过 程 使 得 任 给 S 中 
一 公式 下 都 可 找 出 S, 中 一 公式 E' 使 得 ? 

CI) MEX S BARNE HE, 

(II) H, E~E’, 

(m) mR ThE 则 MEE. 

这 里 ， 当 了 为 Dstt’ D, 时 T 为 Dis’ -e3 Di. 我 们 把 (TI) 一 (II) 
叫做 消除 关系 式 .〈 在 例 13 中 ,我 们 对 “可 消除 性 ”的 表述 作 了 微 
小 的 修整 .) 

当 消 除 关系 式 成 立时 ,我 们 还 有 
(IV) THE 当 且 仅 当 TE,E', 

(V) MRL EX S WAKE 当 且 仅 当 THE, 

证 明 (IV) PSD 相 逆 的 部 分 :如果 eE 当然 更 有 
THE, KADE rE. 

(V). 由 (D 与 (ID 或 (D) 与 (TV) 而 得 ， 

因此 ,如 对 S, 作 一 个 可 消除 的 扩张 而 得 5,, 那 是 无 关 重 要 的 ， 
因为 由 (V), 原 来 公式 中 而 为 可 证 的 那些 公式 集 并 没有 增 大 ,而 由 
(11), 在 扩张 系统 中 任何 新 公式 都 和 原 有 公式 之 一 相等 价 ， 

Al 显 式 定义 的 可 消除 性 . 在 研究 我 们 的 形式 系统 时 ， 我 
们 把 ~~,1, <, Six, x*, 等 等 简单 地 当 作 在 元 数学 叙述 中 的 一 种 缩 
写 (参见 $ 17). 但 我 们 亦 可 以 看 作 是 把 它们 逐次 地 加 到 形式 符号 
体系 去 的 。 这 时 每 次 我 们 都 应 加 入 一 个 新 形成 规则 《分 别 为 :如 
果 A，B 为 公式 ， 则 A ~ B 亦 然 ; 1 为 一 项 ; Wms, t 为 项 , 则 

s <t 为 公式 ;如 果 IE, ACx) 为 一 公式 , 则 a1xA(x) 为 
一 公式 ; WR s HM 2 为 项 ), 以 及 相应 的 定义 公理 或 定义 公理 
模式 (分 别 为 : {CA~B)D(ADB)&(BDA) }&{(ADB)a(BDA)> 
(A~B)}, 1 = 0, a < b~He(e’ + a = b), 31 xA(x)~ 3x[ A(x) 
D 这 里 的 “ /” 与 后 继 运算 毫 无 关系 一 一 译 者 注 。 
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aVy(A(y)Dx = y)],@’ 一 a. a, 这 里 ,对 A, B, x, A(x), y 须 加 
适当 的 限制 条 件 )。 如 果 把 以 前 的 复原 运算 看 作 是 aR GR, 本 
节 新 定义 的 7 运算， 并 非 后 继 运 算 一 一 译 者 ), 则 这 些 新 增加 的 东 
西 是 可 以 消除 的 .一 般 地 说 ， 在 下 列 情 况 下 (我 们 简短 好 叙述 ) 都 
是 这 样 的 。 定义 公理 或 模式 是 一 个 等 价 式 〈 或 一 等 式 )。 而 $, 是 
谓词 演算 ( 具 相 等 性 的 谓词 演算 ) 可 能 补 入 一 些 特殊 公理 及 公理 模 
式 . $ 33 定理 14($ 38 定理 24(b)) 可 用 以 证 明 (HI)。$ 33 末 关 于 
“永久 缩写 ”的 两 个 约定 将 被 应 用 ; 当 证明 CID) 时 用 第 一 个 约定 以 
处 理 规则 9 及 12 的 情形 ， 第 二 个 约定 则 用 以 证 明 公理 模式 10 及 
11, 还 须 补充 一 约定 使 得 对 每 个 EE 而 言 ， 可 以 固定 E 该 用 什么 约 
束 变 元 。 对 每 个 新 加 的 公理 模式 , 若 根据 它 而 能 够 得 到 5; 内 的 公 
MA, MA 必须 在 S NIE. 

A2 设 5; 为 我 们 的 古典 谓词 演算 再 加 入 $ 24 引 理 11 的 公 
理 模 式 ga， 根 据 $ 35°95, WME 5; 内 它 是 宛 余 的 。 (一 个 或 多 个 
公理 或 公理 模式 叫做 在 一 形式 系统 S 内 是 宛 余 的 ， 如 果 把 这 些 公 
理 或 公理 模式 删 去 不 作为 公设 后 ,这 些 公理 全 部 可 证 . ) 设 在 S 中 
把 &，V， 翌 及 它们 的 公设 全 部 删除 后 余下 的 为 S. 这样, 当 把 根 
HES 27*60,*61 及 $ 35*83 中 关于 &，V ，3 习 的 等 价 式 而 作 的 替换 看 
作 是 > 运算 的 , 则 消除 关系 式 是 成 立 的 . (在 证 明 (II) 而 要 处 理 公 
FRR 6 的 情形 ， 可 假设 ADC, BDC, TADB E 一 C, 并 借助 
于 *12 MEHBRTB. ABATSITWRDSI.) 

例 3 在 我 们 的 数论 系统 中 ,i 一 A~A 刁 1 = 0。 这 便 使 得 
站 可 以 消除 ,只 要 把 CTR AY) 公设 8 (或 87) 及 15’ 先 加 和 人 便 成 ， 
这 里 8 是 (CADL =0)D1 = 0)DA, 等 等 。 (但 lb 包括 了 7'.) 

消除 定理 可 以 看 作 是 在 原来 系统 S 的 研究 中 一 种 新 的 导 出 
规则 ($ 20) 当 我 们 的 目的 是 想 证 明 一 公式 下 在 S 内 的 可 证 性 
时 , 它 可 使 我 们 在 一 适当 的 系统 S, 内 而 证 明 E， 后 者 比 之 5, BA 
有 更 多 的 手段 的 同时 , 根据 消除 定理 ， 任 何 一 个 在 5; 内 可 证 而 
本 身 不 在 S AWAKE 者 可 以 看 作 是 5, 内 一 个 可 证 公式 EE 的 
缩写 
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消除 定理 还 有 两 休 系 型 , 即 S 的 简单 相 容 性 可 由 S 的 推出 
(H (V), 14528), 而 5; 的 判定 问题 亦 可 化 归于 S 的 (由 (IV)， 
参见 $ 30, § 61 K). 
例 4 的 递归 定义 的 不 可 消除 性 。 “函数 符号 .及 其 递归 方 
程 (公理 20 及 21) 在 第 四 章 的 形式 系统 《叫做 S.) 内 是 不 可 消除 : 
的 。 因 为 根据 普 列 斯 堡 格 的 结果 ($ 42 开 首 处 ) 可 知 ,余下 的 系统 
S 是 简单 相 容 的 并 且 它 的 判定 问题 是 可 解决 的 。 如果。 ls 
的 , 则 对 S: 亦 将 如 此 ,这 与 $ 61 定理 33 相 了 矛盾 ， l 
擎 状 定 义 的 可 消除 性 。 摹 状 定义 是 指 把 一 客体 上 定义 为 使 
得 F(w) 成 立 的 w( 符 号 上 便 是 i1wF(w)), 这 里 F 是 一 谓词 ,并 已 
知 有 唯一 的 wv 使 得 F(w) 成 立 ( 符 号 上 便 是 (B1w)F(w)). 如 果 
w 便 是 的 唯一 的 自 变 元 , 则 iwE(w)) 便 是 个 体 大 如 果 下 还 依 
le n 个 个 体 变 元 , 设 写 为 “F(x,: ts Xny wy”, 则 1wF (x45 
s xas 比 ) 便 是 一 函数 Kx … ,x*,)。 我 们 将 把 个 体 看 作 0 元 函 
ETE ARIE eA (因此 ,在 本 节 内 ， en 
有 个体 符 号 ). : 
- 华 状 定义 的 逻辑 由 怀特 黑 与 罗 x (Whitehead = 4 Rüssel!) 
[1910] (第 二 版 1925, 第 30—32 页 , 第 66 一 71 页 ， 第 173 一 186 
页 ) 而 处 理 . 
摹 状 定义 的 可 消除 性 由 和 希 尔 柏 特 - 伯 尔 泰 斯 [1934 二 (第 .人 22 一 
457 页 ) 所 建立 。 另 一 证 明 由 罗 歌 [19391 所 指出 .这些 证 明 都 描 
出 了 形式 运算 子 ow 的 可 消除 性 ,只 要 在 形式 体系 内 容许 了 这 个 运 
算 子 , 那 未 幕 状 定义 的 一 切 可 能 性 便 立 刻 得 到 了 但 在 记号 上 说 ， 
引用 函数 符号 却 更 方便 。 在 发 展 一 理论 时 ,每 当 需 要 之 处 ,数学 家 
通常 都 依次 引入 新 函数 符号 . 因此 ， 我 们 将 建立 这 样 引入 的 函数 
符号 的 可 消除 性 ,我 们 只 须 考 虑 每 次 引入 一 新 函数 符号 便 够 了 . 
定理 42 ik s 含有 具 相 等 性 应 用 谓词 演算 的 形成 规则 
($73), HRS 的 公设 除 谓词 演算 的 以 外 还 有 一 些 特殊 公理 及 公 
理 模 式 , 使 得 关于 5, 的 函数 符号 及 谓词 符号 的 相等 性 公理 是 可 证 
的 《或 简单 地 令 Ss 为 具 相等 性 的 应 用 谓词 演算 ， 可 能 新 增 一 些 特 
.45le 


.KABRAFRR) ` 

没 Xyatt Xas w(n > 0) 为 不 同 的 变 元 :而 FCxi，， "xn W) 
为 一 公式 ,只 含有 自由 tto X Wo TEA xott Xa AFA we 
自由 的 。 假 设 
(i) 3twFÇx ttt Xn» w) 

在 S, 内 是 可 证 的 . 

设 在 5 内 加 入 一 新 7 元 函数 符号 f 及 一 新 公理 
(ii) FCxis***> Xas fx ，xn))， 

所 得 的 系统 为 Sa 

则 新 函数 符号 f 及 它 的 公理 是 可 消除 的 ， 即 有 一 个 能 行 的 对 
应 7《 在 下 证 明 中 将 加 以 明 指 ) 使 得 (1) 一 (IIX《 因 而 (IV) 及 CV 成 
立 ， 只 要 每 一 个 新 增 的 公理 模式 都 有 下 性 质 : 如 果 根 据 该 模式 而 
在 5, 内 得 一 公理 FE, 则 E 在 S, 内 是 可 证 的 . 

证 明 可 由 引 理 25 一 31 而 得 . 根据 定理 41(b), 当 我 们 知道 关 
于 函数 符号 与 谓词 符号 的 根 等 性 公理 是 可 证 的 时 候 ， 那 末 到 底 是 
讨论 谓词 演算 抑 讨论 具 相 等 性 的 谓词 演算 ， 便 是 无 关 重要 .的 了 。 
因为 ,由 它 , 一 开始 便 对 5, 是 无 关 重要 的 , 其 次 ,等 到 我 们 知道 ( 引 
理 27) 关 于 新 函数 符号 f 的 相等 性 公理 在 8 内 是 可 证 的 以 后 对 
S: 也 是 无 关 重要 的 了 . 

BW 25 在 具 相 等 性 的 谓词 演算 中 ,如果 u,v, x 为 不 同 的 
EIFC)» C(v), Cu, v), A, B, A(v)，B(v) 及 ACuy v) 为 公式 > 
BR FCv)R Clu, v) 中 的 v 是 自由 的 , AS BASE vw a 
Bau Be x”, 则 ; 

“18. 31 vF(v)ESvLF( ECC I WoL F(v) DO(v) 

*182. AlvF(v), C(v)—“av[F(v)&C(v)]. 

*183.. 31vF(v)H-3u[lF(u)&C(u, u)] ~ Sul F(u)aav 

: LF(v)&C(u; v)]]. 

*184. 31vF(v)H-BV[F(v)&(ADB(v))]- ADBVLFv)&Blv)]. 
D 俄 译本 补 入 “FCu) 不 含 自由 v” 以 使 得 * 183 成 立 一 一 译 者 注 ， 
,453， 


*185. 31vF(v)H+- av[F(v)&(A(v) DB) I~ SvlF(vd&Alv)]DE, 
*186. --Sv[F(v)&A&B(v)]~ A&av{F(v)&B(v)]. 

*187. SrvF(v)KavLF(v&(A V B(v)) ]~A V AVLF(v) VBC) I, 
*188. StvF(vWE avLF(v)& NAC(v) ] ~ MAVIF(V&ACv)], 
*189. StvF(v)K av[F(v&WxA(x, v)]~WxavlF(v&A(x, v)1, 
*190. | Sv[F(v)&axA(x, v)]~3x3v[F(v)&A(x,v)]. 

《参见 纳 尔 孙 [1947] 引 理 23,58 347—348 IX.) 

证 明 *181. W alvFCv), FC(v)aCCv)( 为 3 消 起 见 ) 及 F(t)， 
而 + 为 一 新 变 元 (为 二 引起 见 )。 再 用 $ 41*172 ven FEN 
得 C(t)。 由 刁 引 及 VY 引 ， 更改 约束 变 元 可 得 VWiF(v)>C(v)]. 
V 引 的 变 元 为 t, 故 任何 变 元 都 保持 固定 ,由 习 消 及 2 引得 
. Sv[F(v)&C(v) JDVv[F(v)>C(v) 1. 

今 再 证 其 逆 理 , 假设 StvF(v) 及 Wv{F(v)DC(v)], H SlvF(v) 
得 avF(v).。 为 习 消 起 见 ,假设 FCv). 

*183., Su[F(u)&C(u, u)]H-3u[F(u)&F(u)&C(u; u)] 。 
(827*37)® H3u3y[Flu)&F(v)&Clu, v)]($ 35*80)-Bu[F(u)&3v 
[F(v)&Clu, v)]](*91)”。 仿 此 ， i 借助 于 .*181， 
$ 26*4( 及 $ 32*69), $. 

84. 31F(v) F 3v[FCv) er Ss 

(v))1(*181)~VvLAD(F(v)>B(v)) 1( a3 At-BD(ADC)~ 
AD(BDC)) ~ ADVv [F(v)>B(v)] nn 
(*181), 

”187， 3lvF(v)F-3vF(v) + AvEF(v)&(A V B(v)) be aR 
(YJ&A) V CF(v)&BCv))1(*35) ~ | 
(*88，*91 及 *33)~AV3v[EFCv)&BCv)](*45 )。 

*188, 依次 用 *181, *58b, *86, 

. 引 理 26 在 下 列 的 谓词 演算 : (在 具 相等 性 的 调演 算 中 机 
D 在 $ 26 倒数 第 二 段 处 本 来 规定 把 说 明 写 人 方 括号 去 的 ， ANT Red sms 


号 起 见 , 此 处 著者 容许 一 些 例外 而 改 用 圆 括号 一 一 俄 译注 ， 
2) 依 俄 译本 须 加 入 “ 依 条 件 FCu)》 不 含 自由 v” 一 一 译 者 注 。 : 
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如 此 ) ERRARTS 的 函数 符号 及 请 词 符号 的 相等 性 公理 且 容 
Ft 于 其 符号 体系 中 ,我 们 有 : (i) 与 GW 的 合 取 式 是 与 ( 道 ) 彼 此 
互相 推演 出 的 
Citi) ff(x +9 Xa) = w~ Exist t ts Xas W)o 
i ii) ES: 内 是 可 证 的 。 

证 明 由 (ii 及 Ein) 一 w, 相 等 关系 的 可 替换 性 , 便 
可 推出 F(x,*… ,xa， w)， 而 由 $ 73 (D), 该 替换 性 可 由 谓词 演算 
及 关于 一 的 及 关于 F(x,,-…，, xn， w) 的 函数 符号 及 谓词 符号 的 相 
等 性 公理 而 推出 .又 由 (i) (it) 根据 *172 可 由 Feasts Xa» w) 
推广 出 fCat x) =w. GORE (i) (ii) ARAN 
( 道 ) 一 一 详 者 .) 由 (ili) 借助 于 *171 可 推演 出 (i), 若 把 (过 ) 中 的 
w 代 入 以 EG) 再 由 $ 73 公理 22 可 推 注 出 Gi). (这 样 由 
(ili) 可 推演 (i) Gi) 的 合 取 式 一 一 译 者 .) 

在 定理 42 的 证 明 的 其 余部 分 里 ,我 们 使 用 “F(x， Xa wW)” 
时 ,采用 对 永久 缩写 所 作 的 约定 (参考 $ 33 末 ), 即 对 任何 项 ae， …， 
tas S 谋 ,“F(t,，,*……* ,toss)” 将 表示 在 FC%,… Xas Ww) 中 把 xte 
xno WAHR AU us tas $ 的 结果 ,但 对 Fine, w) 中 
的 约束 变 元 可 作 任 何 合 法 的 更 改 以 使 得 该 代 人 是 自由 的 . 

”“ 引 理 27 在 引 理 26 的 系统 内 ,关于 f 的 相等 性 公理 可 由 
(这 ) 推 出 , 故 它们 在 S 内 是 可 证 的 . 

“和 如果 不 是 可 证 的 , 则 只 把 (i) 加 到 5, 的 公理 去 后 , f 在 a 
用 处 仍 不 大 (参见 定理 41(a) 及 (b)). 

证 明 例如 , 设 > 一 2( 并 把 xy x 写成 ac)。 我 们 可 用 下 法 
证 明 a = b>f(a,c) = f(b,c)。 设 a=b. VERMI Fla, c, f(b, 
c))~F(b,c,f(b,c)), ih (iii) f(a, c) = f(b, c)~ f(b, o = f(b, 
c); 故 得 (公理 22 及 en f(a, c) = f(b, c). 

引 理 28 设 4,…, (为 项 ，v 为 一 变 元 不 出 现 于 8………， t， 
中 ,而 CCv) 为 一 公式 使 得 4，,……, ta) 对 CCv) 的 v 是 自 由 的 ， 则 
在 具 相 等 性 的 谓词 演算 中 , Clust a))~3v[F(u,***, by Vv) 
&C(v)] 可 由 (这 7) 推 营 出 ,因而 在 S, 中 可 
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证 明 设 有 C(f4,…, tr))， 对 (i) 作 代 和 人 (参见 引 理 26) 
得 , F(t4，… tas fu,"…, ts)), 再 用 & 引 , 3 引 及 2 引 便 得 . > 
再 证 其 着。 设 (为 习 消 起 见 ) Fluss v)eClv). H GD 可 得 
KW). Z CCO) PERAR CCEC. t tD. 

素 公式 是 指 不 含 逻 辑 符号 的 公式 ， 在 这 里 它 便 是 一 个 谓词 符 
号 而 以 项 作 变 目的 。5, 中 的 项 或 公式 , 即 不 含 f 的 公式 ,叫做 缺 f 
RI. rt 为 项 , WS ts, ta) 形 的 项 叫做 f 项 ; 如 果 
trot tote 为 缺 {的 , 它 便 叫 做 简单 f 项 .一 项 在 一 公式 中 的 某 个 出 
现 叫 做 约束 的 (自由 的 ), 如 果 它 在 某 一 (不 在 任何 ) 量词 Vy BR By 
的 辖 域 之 下 ,而 7 为 该 项 的 一 变 元 . 

例 5 设 P,Q 为 谓词 符号 ，8 为 一 函数 符号 而 与 人 不同 ，x 
与 y 为 不 同 的 变 元 .在 下 列 公 式 中 , f 项 的 第 二 次 出 现 是 约束 的 ， 
其 余 六 次 出 现 是 自由 的 . 
1. Vx{PCECy), f(gCx)))&QCx,x)} DPCECy)» fCglfCy)))) 

&Q(ECy), FCy)). 
f 项 fy) 及 fg(x)) 是 简单 的 ,而 CO) 则 否 ,因为 其 中 套 有 
f 项 f(y). 

引 理 29 对 5; 的 每 个 公式 EE 都 可 以 能 行 地 对 应 于 S 的 一 公 
式 E (叫做 己 的 主要 缺 f 变换 式 ) 使 得 (I) (ID 成立, 在 变换 中 不 
引进 或 除去 自由 变 元 ,并 且 保 持 谓词 演算 的 运算 ， 即 有 : (ADB) 
Ay A’ DB’, (A&B)’ 为 A'&B',(AVB) % A’VB’, (TA) HA, 
CWxA(x))’ 为 WxA'(x) (这 里 A(x) 为 (A(x))), 又 (3xA(x)) 为 
3xA'(x)。 

证 明 ”由 于 须 保持 运算 这 个 条 件 ， 我 们 可 就 E 中 逻辑 符号 出 
现 的 个 数 e 而 作 递归 ,从 而 递归 地 定义 E' ,但 还 须 把 E 为 素 公式 时 
的 定义 给 出 作为 黄 基 .后 者 我 们 又 可 就 E 中 f 项 的 出 现 次 数 4 而 
IA. 其 法 如 下 . l 

mR g= q4 = 0, 则 EE 为 E. 
”如 果 g 二 0 而 g > 0, 选择 E 中 首先 出 现 的 简单 f 项 , 设 它 为 
Kiss). Bey 为 一 变 元 不 出 现 于 E 中 。 设 把 EE 中 所 考虑 的 
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HE, te) 改 为 v 后 所 得 的 公式 写成 CCv)， 则 EE 便 是 av 
[Fluss tas Vj&C《v)]。 《由 *181 我 们 亦 可 用 VLF, t tas 
VDC (Vv). ) 这 里 关于 约束 变 元 v 的 选择 不 是 唯一 的 ,为 了 使 
得 6 ,ty 对 ox WW 的 代 人 是 自由 的 ， 须 对 FC 
X W 的 约束 变 元 有 所 更 改 ， 其 更 改 的 方式 亦 不 是 唯一 的 。 但 不 
同 的 合法 的 选择 都 得 出 相合 的 公式 ($ 33)。 我 们 可 以 假定 ， 补 充 
了 一 些 约定 使 得 可 以 确定 那 一 个 是 E。 在 我 们 的 例子 中 ,用 EE 的 
任 一 相合 式 都 是 可 以 的 。 注 意 , CCv) 是 素 的 并 且 人 恰巧 只 含 9 一 1 
个 上 项 的 出 现 . 

引 理 中 所 提 到 的 > 的 性 质 可 由 对 8 作 归 纳 (对 (II) 用 $ 33 E 
BE 14) 而 证 得 ,而 在 芮 基 中 再 对 4 作 归 纳 (用 引 理 28)。 OO 

我 们 用 一 个 很 富 于 暗示 性 的 缩写 即 “FPCCv) 以 代 

3v[FCu，……，t，v)&CCv)]。 

例 5( 续 ) 公式 1 可 以 照 下 法 化 归 成 为 它 的 一 个 主要 缺 f 变 
HA. 
2. Wx{FY,PCv2> f(g(x)))&QCxs x)} OFY,PCv,, {Cg(fCy)))) 

&FY ,QCvu, f(y)). : 
3, Wx{ FYFE P(v25 v3 )&Q(x, x)} OPFYFY PCv,, £(g(vu))) 

aF} FY, QCv29 Vv). 
4. Wx{ FYFE? PCv25 vs )&QCxs x) }OFYFY, FEW P(v29 vs) 

&FY FY, Qi» vn) 37 

设 把 首 标 Fee» 叫做 “F 量词 "。 由 *184 一 *190 可 知 ( 因 (i) 已 
给 出 假定 公式 31vF(v)), 在 S p F 量词 可 与 谓词 演算 的 运算 子 交 
换 亦 可 以 彼此 互 换 (必要 时 可 更 改 约束 变 元 ), 但 须 受 下 列 限 制 , 即 
Fate 不 能 移 到 由 toto te 中 任 一 变 元 所 组 成 的 普通 量词 或 F 
量词 之 左 (因为 对 *189 及 *190 言 , F(v) 必须 不 含 自由 x)。 关 于 两 
个 量词 之 间 的 限制 是 说 : 消除 相 套 的 两 f 项 以 后 所 得 的 两 个 F 
量词 必须 保持 原来 的 相对 次 序 〈 相 应 于 里 面 的 f 项 的 量词 须 在 
£) 关于 了 量词 与 普通 量词 之 间 的 限制 是 说 ， 消 除 约束 出 现 的 
f 项 后 所 得 的 F 量词 只 能 在 管辖 该 出 现 的 最 右 的 普通 量词 以 右 移 
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动 . 
又 由 *183, 相 邻 的 类 似 的 F 是 词 如 Fa 及 Fi 可 以 缩 
短 . 
X *182 可 作为 了 量词 的 引 和 规则， 
ASK 8) 公式 1 是 5; 中 根据 公理 模式 10 而 得 的 一 公理 
WxA(x)DA(t), AE t RA EG): 在 化 归 为 公式 4 的 过 程 中 , 在 消 
除 相 应 的 f 项 A(x) 及 AC) 时 ,我 们 选用 同样 的 约束 变 元 . 根据 
*186, *190, *186 (及 *33), *184 及 *183( 更 改 约束 变 元 ), 可 把 由 
ae f(y) 的 三 次 出 现 (作为 模式 中 的 t) 而 得 的 三 个 F RA F,» 
Zo F, 移 到 最 前 , 并 缩短 成 一 个 下 量词 Fy。 于 是 便 得 下 列 公 式 
e 4 在 S 内 的 一 个 等 价 式 , 因而 亦 是 公式 1 的 主要 缺 上 变 
换 式 的 一 个 等 价 式 。 
5. FYUWx{ FLFR (v2, vs )&OCx, x) }DFLFEOPP(v29 va) ， 

&Q(v,, v). 

在 5 中 Fy, 的 辖 域 是 根据 公理 模式 10 而 得 的 S, 的 一 个 公理 , 以 w 
为 1。 故 由 F 5] (4182) 规则 ,公式 5 在 5, 中 可 证 , 故 公式 1 的 主 . 
要 缺 f 变换 式 亦 然 . 

引 理 30 MEERES, 的 公理 ， N mE’. 

U WREE S 中 根据 命题 演算 的 公理 模式 而 得 的 公理 ， 
WE E S 中 根据 同一 模式 而 得 的 公理 , 因 7 保持 该 演算 的 运算 子 
之 改 ( 引 理 29). 

公理 模式 10: EX V¥AG)DACt)s 而 t 对 A(x) 中 的 x 是 自 
由 的 ， 

情形 1: + 是 缺 f 的 ， 则 在 对 A(x) 及 AC) 作 化 归 时 在 相应 
的 步 又 处 采用 同样 的 约束 变 元 ,我 们 便 得 到 E' 的 一 个 相合 式 它 具 
VxB(x)>B(t) 形 而 上 对 BC) 中 的 x 是 自由 的 。 这 是 根据 公理 模 
式 10 而 得 的 5, 的 公理 , t SRI. ABLE’. 

例 6 BEX i 

Vx{P(ECy), EBDE, x) }DPCE(y)> f(g(t)))&Q(t, t), 
而 + 是 缺 上 的 。 则 
A Cy EN 


Vx{ FY FE®PCv s v)&Q(x, x)} DFLFEOP(v, v)&Q(t, t) 
MAT E HAE S 中 根据 公理 模式 10 而 得 的 一 公理 ， 

情形 2: 一 般 情形 , 设 A(x) 含有 {项 的 次 出 现 以 及 x 的 / 
次 自由 出 现 , t EHEN REN. EMS ker, /一 3， 
m 一 1。) 则 A(o 中 含有 : HACK) 而 来 的 《次 {项 出 现 , 因 而 相 
应 于 A(x) 的 f 项 ,此 外 还 有 me 次 f 项 的 出 现 , 那 是 因为 Ax) 中 
x 的 每 次 自由 出 现 都 变 成 的 自由 出 现 ( 共 /1 次 )， 而 每 个 t 的 自 
由 出 现 又 含有 mw 次 f 项 的 出 现 的 缘故 . 当 把 E 化 归 到 EE 的 相合 
式 时 ,要 消去 A(x) 及 AC) 中 的 《对 上 项 的 自由 出 现 , 我 们 可 用 具 
有 同样 约束 变 元 的 F 量词 ， 而 消除 A(t) 中 在 t+ 内 的 lm 个 上 项 的 
出 现时 ,我 们 须 选 用 具有 不 同 约束 变 元 的 F 量词 。 例 如, 设 在 消除 
过 程 中 , t 的 ! 次 出 现 变 为 号 ,……, 储 ( 在 例子 中 便 是 vas vas Ya). 
E ARAH AC) 而 来 的 项 的 出 现 ( 共 A 个 ) 绝 不 会 套 人 因 t 
代 x 后 而 引入 的 Im 个 上 项 之 中 , 又 因 该 代 人 是 自由 的 , 故 因 消除 
后 者 而 引入 的 Im 个 F 量 词 可 以 移 到 最 前 并 依 下 次 序 ， 即 同一 上 
”项 但 由 于 上 有 ! 个 出 现 而 得 的 .: 个 FE 量词 彼此 相 邻 组 成 一 组 ， 

而 每 一 组 都 可 以 缩短 .这样 我 们 便 得 到 在 S, 中 的 一 个 等 价 式 ， 

它 是 具 下 形 的 公式 
(A) a “Fyz smn[ VxB(x) > B(t*) 1, re 
RE~ TGS isteti 把 在 缩短 中 的 变 元 看 作 相同 而 得 的 结 
果 , 它 对 B(x) 中 的 x 是 自由 的 . 今 WxB(x)>B(t*) 75 S, :中 根据 公 
理 模 式 10 而 得 的 公理 , 故 经 mw 次 应 用 F 引 (*182 ) 规则 后 ，(A) 可 
证 . 

公理 (ii): E 为 F(x， “**% 9 Xno Exs er %)). RE F(x 3 
xsy*w) 中 w 自 由 出 现 ! 次 . WESA: 个 F 量 词 。 这 些 F 量词 都 
可 以 移 前 并 缩短 而 得 出 FFP(xa，…，xw，v), 即 

3v{(F(x tt ts Xnov)&F(x , Xa V) Jo 

由 (iD 这 是 可 证 的 . 

引 理 31 WRES HEF (RF SG) 的 直接 后 承 ， 则 在 
SSPE 是 F( 或 F 与 G') 的 直接 后 承 。 
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对 规则 2，9 及 12 都 是 由 于 7 保持 运算 子 且 不 引信 自由 变 元 
(因此 ， 规 则 9 及 12 中 的 C 不 会 变 成 一 个 含 自由 x 的 公式 C)。 

WEI 如 果 上 不 是 6 或 >( 按 指 后 继 函数 -一 译 者 )， 则 归 
人 用 
“在 公理 模式 10 情形 1 处 所 作 的 推理 可 以 知之 。， = 

AT 设 .5 为 第 四 章 的 数论 系统 。 £5 由 加 入 新 函数 符号 
rm CARAS BIORARES ES 41*179b,c) | 

3g(a = b- q + mla, b)arm(a, b) 一 0 
` 一 0krm(a, b) = a). 
设 所 得 系统 为 5;, 则 由 定理 (及 附注 1)，rm 及 它 的 公理 是 可 消除 
的 .一 一 如 再 加 入 商 记号 [a/b] 及 其 公理 
l arla = bla/b] + rar < b) Vb = la/b] = 0 
(SR *178b, c)， 则 经 过 依次 应 用 本 定理 后 , rm 及 la/b] 均 可 消 
BR. 

As XS, 为 数论 形式 系统 ,R(x,y) 为 一 公式 只 含 自由 
Kys R(x，》) 为 在 释义 之 下 R(x, y) 所 表示 的 谓词 。 (a) RAR 
古典 系统 SFFR 满足 (A) 王 ,3yRCx, y)。 则 应 用 *149 及 *174b 
可 引 人 一 函数 符号 f 及 其 公理 R(x, f(x))&vz (z<i) RG, 
2))s 使 得 (至 少 ) 在 (古典 ) 释 义 之 下 ，f(x)》 表示 函数 pyR(x，y) 
(CWS 57 开 首 处 ,并 设 在 S, 中 (A) 蕴 涵 5 57(1b)( 当 4 一 1 时 )), 这 
函数 符号 及 其 公理 是 可 以 消除 的 , 即 对 这 样 所 得 的 系统 5 是 成 立 
TAN: EA *149 而 用 *149a, 且 除 (A) 以 外 还 假设 

$ Cak RCG, y) VIRC, y), » 
则 这 关系 即使 对 直觉 主义 系统 S: 亦 成 立 .(b) 试 再 考虑 古典 系统 
8 而 不 假设 (人 A)。 设 Ri(xy w)% R(x, w) V{[T3yR@&, y)&w = 0}, 
We A Rx, w)&Vz(z<w>D Rt (x, z)). 由 *51 ial 
yR, y) V 3yR(x, y). ejir 
人 数 用 穷 举 法 (V 消 ) 可 得 LawR' (x, w); 故 由 *149 及 "170 Br 
G) FidtwR'(, w). 因此 ， 如 果 引 一 函数 符号 f 及 其 公理 
R(x、，f(x))， 它 将 永 是 古典 地 可 消除 的 。 在 (古典 ) 释义 之 下 ， 
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fx) 表示 EyR(x, y) CHS 62 首 , 参 见 $ 63(59))。 当 及 使 得 (c) 成 
WAR (EIRC, y) V TIR, y) 时 ,这 可 消除 对 直觉 主义 的 
S, 也 成 立 。 因 由 (8) 可 使 我 们 能 够 不 用 "51, Mile) 《8 为 *158 
及 $29 附注 1(b) BIB R(x, w) VOR (aw) RE BY HERR TRE 
够 改 用 *149a 而 不 用 *149. (Cc) 设 p(x) 为 任 一 函数 其 代表 谓词 
p(x) = w 是 算术 的 ($ 48). R(x, w) 为 表示 pa) = w HA 
式 。 则 (b) 中 的 fx) 便 表示 swfe(x) = w] M pl). Ak eH 
典 数 论 系 统 中 ,就任 一 函数 (A, 只 要 p(x) = w 匙 算术 的 , WB 
可 找 出 一 个 只 含 自由 x，w 的 公式 Fa, w), WREE Z 下， 
F(x, wW) 之 为 真 恰巧 只 当 w 一 p(x) 时 ,而 表示 9 的 一 个 新 函数 记 
号 上 及 其 公理 F(x, f(x)) 是 可 消除 的 。 在 特例 , 对 任何 一 般 递归 
函数 p(x) ,这样 的 公式 F(xyw) 是 可 以 找 出 的 (由 57: 定 理 VII(b)); 
WHERE (在 古典 释义 下 ), 如 syT,(x, *, y) 等 ,它们 昌 不 是 一 
般 递归 的 亦 可 如 此 (参见 (b) 或 5 62 首 ，$ 63 例 1)。(d) 反 之 ,如 果 
Ein F(x, f(x)) 的 公理 把 f(x) 刻 划 成 一 个 函数 PREISER CBN, 
对 每 个 x, 在 释义 之 下 F(x, w) 之 为 真 恰巧 当 w = p(x) tt) IR 
ols) = w 便 是 算术 的 .。 RT ee en a § 82 
《 例 1 及 2) 中 讨论 . 

在 下 列 两 例 中 ， 我 们 假设 $ 49 附注 1 的 (1-6) 已 经 证 明 
了 ， 或 者 由 于 家 接地 形式 化 $ 48 .而 得 ， 或 由 希 尔 柏 特 - 伯 尔 AH 
(1934], 53 401—419 页 借用 而 得 *. 希 尔 柏 特 与 伯 尔 奈 斯 是 在 努 计 
形式 系统 中 而 处 理 的 ， 若 不 管 显然 的 非 本 质 的 差异 (例如 ,他 得 使 
用 谓词 变 元 等 ,参见 $ 37: 末 )}， 他 们 这 个 系统 是 在 我 们 的 古典 数论 
:系统 之 上 加 入 一 运算 子 (以 及 适当 的 公设 ) 而 得 ， 该 运算 子 应 用 于 
一 公式 Ra, y) 时 ,给 出 一 个 表示 函数 eyR(x，y) HR, AH 
RGxziy) ERG: y) 所 表示 的 谓词 。 由 例 8(b); 该 运算 子 的 每 一 
次 使 用 都 是 可 消除 的 。 把 这 过 程 用 于 〈 和 希 尔 柏 特 - 伯 尔 奈 斯 书 上 
的 一 必 译 者 ) 第 416 页 上 的 第 五 个 公式 及 第 419 页 上 的 第 七 个 公 
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式 去 ,并 就 把 其 中 的 e 及 blas plm, n'el + DOART w, 我 们 
ES 49 附注 1 的 (c) 及 (86)。 这 个 处 理 可 以 修整 使 着 用 乎 直觉 主 
义 系统 : 《和 希 尔 柏 特 - 伯 尔 奈 斯 把 该 运算 了 予 写成 pes HTT e 有 
另外 的 意义 ?, 见 [1939], 第 9 页 以 后 , 希 尔 柏 特 [1928].》 = 

例 9 已 有 关于 十 及 . 的 递归 定义 后 ， 其 它 原 始 闻 交 定义 的 
可 消除 性 (参见 例 4)。 设 p， ++) pi 为 一 函数 INA 
归 描述 。 设 S, 为 数论 系统 但 加 入 了 新 函数 符号 foe RSC 
表示 i Mad 并 把 在 Gio > Pea PH 
《如 在 $ 54 中 )， 把 所 得 的 方程 作为 新 公理 .例如 ， 设 由 Xd 
X74 915° "Ar 中 某 两 个 ) 使 用 $ 43 模式 (Vb) Cn = 2 HIER. 
则 应 用 $ 49 附注 1 可 得 : (1) 上 ,PC0,x,w)~QCx,w), (2EPCy’s 
x, w)~3z[P(y, x, z)&R(y, z, x» w)], (3) |-,31wP(y, xy w). 我 
们 还 假设 (作为 关于 《的 归纳 假设 ): (4) Fig) = waglaw, 
(5)H-,h(y, Z, x) = w~R(y, Z, Xx， WwW)( 这 里 g，h 分 别 表 示 . 由 x). 
本 定理 (及 (3)) 告诉 我 们 说 , 若 把 EMA S 而 以 PCyyxy fly, x)) 
作为 新 公理 , 它 是 可 以 消除 的 . 但 在 Ss 中 当 增 加 上 于 符号 体系 中 
后 ,容易 看 见 ， P(y， X» f(x, y)) 和 和 f(0, x) = g(x)&fly’, x) = h(y, 
f(y,x),x) 是 彼此 可 互相 推广 出 的 . 《用 (1) 一 (5), 就 男 一 方向 言 ， 
SURRY 作 归纳 得 )。 因 此 可 不 用 PCy, x, f(y, x)) MADERA ECO, 
x) = g(x), f(y', x) = hly, Fy, x), x) 作为 新 公理 亦 得 同样 的 结 
果 。【〔 这 一 对 方程 希 尔 柏 特 - 伯 尔 奈 斯 是 用 略为 不 同 的 方法 :得 .到 
的 , 见 希 尔 柏 特 - 伯 尔 奈 斯 [1934], 第 421 页.) ` 

例 10 设 5 为 数论 形式 体系 . 根据 359 定理 32Ka) 的 证 明 ， 
有 一 公式 Plz, x, w) 使 得 ,如 果 。 BEER PAIN 
TERR, M Pe. x, w) 数字 地 表示 p(x)。 因 此 对 每 个 自然 数 . x， 
31wP(e, x, w) 是 可 证 的 . 但 3!wP(e, x, w) ÆA ENERE? 《对 
eRe 的 某 些 选择 当然 是 的 ， 例如 ,根据 $ 56 把 $ 54 中 的 推理 加 以 
rs ,) 由 $ 52 定理 红 , 有 原始 递归 的 R 使 得 oal 


D 参见 附录 V— RRE. Se 
sans 


] 《FatwB(z, x, w)} = (Ey)R(2, 9). . 
设 根据 4 60 定理 XIV(b) HR RAMS 0. 则 8 是 原始 递归 的 ， 
且 当 y 一 0，1，2,… 时 ,6(y》 便 是 使 得 31wP(z, x, w) 是 可 证 的 
那些 数 z 的 一 个 枚 举 。 ERUZT, 3lwPla,x w) ZAAR 
2A FMB RRE.. S 具 相 容 ae 亦 
只 有 这 时 .31wP(z, x, w) 才 是 可 征 的 . 对 每 个 y, 0(y). BERT 
一 般 递 归 函 数 的 哥 德 尔 数 ， 该 一 般 递 妇 函数 可 写 为 9,00) 'z) 
($65 FEE) A, PCO), x) + 1 是 一 个 一 般 递归 函数 p(x)， 
就 它 的 任何 一 个 哥 德 尔 数 。 言 ，3!wP(e, x, w) 都 是 在 S, 内 不 可 
N eA S: 加 入 新 函数 符号 f RHAH Ple, x 
fx)), 所 得 的 系统 为 So W f (及 其 公理 ) 是 不 可 消除 的 .因为 , 若 
用 *174a 及 对 原始 递归 天 数 书 而 用 $ 49 附注 1 中 的 (3) (参见 定 
理 32 的 证 明 ), 可 以 容易 看 出 P(e, x, DHF-:i3alwP(eyxyw). 故 用 新 
公理 后 广 这 !wP(e, x, w). 如 果 f ALR, Wl 31wP(e, x, w) 
BES 内 是 可 证 的 ,而 事实 不 然 。 因此 ,在 数论 系统 内 ， 有 一 个 只 
含 自由 x 与 w 的 公式 使 得 ， 在 相 容 性 假设 下 : PO, w 数字 地 表 
示 一 个 一 般 递归 函数 p， 但 新 函数 符号 { (表示 Pp 的 ) 及 其 公理 
P(x, f(x)) 是 不 可 消除 的 ， | | 

SEF, 人 及 一 些 形成 规则 (这 里 是 指 5; 中 的 ) 后 ,所 谓 一 公式 
互 的 变换 式 是 指 任何 公式 D 使 得 在 具 相 等 性 的 亩 词 演算 内 可 由 公 
式 ( 道 ) 而 推 福 出 E ~ DAN. 

附注 2 《〈a) 王 的 变换 式 包 括 它 的 主要 缺 EHRE Casia 
28 及 引 理 29 的 证 明 ) 以 及 根据 引 理 25 (IE 26) 而 处 环卫 量词 时 
所 得 出 的 各 种 公式 。 (b) S 中 一 公式 下 的 两 个 缺 人 变换 式 EE 及 
E, 由 于 它们 在 .3: 中 等 价 之 故 ( 根 据 引 理 26 及 272，: 在 5, 中 亦 等 
价 《 由 (V)). 这 对 任何 系统 5, BY, RA 它 具有 定理 42 中 的 
有 形成 规则 (但 无 需 具有 其 中 对 新 公理 模式 所 作 的 保留 条 件 ， 因为 
在 5; 中 证 明 E'~E’ 时 ， 只 用 到 根据 9 的 公理 模式 而 得 的 公理 ] 
在 特例 , 当 5 为 具 相等 性 的 谓词 演算 且 把 (i) 作为 公理 时 ， 它 是 成 
IL. 
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无 定义 函数 可 蔡 换 以 谓词 ”定理 43(a) 设 9 为 具 相等 性 的 应 


用 谓词 演算 ,含有 一 个 二 元 函数 > 0) 符号 CHM SR 


f 而 改 用 ”十 1 元 谓词 的 符号 了 以 及 公理 31wF(x………*, Xas W) 
后 ,所 得 系 线 叫 Ss RA, S 的 公设 可 以 是 谓词 演算 的 以 及 关于 
S 中 的 甬 数 符号 及 谓词 符号 的 相等 性 公理 , 这 时 在 S, HEMER 
于 ft 的 ”个 相等 性 公理 而 代 以 关于 下 的 ”十 工 个 相等 性 公理 ). 

对 $ 中 任 一 公式 卫 言 , 设 世 为 下 的 任何 一 个 特殊 的 缺 上 变换 
ACK f 是 就 现在 的 f 及 F 言 ,又 这 时 是 使 用 容许 两 者 符号 的 形成 
规则 的 )。 对 5, 中 任 一 公式 EIER FE F(t,… ,ts，,s) 形 的 部 
分 同时 换 为 Custo ta) 一 s， 所 得 的 5; 中 的 公式 叫做 E*， 这 里 
tb tas SH. WA: 

(VIa) ME-E”, (VIb) MIETE’, 

(Vila) {THE} > {T'R E}. 

(VIb) {TE} > {T° E°}. 

(b) 当 s: 有 新 特殊 公理 B,， a Bx 及 公理 模式 B,» nr ->Bii 


` $1 具有 新 特殊 公理 Bi» ER ;Bk 及 新 公理 模式 A, > -eea A 使 得 , 妨 果 


在 5; 中 根据 3; (ES 中 根据 U) 而 得 一 公理 EE 时 , 必 有 mE 
(HE), 在 这 情形 之 下 , 亦 有 上 述 结果 . (参见 希 尔 柏 特 - Ar 
斯 Hilbert-Bernays [1934], 3 460 AUM.) 
由 (VIa) 一 (VIIb) 可 推 得 
(Villa) {THE} = {T'R E}. 
(VIIb) {THE} = {T° E°}. 
证 明 (VIIIa) 与 (VIIa) 相 逆 的 部 分 : 如 果 eE’, 则 由 > 
TOE, eH (VIb), TÆ. 
定理 43 的 证 明 《a) 我 们 从 下 列 说 法 开始 , 所 谈 的 逻辑 是 其 
相等 性 的 谓词 演算 ， 设 在 S 中 加 入 符号 F, 并 以 


ECx tts Xa) 一 w~ F(x, xn, w) : 


作 公 理 时 所 得 的 系统 叫做 S。 若 把 这 公理 当 作 下 的 显 式 定义 , W 


由 例 1 这 加 添 是 可 消除 的 .而 。 便 是 其 对 应 关系 。 但 由 引 理 26, 
在 Sa PAE E(x, vty Xn) a w~F(xi, tts Xps w) 可 替换 以 公理 


，463， 


组 3IwF(x………，xnw) 及 F(Cxi，………，x， fx tX D MAATE 
改 其 可 推广 性 关系 .所 得 的 系统 设 为 5;, 则 对 Ss 亦 成 立 消除 关系 ， 
即 : 
(ib) ”如 果 玉 为 5; 的 公式 , 则 E? HE, 
(Ib) FE~E?"。(IIIb) {LTE} > {T°H,E°}. 
但 定理 42 亦 可 应 用 于 S (作为 定理 中 的 5;)， 由 5; 消除 en 
结果 便 是 Se BORE 2(b), 当 7 为 主要 缺 f 变换 以 外 的 某 个 
变换 时 , 便 得 l 
(a) 如 E 为 5 的 公式 , 则 FE~E。 
(Ia) FE~E'。(Ha) {TE} > {TE}. 
这 样 便 可 推 得 《VIa) 一 (VIIb)， 例 如 
(Via): FA (Ob) & (Ila), HE~E° ~E”, (HE~E? Æ S, AY 
~AR h (Va) 得 ESE”, | 
(Vila); {TE} > {TE} C4 R rE} (由 (IIfa))。 
-就 县 相等 性 公理 的 说 法 言 ,可 由 定理 41(b) 而 得 ,或 可 直接 如 下 地 
UH. 关于 了 的 相等 性 公理 在 Sa 内 是 可 证 的 ,要 过 渡 到 S RAI 
首先 把 它们 作为 公理 而 加 入 ,其 次 把 (这 ) 换 为 (D 及 (i)， 最 后 删 去 
XTi 的 相等 性 公理 (用 引 理 27). 
附注 3 ”根据 这 证 明 可 知 ,E 的 任何 两 个 缺 和 变换 式 E SE 
ES 中 都 是 等 价 的 .因为 这 个 等 价 性 已 经 在 本 定理 (a) 中 的 S A 
建立 了 , 故 可 对 该 变换 式 作 适 当 的 选择 以 满足 条 件 (b) 便 够 了 : 
附注 4 对 具 相 等 性 公理 的 说 法 以 及 对 下 为 谓词 符号 的 情形 
-如果 对 于 :的 某 些 值 耐心 含有 f 时 ， 我 们 不 容许 组 成 项 fu， 
>) RARE, t w), 并 就 ;的 这 些 值 而 删 去 关于 上 
及 了 的 相等 性 公理 ， 那 末 从 定理 42 in 包括 “变换 
式 ’ 的 定义 ,都 继续 成 立 . 
附注 5 “如 果 具 相等 性 公理 ， 有 时 定理 43(b) 中 的 新 公设 可 
使 得 S 中 关于 上 的 ” 个 相等 性 公理 中 有 些 是 宛 余 的 : E Ss, pH 
应 的 关于 了 的 相等 性 公理 是 否 宛 余 的 ?9 今 设 有 些 i 使 得 IB 
个 相等 性 公理 可 由 5, 的 其 余 公 设 而 证 明 ， 在 其 证 明 中 所 出 现 的 :f 
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Elta) 其 中 的 5 (对 这 些 让 均 不 再 含有 f。 这 时 5, 中 相 
应 的 关于 F 的 相等 性 公理 ( 即 第 i 个 ) 亦 是 元 余 的 ;只 要 当 7 指 主 
Bik £ 变换 或 者 附注 4 中 所 说 的 其 它 意义 的 任何 缺 £ 变换 时 ;(b) 
被 满足 便 成 。 因 为 附注 4, 再 由 《VI 可 知 关 于 f 的 相等 性 公理 的 
主要 缺 f 变换 , 在 更 改过 的 5, 中 是 可 证 的 ， 因 此 相应 的 关于 F 的 

例 11 (a) 设 5; 为 完全 数论 系统 或 罗 宾 孙 系统 ($49 引 理 18 
b). 由 本 定理 (b) 我 们 可 把 函数 符号 : 改 为 一 个 谓词 符号 ， 方 法 
如 下 , 设 新 谓词 符号 为 , 具 三 个 变 目 .我 们 加 入 新 公理 

a = b>(-(e, d,a)>-(e, d, b)), 31c - (a, b, c); 
如 果 我 们 用 主要 缺 ， 变换 ， 20 及 ?21 分 别 改 为 

3b[ - (a, 0, b)ab 一 
3c[ . (a,b, PN A b, d)&c =d + all], 
但 这 些 可 简化 为 
-(a,0,0), 3dl-(a,b,d+a)&:(a,b,d)]. 
对 “ 作为 谓词 符号 言 ,其 余 两 个 相等 性 公理 
a= bD( . (a,c, d)> - (b,c, d)) 
a=6>(-(e,a,d)> -(e, b, d)) 

是 无 需 加 入 的 ,如 果 S: 是 完全 数论 系统 的 话 。 因 为 事实 上 ,在 所 描 
述 的 系统 内 它们 是 可 证 的 (由 附注 5 以 及 $ 38 中 把 . 当 作 函数 符 
号 时 相等 性 公理 的 证 明 ); 但 如 果 5, 是 罗 宾 孙 系统 ,它们 便 须 加 入 
作为 公理 同时 可 删除 公式 *106 及 *107。 如 果 再 一 次 应 用 本 定理 
我 们 还 可 换 出 十 .这 时 如 果 公理 18 改 为 它 的 主要 缺 十 变换 式 ; 即 
二 (gq, 0, a), 则 a = a 仍 是 可 证 的 (即使 依 下 列 Cb) 项 换 0,98 15 
然 如 此 )。 第 三 次 应 用 本 定理 可 换 出 > KN, 例如 , 归纳 模式 便 
BA AOLA GDC, yA) IDACx), 这 样 ， 我 们 便 
得 到 一 系统 5,, 不 具有 通常 意义 的 函数 符号 ( 即 x > 0 元 的 ), 它 与 
S: 之 间 具 有 (VIa) 一 (VIIIb) 的 关系 ,这 里 > 及。 表示 对 几 个 符号 的 
依次 消除 。 O 如 果 我 们 还 愿意 使 该 系统 缺乏 个 体 符号 ， 我 们 还 
可 以 换 出 0, RAR = 0 而 应 用 本 定理 便 成 ,或 者 我 们 在 换 出 2 
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ik AU SE ABR 0 ( 见 次 例 ). 

12 若 用 *137 及 公理 15 ,可知 0 一 0~va(e' = b) OXE 
Gi) 形 ) 是 可 证 的 。 我 们 可 用 这 事实 经 过 一 些 初步 变换 根据 定理 
42 而 消除 0. | 

例 13 具有 可 定义 种 类 的 变 元 的 可 消除 性 。 设 5 为 一 谓词 
演算 (具有 使 用 个 体 符号 ,函数 符号 及 谓词 符号 的 形成 规则 的 ); 并 
添 入 一 些 特 殊 新 公理 及 新 公理 模式 . 设 有 一 个 只 含 自由 W 的 公式 
MCw) 使 得 公式 SwM(w) 在 5, 内 是 可 证 的 设 5, 由 5, 经 过 下 列 的 
增加 而 得 :加 入 新 种 变 元 &,5,&,… ,容许 它们 可 以 作成 项 及 公式 
并 可 以 用 于 规则 9 及 12, 但 公理 模式 10 及 11 中 的 x 却 限于 原 有 
的 变 元 ,此 外 再 加 入 下 列 三 个 公理 模式 ,其 中 3 是 新 种 变 元 ，A() 
是 一 公式 ，t 为 一 项 对 ACE) HA * 是 自由 的 ,对 MCw) 中 的 w 亦 是 
自由 的 : 0. M(x). 10. MiO)D(VEA(RK)DA(H). Th MDD 
(ACHD3ERAK)). EA S HAR E, BIB E 中 每 个 形 如 VIA) 
的 部 分 换 为 形 如 Wxl M(x) DA(x)] 的 部 分 , 把 ACE) 换 为 3x[M 
(x)&A(x)], 这 里 x 是 原 有 的 变 元 不 出 现 于 AG) 及 M(w) 中 的 ,所 
得 的 结果 叫做 EY; E Et 之 前 再 加 .M67)g.…&M(ya) 忆 ,所 得 的 结 
果 叫 做 E+, 这 里 Jtt to Im 是 在 E( 因 而 Er) 中 出 现 的 自 由 的 不 同 
新 种 变 元 的 全 体 ; 在 E+ REE Joto Ja 代 以 不 同 的 不 在 E+ 中 
《因而 不 在 下 中 ) 出 现 的 原 有 变 元 mn > Ymo ARE, 
如 果 根 据 5 中 新 公理 模式 而 得 的 任 一 的 S: 中 公理 A, 其 相应 的 A 
都 是 在 5, 内 可 证 的 , W (ID 一 (HI 成立, 但 须 作 下 列 的 修整 ， 4 
m>0 时 ,(ID ER Em +++ nE. RDA RE 
使 相应 的 变 元 对 相应 的 假定 公式 而 保持 固定 , 则 (对 于 每 个 了 言 ) 须 
JF E RAY y 以 及 了 保持 固定 的 那些 工 中 的 7 都 须 换 以 同一 的 y( 因 
此 ,在 这 情形 ,运算 7 不 能 就 每 个 公式 本 身 而 定义 的 ). EEI) 
以 前 ， 定 理 1，2 及 14 可 以 适当 地 推广 至 于 9。 应 用 $ 24 引 理 8a 
可 把 (HUD 化 归 到 了 为 空 的 情形 来 ， 要 处 理 后 面 这 情形 ， 可 把 Et 
BA EG)”. 我们 可 就 归纳 而 证 明 : 如 果 E, Mi 
MOyD +> MC Ym) Et ists Ym)o I Yio? > Ym 保持 固定 。 
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(就 规则 2 言 , 设 AT 只 含 一 个 新 变 元 3, 写 为 “A'(3)”, 并 设 BY 不 
含 新 变 元 。 由 归纳 假设 ，M(y)t~-,A1(y) 及 M(y)F.ATG)>B". 
由 规则 2，M(y) Bt. 由 3 MR *74, 3wM(w) Bt. 但 
te iawMCw), 故 上 BT，) 一 一 仿 此 可 依次 引入 几 种 变 元 - 
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今 设 我 们 处 理 一 公理 系统 ($ 8)， 其 原始 的 或 无 定义 的 观念 
为 个 体 域 .D, DEREK 2°, zao EX TD EAA, 
oP... 该 系统 的 一 公理 如 果 可 由 谓词 演算 ( 即 狭义 的 或 一 级 的 
谓词 演算 , 21537) 的 符号 体系 内 的 公式 加 以 表示 。 这 公理 便 叫 
做 初等 的 ,但 这 时 可 加 入 个 体 符号 ea， '，es 以 表示 和 2 M 
人 谓词 符号 Prste Pr, 以 表示 Potto Po. 如 果 每 个 公理 都 是 
初等 的 ,公理 个 数 又 是 有 限 的 ,该 系统 便 叫做 初等 的 或 一 级 的 ， 

我 们 经 常 可 以 选用 闭 公 式 以 表示 初等 公理 ， 因 为 在 全 称 性 释 
义 下 ,任何 公式 都 和 它 的 闭 包 同 义 人 《参见 $ 32 末 ). 又 因 物 等 系统 
内 公理 是 有 限 个 的 ， 所 以 可 以 作出 表示 公理 的 那些 闭 公 式 的 合 取 
式 F(e ++ segs Prise +s Pre). 最 后 ,可 把 个 体 符号 6,*…, es 分 
别 叙 为 不 出 现 于 F(e,,……, eqs Priset Pr) 中 的 不 同 的 变 元 z， 
e ozo TBS Prste es Pr KARARRI RE Ps o Peo 
我 们 便 得 一 个 谓词 字母 公式 Flatts Zas Pattra Pads ar 
F. 简单 的 例子 (4 一 0, 一 1 时 ) 已 见于 $37. 

把 公理 系统 这 样 地 用 谓词 字母 公式 表示 ， 有 助 于 强调 形式 公 
理化 的 观点 4$ 8)， 在 这 观点 下 ,公理 理论 中 的 集 DD; 个 体 gter 
z4 KE P, et Ps 部 是 未 确定 的 ,除却 由 公理 所 刻 划 的 以 外 每 
个 谓词 字母 公式 都 可 以 看 作 表 示 一 个 公理 系统 ， 其 中 自由 变 元 及 
谓词 字母 可 以 看 作 是 表示 无 定义 的 个 体 及 谓词 . 

当 我 们 把 逻辑 符号 作 古 典 的 释义 ,并 把 谓词 “外 延 地 ”对 待 , 简 
单 地 作为 逻辑 函数 ,这 时 集 论 式 谓词 逻辑 (§ 37) 的 观念 便 可 以 应 
用 到 公理 系统 的 讨论 去 。 我 们 说 ,一 些 公 理 被 非 空 客体 体系 (在 直 
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觉 意义 上 $ 8) Bria le (RSS ,我 们 亦 说 这 些 公理 是 非 空 的 )， 便 意 
指 ,公式 上 被 某 非 空城 所 满足 (在 集 论 意义 上 ). 可 满足 而 不 是 有 效 
的 那些 谓词 字母 公式 , 作为 公理 系统 来 说 , 便 是 很 有 兴趣 的 公式 . 
有 效 的 谓词 字母 公式 对 于 它 的 自由 变 元 及 谓词 字母 所 表示 的 那些 
客体 及 谓词 并 没有 作出 任何 刻 划 ; 它 倒 是 表示 一 个 逻辑 法 则 ， WHE 
何 非 空 域 中 任何 个 体 及 谓词 都 可 适用 . 005 

在 形式 公理 学 中 ， 我 们 并 没有 进 一 - 步 把 逻辑 推理 过 程 形 式 化 
从 而 变 成 形式 体系 《$ 15》 这 时 定理 便 是 根据 逻辑 符号 的 意义 而 
从 公理 推出 来 的 。 在 这 基础 上 ， 说 一 命题 是 一 定理 意 指 什么 呢 ? 
这 可 用 集 论 式 的 谓词 远 辑 表示 如 下 , 试 考虑 公理 理论 中 任 一 命题 ， 
它 可 表 成 由 了 ……，P, 组 成 的 谓词 字母 公式 。 我 们 经 常 可 把 公式 
选 得 除去 ZZ 以 外 没有 别 的 自由 变 元 ,而 ais zs 等 又 只 
是 作为 自由 变 元 而 出 现 。 任何 一 个 这 样 的 公式 BCz  …，zeyPi， 

o P) RESA B, 它 之 表示 该 公理 理论 中 一 个 真 命题 或 定理 ， 
当 且 仅 当 , 由 任 一 个 非 空 集 D 任 意 指派 za u Az, 
又 指派 D 上 谓词 P,…… RAP, ,‚P, 只 要 它 满足 F 它 便 满 足 
B. : 根据 $ 28 HOMER, ran FDB 在 任何 非 
空域 内 都 是 有 效 的 。 

: 今 假设 把 这 个 公理 理论 形式 化 ($ 15), 采取 谓词 演算 的 导出 
规则 作为 它 推演 定理 的 工具 ,但 要 求 z,,……, zs RARE RER 
们 便 可 以 证 明 论 地 说 ，B 之 表示 一 定理 当 在 谓词 演算 中 有 :FtB 
而 Z19"""»2g 保持 固定 时 。 (由 $ 37 附注 1 及 2(a); 我 们 经 常 可 以 
找到 一 个 由 F 到 B 的 推广 , 其 中 除 P,,.……,P, 外 没有 鞭 它 谓词 字 
Ham zotte zor 只 自由 地 出 现 .) E l 

PRR zu …，ze 外 下 没有 其 它 自由 变 元 , 故 任何 变 元 都 不 
变化 ,由 之 规则 这 便 等 价 于 说 ,在 谓词 演算 中 有 HEF 二 B , 

现在 我 们 可 以 证 明 ， 要 用 谓词 演算 来 对 初等 公理 理论 来 形式 

化 ,是 既 正 确 ( 或 相 容 ) 的 又 适当 (或 完备 ) 的 . 即 , 在 谓词 演算 中 凡 

能 由 下 推演 出 的 那些 公式 恰巧 就 是 它们 所 表示 的 命题 在 满足 这 些 

公理 的 任何 体系 中 都 是 真 的 。 因为 ， 由 $ 37 定理 21 及 $.72 ew 
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34 系 1 可 得 , {- FOB} = (FOB 在 每 个 非 空域 内 是 有 效 的 }。 

定理 是 否 与 公理 相 容 这 个 问题 (上 画 已 经 肯定 地 解答 了 7 当然 
与 公理 本 身 是 否 相 容 这 个 问题 是 两 回 事 。 在 希 尔 柏 特 的 证 明 轮 则 
元 数学 以 前 ， 要 证 明 一 公理 体系 或 公理 理论 的 相 容 性 都 是 煤 助 于 
对 该 理论 作 一 模型 的 ($ 14), i 
在 某 非 空域 内 的 可 满足 性 。 

”在 $14 中 ,我们 给 出 一 个 由 利 的 〈heuristic) 论证 ,说 这 元 质 对 
涵 了 下 述 意 义 的 相 容 性 ， 在 从 公理 推 福 而 出 的 理论 中 不 会 出 现 予 
盾 ( 一 定理 否定 别 定理 ).: 但 其 逆 定 理 ， 即 任何 不 被 满足 的 公理 条 
' 系 必然 可 由 有 限 次 逻辑 步 又 而 出 现 矛 盾 , 这 却 绝 不 是 明显 的 .六 信 
-> 只 是 由 于 近代 形式 主义 者 所 采取 的 把 推演 加 以 形式 化 的 步 
骤 , 才 使 得 作为 不 能 推出 矛盾 这 种 相 容 性 受到 精确 的 处 理 .现在 ， 
作为 相 容 性 的 是 ,没有 一 公式 A 使 得 当 2, , za 保持 固定 时 , 婚 
AFHAXAFHTA, = 

由 $ 23 的 一 规则 〈 因 F R&A +++, zs)， 这 性 质 便 等 价 
于 非 广 一 F”, 即 等 价 于 “F ERTRN”. .形式 主义 者 对 相 容 性 问 
题 所 作 的 变换 可 以 描述 为 MRS AE RE ES) REM 
ERORE BEA. i 

由 定理 21 (现在 它 代替 了 $ 14 所 作 的 推理 ) 及 各 德尔 完备 竹 
定理 (定理 34), 可 满足 性 与 不 可 驳 性 是 等 价 的 . 

我 们 所 以 把 可 推演 性 及 相 容 性 这 些 观念 作 形 式 主 义 的 变换 ， 
其 目的 在 于 得 到 一 些 有 穷 性 的 观念 。 把 不 可 数 无 穷 化 归 到 可 数 无 
穷 这 一 点 已 经 做 到 了 ， 因 为 有 效 性 与 可 满足 性 是 就 逻辑 函数 全 体 
而 言 的 , 它 是 不 可 数 无 穷 的 ,反之 ,证明 论 上 与 它 等 价 的 可 证 性 及 
不 可 芭 性 只 就 形式 证 明 立 论 ， 那 是 可 数 无 穷 的 。 在 元 数学 上 ， 对 
这 些 观 念 的 推理 亦 是 有 穷 狂 的 . 虽 则 这 个 等 价 性 的 证 明 ， 即 哥 德 
尔 完备 性 定理 的 证 明 , 不 能 再 属于 元 数学 , 但 对 元 数学 来 说 , 它 仍 
有 其 意义 ， 当 我 们 在 非 有 穷 性 的 水 平 〈 而 集 论 的 观念 本 身 重 在 这 
个 水 平 内 ) 作 推理 时 , 集 论 的 观念 却 的 确 与 证 明 论 的 观念 相等 价 ， 

我 们 可 以 看 见 ，。 在 纯 谓词 演算 内 可 证 性 的 判定 问题 便 已 包括 
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了 任何 一 个 初等 公理 系统 的 公理 理论 的 可 证 性 判定 问题 CRE 
判定 谓词 字母 公式 F 必 B 的 可 证 性 便 成 了 ), 以 及 任何 初等 公理 系 
绕 是 否 相 容 这 个 判定 问题 (只 要 判定 一 F 是 否 不 可 证 )。 : 

”数学 所 用 的 公理 体系 中 ,一 经常 起 寻常 项 或 逻辑 项 的 作用 , 它 
必须 预先 理解 而 不 是 作为 由 公理 刻 划 的 无 定义 谓词 .如果 我 们 首 
先 补 人 一 些 关于 相等 性 的 公理 ,形式 化 为 Es( „Ps, PRR 
Eq(Q, Pt,…,P,); 那 末 仍 可 应 用 .上述 的 附注 ;: 或 者 ,我 个 亦 可 把 
这 些 公理 本 身 形式 化 为 具 等 式 的 谓词 字母 公式 ， 把 由 公理 而 作 的 
推演 形式 化 为 具 相 等 性 的 谓词 演算 ， 然 后 再 使 用 推广 的 哥 德 尔 完 
备 性 定理 。 根据 $ 73 引 理 24(a) 及 定理 41(c), 这 两 方法 给 出 互相 
等 价 的 结果 , 虽 则 和 集 论 上 说 来 ,前 者 并 没有 对 能 够 满足 公理 的 释义 
限制 其 中 的 Q 必须 是 相等 性 而 可 以 是 任何 一 个 等 价 关系 。 x 

Al 关于 线性 次 序 的 公理 系统 LI 一 L3($8 末 ) 可 用 下 列 的 
具 等 式 的 谓词 字母 公式 〈 可 叫做 “F( =, AY) RR KBAR 
R< 
vavpvc[4(a, B)&A(b,c)DA(a, e)] 
&VaVbI (Ala, b)xa = b) 
& 1(A(a, B)&A(b, a))& (a = wA, a))]: 
&VaVb[A(a, b) 
Ve=bVA(b,a)]. 
这 个 公理 系统 亦 可 用 谓词 字母 公式 Eq(B， A)sF(B, Re 
TBAT (BMS 73 A t). h 
我 科 的 附注 亦 可 以 间接 地 应 用 于 下 列 公 理 系 统 ， 在 它 的 原始 
Mn HB 六 … 六 的 ,因为 借助 于 一 ,这 些 函数 可 换 以 它们 
的 代表 谓词 ,这 已 在 $ 74 定理 43 处 用 证 明 论 的 观点 加 以 讨论 了 ， 
在 数学 中 初等 公理 体系 经 常 出 现 ， 如 果 我 们 把 “初等 的 ’ 适当 
放宽 使 包括 下 列 系统 ， 即 它们 能 够 用 熟知 的 技巧 变 成 本 章 开 首 处 
所 说 的 初等 体系 的 .例如 ， 群 的 公理 以 及 删 去 连续 性 公理 后 的 希 
尔 柏 特 的 几何 公理 ,都 是 广义 的 初等 公理 体系 . (对 第 一 个 说 ; - 群 
的 运算 可 借助 于 一 而 换 为 它 的 代表 谓词 ;对 两 者 说 :都 须 补 大 关于 
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一 的 公理 。 希 尔 柏 特 - 伯 尔 奈 斯 [1934], 第 3 一 8 页 及 第 380—381 
页 曾 给 出 一 个 例子 .) 

上 述 的 关于 初等 公理 体系 的 讨论 ， 亦 可 仿效 而 行 于 具 可 数 无 
穷 多 个 初等 公理 的 情形 。 设 Fu, Fo Foe .为 谓词 字母 公式 分 别 表 
示 各 公理 并 且 只 含 自 由 变 元 zu zu z2，,*"*，、 后 者 是 代表 该 公理 理 
WHEE MAMAN. RITE {B 是 一 “定理 ” 集 论 地 ]=={ 每 一 个 
指派 ,只 要 满足 所 有 的 FF BRE B} 二 {对 每 一 个 指派 言 ， 
B, Ro IR, Fo: hEDA A t} = (HARA B, 一 Fo， 
TF, Ra :所 成 的 析 取 式 是 可 证 的 }( 由 定理 21 及 定理 37 A 
1)={}FDB, XB FRAP, Fl, F,,*… 中 有 限 个 所 作 的 合 取 式 】 
(HH*62, *59)={F,, Fi, Fz -B I zo zo za 保持 固定 }={B 
是 一 “定理 ” ,证明 论 地 }. 同样 地 ,{ 这 些 公理 是 “ 相 容 的 ”, 集 论 地 )} 
= {Fo> Fs BE “可 联 立 满足 } 二 (由 Fos F,» F,,° … 中 有 限 个 所 作 
成 的 每 一 个 合 取 式 都 是 不 可 驳 的 }《 由 定理 21 及 37)={ 对 每 个 A 
KARA Fos Fis Fett HA 又 有 Fo, Fy, Ras HA, Ti zos z)? 
2, RFE = CREAR “AR”, 证 明 论 地 } A A 
前 ， 集 论 的 观念 与 相应 的 证 明 论 的 观念 是 等 价 的 。 但 关于 由 公理 
而 作 的 可 推演 性 及 公理 的 相 容 性 的 判定 问题 却 不 能 适用 以 前 的 方 
法 化 归 到 谓词 蔬 算 的 可 证 性 的 判定 问题 去 ,因为 现在 出 现 了 量词 ， 
即 提 到 关于 Fo Fo F,,……: 的 有 限 合 取 的 量词 (但 可 参见 $ 76 附注 
3), en 
若 用 带 星 号 的 定理 21 及 37 (参见 $ 73 定理 39), 可 把 这 些 结 
RE ATIRE: 把 一 作为 逻辑 观念 ， 而 公理 则 用 具 等 式 的 谓 
词 字母 公式 表示 . 

公理 集合 论 。” 冯 纽曼 《Von Neumann) [1925] 的 , (AR 
斯 的 11937 一 48], 哥 德 尔 [1940*] 的 集合 论 公 理 系 统 是 初等 的 ( 广 
Ok 

D 各 种 不 同 的 集合 论 公 理 系统 的 综 览 可 见于 王 浩 及 麦克 诺 敦 (Mac Naughtoa) 


1953. WWF- (A. Ecennmn-Bonpnun) [1954°] 兽 作 了 详细 的 俄 文 提 
要 一 一 俄 译注 


.471 。 


就 哥 德 尔 的 公理 言 , 共 有 三 个 原始 观念 cis( 为 一 类 ), M(H— 
w), e (属于 ), 此 外 一 用 作 膛 辑 观念 . 一 切 集 均 为 类 ,此 外 更 不 考 
虑 其 它 客 体 ; 故 类 便 组 成 一 (客体 ) 域 。 这 公理 系统 可 用 具 等 式 的 
谓词 字母 公式 F( 一 , A, BRAKE Ala) 与 Bla, b) 分 别 表 
Ma) 。 0， 也 可 用 谓词 字母 公式 Eq (C, A, B)&F(C, A, 
B) 表 示 , 这 里 Cla, b) 表示 4 一 4b. l 

这 公理 系统 是 极端 有 力 的 .加 入 适当 的 定义 后 由 它 可 以 推演 
出 通常 的 古典 分 析 及 大 部 分 的 一 般 集 合 论 .。 特别 地 , 无穷 集 的 存 
在 是 假设 的 (由 无 穷 公理 ), 对 于 任 一 集 , 假 设 另 有 一 集 包 含 该 集 的 
所 有 子 集 ;因此 借助 于 康 托 定理 ($5 定理 C), 有 不 可 数 无 穷 多 个 集 
(或 译 为 ， 由 诸 集 可 组 成 一 个 不 可 数 无 穷 集 ). 1 

但 根据 累 文 汉 定理 (定理 34* 系 2, 参 见 定理 39), 如 果 表 示 这 
些 公理 的 公式 F( 一 , A, B) 能 够 被 满足 (由 它 的 集合 论 释 义 、 看 
来 是 这 样 的 )， 它 便 在 有 穷 域 或 可 数 无 穷 域内 被 满足 . -( 对 公理 作 
检查 可 知 不 会 在 有 穷 域 内 被 满足 . ) 因此 ,我 们 可 对 硕 始 观念 作 这 
样 的 释义 使 得 只 有 可 数 多 个 集 而 公理 仍然 全 部 为 真 〈 即 公理 集合 
论 有 一 个 可 数 模型 ,而 一 仍 是 通常 的 意义 )， 但 在 这 理论 内 却 有 一 
定理 说 ， 有 不 可 数 多 个 集 存在 。 KEENER “AD? CHR 
[1922—3}), 

斯 科 林 曾 把 累 文 汉 定 理 推广 到 可 数 无 穷 多 个 公式 Fos, Fis 
PE， … 联 立 满足 的 情形 去 (定理 37* A 2), 因 此 这 “ 奇 论 ” 亦 可 以 应 
用 到 下 列 的 集合 论 公 理化 去 , 即 用 无 穷 多 个 公理 的 ,例如 弗兰克 尔 
(Fraenkel) [1922] 的 及 斯 科 林 L1922—3] 的 ， , 

有 两 个 注意 可 对 这 ”“ 奇 论 ” 射 出 一 些 曙光 . 在 一 公理 理论 中 ， 
一 集 的 某 些 特殊 子 集 只 在 下 列 情况 之 下 才 是 可 定义 的 ， 即 或 者 可 
由 理论 中 能 使 用 的 运算 而 构造 ,或 可 由 理论 中 能 使 用 的 特性 ( 即 谓 
词 ) 而 由 该 集 分 出 . 公理 所 能 供给 的 用 以 构造 集合 的 基本 运算 (或 
构造 谓词 的 基本 过 程 》 只 有 有 限 个 或 至 多 可 数 无 穷 多 个 ， 重 复 使 
用 它们 只 能 定义 一 集 的 可 数 多 个 子 集 ， 这 便 说 明了 ， 为 什么 我 们 
能 够 在 一 个 可 数 域内 释义 该 公理 系统 ， 亦 即 在 一 个 可 数 域内 使 表 
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这 些 公理 的 公式 得 到 满足 。 

男 一 方面 ,要 把 一 集 加 以 枚 举 , 便 是 在 这 集 与 一 个 特殊 的 可 数 
集 ( 例 如 自然 数 集 ) 之 间 建 立 一 个 一 一 对 应 〈$ 1)。 一 一 对 应 可 以 
看 作 是 对 应 偶 ” 的 集 . 

因此 ， 下 列 情形 便 很 可 能 了 .在 理论 之 内 可 以 定义 一 个 无 穷 
集 , 它 的 子 集 本 来 在 理论 之 外 是 可 数 的 ， 但 在 理论 之 内 却 不 可 数 ， 
由 于 在 理论 内 可 定义 的 集中 ， 并 没有 由 对 应 偶 所 组 成 的 枚 举 集 之 
故 。 要 作出 由 对 应 偶 所 组 成 的 枚 举 集 必 须 把 公理 系统 的 结构 作 的 
整体 而 考虑 才 成 ,而 这 不 能 在 理论 之 内 作出 , 即 不 能 只 借 公 理 所 供 
给 的 运算 而 作出 ， 

这 种 情况 和 哥 德 尔 的 不 完备 定理 或 不 可 判定 定理 〈$ 42 定理 
28) 很 为 相似 ,在 那里 ,如 果 我 们 假设 数论 形式 体系 是 相 容 的 ,我 们 
便 可 以 看 出 , 当 注 意 该 整个 体系 的 结构 时 , Ap《p) ERR, BER 
使 用 形式 化 于 体系 内 的 推论 原则 , 我们 却 不 能 看 出 Alp) 的 真确 
性 , 即 我 们 没有 HA,(P). 

虽 则 可 以 这 样 说 明 ”, 但 由 于 “ 奇 论 ”之 故 ,我 们 只 能 作 下 列 的 
选择 。 或 则 我 们 必须 坚持 ;一 集 的 任 一 子 集 这 概念 ,以 及 不 可 数 集 
这 概念 是 一 些 先 验 (a priori》 的 概念 ， 无 法 用 有 限 个 或 可 数 无 穷 
多 个 初等 公理 加 以 刻 划 的 ;或 者 (如 果 我 们 固执 于 只 限于 初等 公理 
所 能 明显 地 刻 划 的 东西 ， 由 于 集 论 的 舌 论 之 故 , 我 们 很 愿意 如 此 ， 
$ 11) 我 们 必须 把 集 论 式 的 概念 ， 在 特例 ， 不 可 数 性 ,作为 是 相对 
的 ,在 某 一 公理 化 内 一 集 可 以 是 不 可 数 的 ,在 另 一 个 公理 化 内 则 是 
可 数 的 ， 没 有 绝对 不 可 数 性 存在 。 集 论 的 这 种 相对 化 乃 由 斯 科 林 
({1922—3], [1929],[1929 一 30]) 所 提出 。 

因为 由 累 文 汉 定 理 可 以 引 到 斯 科 林 “ 奇 论 ”, 所 以 它 可 看 作 是 
近代 不 完备 性 定理 的 第 一 个 。 其 余 的 讨论 见 斯 科 林 [1938]. 

公理 算术 .我 们 的 形式 数论 系统 的 公设 群 B 便 是 自然 数理 论 
的 具 下 列 性 质 的 公理 系统 的 一 例子 ， 即 具有 能 行 地 可 数 无 穷 多 个 


D 即 彼此 对 应 的 元 素 所 作成 的 对 偶 一 一 俄 译注 。 
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初等 公理 的 ， 即 表示 公理 的 公式 是 能 行 地 可 数 的 (参见 3 72 定理 
38), 其 中 函数 当然 可 换 以 它们 的 代表 谓词 。 吕 尔 - 拿 捷 夫 斯 基 
(Ryll-Nardzwski) [1952*] 指出 ,这 些 公理 的 任何 有 限 子 集 都 不 足 
以 推演 出 同样 的 定理 集 来 . 

另 一 问题 是 ， 这 些 公理 是 否 完全 刻 划 了 自然 数 数列 。 哥 德尔 
关于 谓词 演算 的 完备 性 理论 可 使 我 们 证 明 下 列 定理 ， 它 原 是 斯 科 
林 用 男 一 方法 所 得 到 的 ([1933], {1934]; 参 见 [1938]). 

我 们 试 讨论 关于 自然 数 数列 的 公理 ( 设 命 自然 数 集 为 N), 原 
始 观念 是 个 体 0 及 谓词 a 一 6, 若 用 1 记号 ($ 10) 便 是 Xaba’ = b, 
或 许 还 有 别 的 原始 观念 。 公 理 将 表 成 具 等 式 的 谓词 字母 公式 ， 并 
以 z 表示 0, 以 Po(a,b) 表示 a=b, 

在 讨论 对 任 一 公式 的 自由 变 元 及 谓词 字母 作 指派 时 ， 我 们 用 
“D” 指 个 体 域 ,用 “x” 指 指 派 给 z 的 那个 个 体 ,用 “PoCa, 5)” 指 指 
派 给 Po(a， b) 的 谓词 。 这 时 (D,z,Po(a, 5)) 便 是 $ 8 意义 下 的 数 
学 系统 , 它 由 一 集 或 一 域 ,该 集 的 一 元 素 以 及 定义 于 该 集 上 的 一 个 
谓词 而 组 成 . 

定理 445 任何 有 限 个 或 能 行 地 可 数 无 穷 多 个 具 等 式 的 谓 
词 字母 公式 ,如 果 取 (D， z, Pla, b)) X (N, 0,0 = b) 时 它 被 联 
立地 满足 , 那 未 亦 可 , 这 样 地 取 (D, z, Pola, 2)) 来 联 立 地 满足 它 ， 
使 得 0 < D <N 并且 (D, z, Pla,5)) 5 (N,0,0 =b) 不同 
构 . 
证 明 ”由 假设 ， 可 对 这 些 公 式 作 一 个 联 立 满足 的 指派 使 得 域 
DEREN; z 取 值 0 if PCa, b) BU a’ = b, 

设 Po’ Po Ps 为 别 的 不 同 的 谓词 字母 , 它们 或 者 不 出 现 于 这 些 
公式 中 ， 或 者 出 现 于 这 些 公式 中 ， 但 在 该 指派 内 其 值 分 别 为 2 十 
b=c,a : b=ck (x)(Ey)T,(a, a, x,y). 我 们 将 在 所 给 的 
公式 集 内 加 入 七 个 公式 (如 果 原 来 没有 的 话 ), 因为 把 所 给 的 指派 
加 以 扩张 《如果 必要 的 话 ) HEP, P P 分 别 取 上 述 的 秆 时 ， 这 
些 公式 是 被 满足 的 . 

我 们 加 入 四 个 闭 公式 如 下 ， 


。474。 


VaP,(a, zy a) 

VaVb3c3dae[ Pb, c)&P,(a, c, d)&P,(a, b, e)&Pı(e, d)]， 
(a) 

VaP,(a, z, z) 

VaVb3c343:[Pı(b, c)&P,(a, c, d)&P,(a, b, e)&P,(e, as d)] 
(CAWS 74 例 11(a)), 在 所 说 的 指派 下 ,它们 表示 4 十 5b 及 a . b。 
的 递归 方程 ， 不 过 用 代表 谓词 < 十 2 一 < 及 上 .b&b 二 < 来 译 出 黑 
了 ,再 加 入 下 两 公式 
(b) vavb3alcPi(a, b,c), ”vavbalcP;(a, b, c), 
它们 说 ,a 十 2 一 “与 < .2 一 “是 代表 谓词 。 WA Tıla,b,r 
y) 是 原始 递归 的 , 故 由 $ 49 定理 1 系 , 它 是 算术 的 ($ 48), 因此 ( 若 
换 7 ,十 及 :为 它们 的 代表 谓词 ) 可 找到 一 个 由 三 、 Pos Pi Pi 所 组 
成 的 字母 公式 Ta, b,x, y) 表 示 ET 然后 我 们 
再 加 入 下 公式 
(c) Va(P;(a)~Wx5yTi(a, a, x, y)). 

” 设 结果 所 得 的 (扩大 ) 集 中 的 公式 为 Fo Fo Ps. TEMBI 
汉 定理 (定理 37* 系 2) 的 证 明 中 所 说 那样 ,定理 bs 
的 ;我 们 可 利用 定理 37* 及 40 来 得 到 另外 一 个 关于 Fos Fis Fry: 
的 满足 指派 。 设 在 该 指派 中 , KRE z, Po Pr, Pa» P; ee 
D*, z2*,P$, Pr, Pf, Pf: 

假设 (为 反 证 法 起 见 ) (D*, 2*, Pé(a*, b*)) 5(N, 0, a = b) 
同 构 ($ 8)， BB D* 是 无 穷 的 并 可 枚 举 为 sos 519525 ° … 使 得 2* ts 
P (sas s) = a' = b, mee 

则 由 定理 40 有 一 个 原始 递归 R 使 得 - 

(Gi) P3 Csa) = CEx)(y)R3 Ca, x, y). 

ES 43 处 我 们 曾 推论 说 ， 当 变 元 以 自然 数 为 变 域 而 0 及 > 具 
有 通常 的 意义 时 ， 则 对 十 及 ' 的 递归 方程 将 以 通常 的 十 函数 及 
函数 为 其 唯一 的 解答 . 因为 公式 (a) (b) 是 满足 的 ,我 们 可 应 用 该 
推理 〈 作 少许 的 调整 ， 因 为 现在 用 代表 谓词 而 不 用 函数 ) 而 推出 
Ph Css 5555.) = a + b =e BR Pll sos) Ha bc, 同样 ,我 
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们 关于 $ 49 定理 工 的 证 明 又 指出 了 ， 公 式 Tas boxy) 表示 一 谓 
if] TH(a*, 5%, x*, y* il T7 Ca“, b*, x*,y*) = Tlazbary). K 
Wx5/Ti(a, a, x，y) 便 表示 一 谓词 T*(a*) 而 


Gi) T* (sa) = (zI(Ey)T la, as X3 y). 
因 (c7? 满 足 , 故 由 ~ 及 立 的 赋值 规则 ($ 28 例 1) 得 
(ii) P3(a*) = T*(a*). 


合并 (i) 一 (让 ) 可 得 ， 
(Ex) (y)R¥Ca, x, y) = (x)Ey)T,(a, ay x, y). 

但 由 $ 57 定理 VC 16) 可 知 谓词 (x) (Ey)T,(a, asx, y) 是 不 能 表 
成 别 的 2 量词 形式 的 ; 必 有 某 个 数 8 使 得 

(Ex)(y)R*(g, YX y)# (x) (Ey)T,(g, 8o Xs y). F 
.由 反 证 法 ，(D”， 2*, PY(a*, b*)) 5 (N, 0, a' = b) A 
H. i n eiaa 
讨论 .由 本 定理 可 知 ， 任 何 有 限 个 或 能 行 地 可 数 多 个 初等 
公理 都 不 足以 刻 划 自 然 数 数 列 0, 1 2,…， ay alge. 任何 这 类 
公式 只 要 对 自然 数 数列 为 真 的 必 对 别 种 释义 亦 真 。 我 们 叙述 这 定 
理 时 ,是 把 自然 数 数列 当 作 (N, 0, a’ = b) 形 的 系统 的 ,但 既然 w 
可 换 为 a' 一 5b, 故 把 自然 数 当 作 (N, 0,7) 形 的 系统 时 本 定理 亦 成 
了 这 ,在 特例 ,就 我 们 的 数论 形式 体系 的 公设 群 BC§ 19) 言 , RRA 
所 想 要 的 释义 以 外 ,还 容许 别 的 释义 (其 中 逻辑 符号 及 一 仍 用 通常 
MX.) u 
-作为 自然 数 数列 的 刻 划 来 说 ,公设 群 B 是 不 完备 的 ,如 果 我 们 
比较 皮 亚 诺 的 第 五 公理 (数学 归纳 原则 $ 7) 和 我 们 的 公理 模式 13, 
这 一 事 便 不 难 明 白 了 。 凤 亚 诺 的 第 五 公理 断言 说 ,下 陈述 
〈D . AOJE ECAC) > ARE) > DA) 
对 一 切 数论 谓词 4(*) 均 成 立 , 这些 谓词 组 成 了 一 个 不 可 数 的 总 
集 , 但 由 公理 模式 13 所 给 出 的 一 堆 公理 只 说 (1) 对 可 用 系统 内 的 
公式 AG) 而 表示 的 谓词 成 立 , 换 句 话说 ,只 对 可 数 多 个 谓词 成 立 , 
皮 亚 诺 的 第 五 公理 不 是 初等 的 .我 们 可 把 它 在 二 级 谓词 演算 (337) 
的 符号 体系 内 表示 , 只 须 使 用 关于 谓词 变 元 A 的 全 称 量词 便 成 ; 
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VA[A(0)aVx( A(x) DA(x’)) >VxA(x)], 

这 种 意念 与 哥 德 尔 的 形式 不 可 判定 命题 的 定理 ($ 42 定理 28 
或 29) AX. 

我 们 可 把 Ar(p) 或 Aa) (如 果 数 论 系 统 是 简单 相 容 的 ; 则 
它们 是 真 的 但 不 可 证 的 ) 设想 为 表示 一 个 能 够 由 皮 亚 诺 公理 加 以 
“征明 ”的 命题 , 但 在 归纳 证 明 时 所 用 的 归纳 谓词 4(x) ,在 所 想 作 
的 释义 下 ， 却 不 能 在 该 系统 内 表 出 . (这 个 暗示 将 来 可 得 到 证 实 ; 
参见 $ 79 末 ,又 见 $ 42 (11)) 

由 斯 科 林 结 果 GER 44), Ap(p) 的 不 可 证 性 亦 是 可 理解 的 ， 
因为 就 自然 数 说 ，Ap(p) 虽 是 真 的 ， 但 对 别 的 一 个 亦 满足 该 公理 
的 释义 来 说 , 它 却 是 假 的 。 因 此 在 数论 形式 体系 内 Ap) 的 不 可 
证 性 便 和 下 事实 同一 类 型 .从 几何 的 其 余 公理 既 不 能 证 明 欧 氏 平 
行 公设 亦 不 能 证 明 其 否定 .所 给 的 公理 缺乏 范畴 性 (完备 性 六 

有 反之 ,如 上 所 说 (应 用 定理 37* 系 1), 如 果 凡 使 公理 为 真 的 一 切 
释义 均 使 该 公式 为 真 , 则 它 是 可 证 的 .因此 由 已 知 的 A,《p) 的 不 可 
证 性 便 可 推 知 ,， A,《p) 不 会 在 使 得 公理 为 真 的 一 切 释 义 下 都 是 真 
的 。 因 此 , 当 定 理 44 的 公式 集 便 是 我 们 的 形式 体系 的 公设 群 B 时 
《重新 用 具 等 式 的 谓词 字母 公式 叙述 )， 由 哥 德 尔 定理 28 及 37* 可 
对 定理 44 得 到 另 一 证 明 .: 但 是 (如 上 所 说 ,并 用 定理 21*), 如 果 可 
数 多 个 具 等 式 的 谓词 字母 公式 是 联 立 可 满足 的 ， 则 把 它们 作为 公 
理 加 到 具 相 等 性 的 谓词 演算 去 后 ,所 得 的 形式 系统 是 简单 相 容 的 . 
因此 , 任 给 定理 44 所 说 的 公式 集 ,我 们 若 加 入 公设 群 B; 并 就 结果 
所 得 的 系统 而 作出 定理 28 的 证 明 (或 用 $ € 60 定理 XHI I 第 三 部 分 )， 
我 们 便 得 一 般 形式 的 定理 44 了. 

莫 斯 托 夫 斯 基 [1949] 给 出 一 个 有 趣 的 例子 (由 斯 科 灯 " a” 
所 暗示 的 ), 举 出 公理 集合 论 中 一 命题 ,在 一 个 释义 下 它 是 真 的 ,在 
男 一 个 释义 下 它 是 假 的 ， 因 此 便 证 明了 它 是 不 可 判定 的 。 克 累 斯 
尔 (Kreisel) [19501 亦 处 理 类 似 的 问题 . 

我 们 前 面 所 给 的 定理 44 的 证 明 ， 以 及 根据 定理 28 (或 定理 
XIID 的 证 明 , 都 是 就 初等 公理 系统 或 具 能 行 地 可 数 无 穷 多 个 初等 
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公理 的 系统 而 作 的 。 斯 科 林 的 证 明 却 并 不 限于 公 埋 的 枚 举 是 能 
行 的 .但 这 样 押 增加 的 一 般 性 却 是 无 关 重要 的 ， 如 果 我 们 把 这 定 
理 看 作 是 形式 公理 体系 的 不 完备 性 定 盟 ， 而 公 异 化 的 目的 又 在 于 
使 该 理论 的 假设 可 以 明显 作出 的 话 . 
附注 1 可 以 把 我 们 关于 定理 44 PORRER DE ie, E 
具有 更 多 的 一 般 性 . 试 假设 定理 44 的 公式 集 仅仅 是 算术 的 , 即 根 
HS 52 与 $ 53 的 方法 而 作出 哥 德 尔 编号 时 ,谓词 “x 为 该 集中 某 一 
公式 的 哥 德 尔 数 " , 记 为 “C(x)”， 是 算术 的 。 则 由 $ 57 定理 ViT 
(d), C(x) 可 表 成 定理 V 的 各 形式 之 一 ， 设 为 4 量词 形式 。 假设 
该 集 增加 有 限 个 公式 后 (如 上 面 , 我 们 增加 了 (a) 一 (<) 七 个 公式 ) 
相应 的 谓词 为 B(x); 则 不 管 所 增加 的 公式 为 何 ， B(x) 仍 可 表 为 4 
量词 形式 . 由 $ 60 定理 XIV(b)( 取 Rix, y) = B(x)), 有 一 个 原 
始 递归 于 4 量词 谓词 的 函数 6(4) (如 果 g 量词 形式 是 由 存在 量词 
开始 的 , 则 它 甚 至 原始 递归 于 94 一 1 量词 谓词 ) PBR 4B(x) 可 
由 OCA) 而 枚 举 。 但 若 在 定理 38 及 40 的 假设 中 把 Fos Fi, Fr: 
的 枚 举 是 能 行 的 这 点 删 去 ,在 结论 中 把 “原始 递归 ? 改 为 原始 递归 
FO”, SHOR) 是 Fi 的 哥 德 尔 数 ; 则 这 两 定理 的 证 明 仍 然 有 效 ; 
A CHS 58 定理 XI 及 $ 57(17)(18)), 40 递归 于 量词 谓词 
时 ,如 把 结论 中 的 2 量词 形式 改 为 4 十 2 EIER WEI 
效 。 故 若 不 用 定理 V 中 的 2 量词 形式 的 情形 而 用 4 十 2 量词 形式 
的 情形 , 则 定理 44 的 证 明 便 全 部 成 立 了 .一 一 我 们 还 可 把 定理 44 
中 的 C(x) 推 广 为 : 算术 于 谓词 MC$ 57 定理 VII hay) REHM 
公式 中 增 入 三 个 表示 M 的 定义 的 公式 ， 并 用 定理 I, V*, vo, 
XI 以 M 作 磷 ) 以 代 I, V VII, XI, 《定理 44 的 第 二 个 证 明 亦 可 推 
广 到 更 一 般 的 前 提 , 这 时 须 把 定理 28 或 XI 推广 到 “ 非 构 造 逻 辑 ” 
E. 7) 
D Sk [1937] 把 定理 28 及 30 推广 到 下 列 情形 ， 即 在 推演 规则 中 加 入 卡 纳 普 规 
Ri: 如 果 〈y)F FPCy)， 则 + YyFCy)* 他 并 且 对 这 种 证 明 按 即 纳 而 定义 了 穆 的 概 
念 (使 每 一 证 明 均 有 一 秩 一 一 译 者 )， 即 把 比 对 公式 Faa = 0, 1, 2,…) 的 


各 证 明 的 秩 都 大 的 最 小 序数 作为 该 证 明 的 秩 .。 PRET, MBAR < 
时 这 种 类 列 的 理论 。 不久 以 前 这 个 结果 由 法 列 维 芯 (6..@anepnq) 推广 到 
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车 德尔 的 不 可 判定 性 定理 并 不 限于 初等 公理 ($ 60 定理 XIH) 
的 情形 。 但 我 们 可 以 用 皮 亚 诺 公理 (其 中 第 五 公理 不 是 初等 的 ) 来 
完全 刻 划 自 然 数 数列 ,只 要 容许 在 该 域 之 上 的 一 切 谓词 这 个 观念 . 
假设 我 们 有 一 个 相 容 的 形式 系统 ， 包 含 了 关于 自然 数 的 范畴 性 
的 (完备 的 ) 公 理 。 我们 既是 处 理 形式 体系 ,依照 这 个 概念 ,一 个 形 
式 系统 只 能 具有 可 数 无 穷 多 个 形式 客体 ,因此 ,在 这 系统 内 对 于 皮 
亚 诺 第 五 公理 中 的 谓词 变 元 A 只 能 代 以 可 数 无 穷 多 个 公式 。 ik 
在 这 系统 内 ， 就 推演 目的 言 ,正如 上 面 一 样 ，(I) 只 能 供 可 数 无 穷 
多 个 谓词 使 用 . 的确, 根据 哥 德 尔 定理 ( 定 理 XIII), 这 些 公理 在 释 
义 之 下 可 有 二 后 承 ,而 它 是 不 可 证 的 , 即 不 能 由 公理 根据 形式 化 于 
系统 之 内 的 逻辑 来 推 注 的 。 P 因此 当 我 们 有 非 初 等 的 公理 时 ， 在 一 
切 释 义 (这 些 释 义 满足 公理 ) 之 下 都 为 真 的 那些 公式 未 必 全 是 可 证 
的 (在 我 们 的 例子 里 ， 基 本 上 只 有 一 个 这 样 的 释义 )， 如 果 我 们 想 
使 用 非 初 等 公理 来 避免 不 完备 性 ， 则 上 初等 公理 的 公理 系统 中 所 
出 现 的 不 完备 性 便 转 移 到 推 注 工具 的 不 完备 性 方面 去 了 . 

正如 斯 科 林 ([1934], 第 160 页 ) 所 说 ,“…. 如果 我 们 把 ER 
“命题 函数 "看 作 预 先 给 定 的， 与 任何 生成 原则 或 公理 都 没有 关系 
的 ,有 绝对 意义 的 东西 , 那 末 [ 自 然 数 ] 数 列 便 可 以 由 (比如 说 ) 皮 亚 
诺 公理 完全 刻 划 了 . 但 如 果 我 们 要 使 公理 化 到 底 ， 使 得 关于 集 与 
命题 函数 的 推理 也 公理 化 , 那 末 正如 我 们 所 看 见 的 ,要 把 [ 自然数 ] 
数列 唯一 地 或 完备 地 刻 划 , 那 是 不 可 能 的 .” 

这 种 情况 曾 由 汉 金 [1950] 所 讨论 ,但 当 著 者 写 出 本 节 时 (初稿 
在 1947 年 ) 已 被 作者 注意 到 ， 别 的 论文 可 见 莫 斯 托 夫 斯 基 [1947 
a] (参见 凯 梅 尼 (Kemeny) 的 摘要 [19481]), 罗 和 软 与 王 洪 [1950]( 参 
见 斯 科 林 摘 要 [19511])， 


其 秩 为 可 构造 的 超 穷 《 序 》 数 的 情形 去 。 关于 算术 方面 可 参见 莫 斯 托 夫 斯 基 
[1947*] 一 一 俄 译注 
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§ 76. 判定 问题 


定理 54° 纯 谓 词 演 算 ( 具 相等 性 的 纯 谓词 演算 ) 是 不 可 能 解 
决 的 , 即 没 有 判定 过 程 来 判定 ,一 个 谓词 字母 公式 〈 具 等 式 的 谓词 
字母 公式 ) 在 演算 内 可 证 与 否 . (WE [1936a], 杜 令 [ 1936 一 7].) 

证 明 ”就 谓词 演算 言 ,由 $ 75 我 们 看 见 , 任 何 一 个 具 初 等 公理 
的 公理 理论 ， 其 可 证 性 的 判定 问题 是 可 化 归于 纯 谓 词 演算 的 可 证 
性 问题 去 的 。 因此 要 证 明 本 定理 只 须 找 出 一 个 初等 公理 理论 ， 而 
它 是 不 可 能 具有 判定 过 程 的 (按照 邱 吉 的 论点 $ 60 E). 

根据 $ 61 定理 33， 由 $ 49 引 理 18b 所 描述 的 罗宾逊 形式 系 
统 ， 如 果 它 是 简单 相 容 的 话 , 可 以 作为 这 样 一 种 公理 理论 的 例子 
它 的 简单 相 容 性 的 证 明 将 在 $ 79( 定 理 53(a)) 给 出 . 〈 本 定理 的 编 
号 便 在 该 定理 之 后 . ) 

我 们 把 推理 重新 详细 叙说 一 次 (已 经 在 $ 75 中 大 略 说 过 )。 设 
$5: 为 引 理 18b 的 系统 ,具有 十 三 个 特殊 公理 . 

(A) 应 用 定理 43( 见 $ 74 例 11(a)), 我 们 可 找 出 另 一 系统 So 
其 中 函数 符号 2 ， 十 ，“ 换 为 相应 的 谓词 符号 ， 公 理 个 数 增 加 到 
19, 根据 (VITa), SHARE E S: 内 为 可 证 的 当 且 仅 当 5, 中 的 公 
REES NATE. 

(B) 我 们 可 把 公理 换 为 它们 的 闭 包 不 致 于 影响 可 证 性 观念 
(§ 32 R). 

(C 因 公 理 个 数 是 有 限 的 , 由 & 规则 ， 它 们 可 换 以 一 个 公理 
ANE MIATA Bust. 

(D) 我 们 还 可 更 改 记 号 , 把 个 体 符号 0 换 为 不 在 公理 中 出 现 
的 变 元 z， 并 把 可 证 性 理解 为 在 谓词 演算 中 当 z 保持 固定 时 由 公 
理 而 作 的 可 推演 性 。 RES 中 不 含 z 的 公式 D 作 这 样 的 更 改 结 
果 得 C, 则 由 $ 34 附注 2(b), C 可 证 当 且 仅 当 DD 可 证 . (这 里 把 0 


D 本 定理 所 以 编号 “54”， 因 为 逻辑 上 应 在 $ 79 定理 53 之 后 一 - 译 者 注 . 
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与 消 数 符号 分 曾 讨 论 ， 如 抹 在 CA) 项 中 改 用 $ 74 例 11(b), 则 本 项 
可 免 .) 

Œ) RMB SKIS. 不 用 谓词 记号 而 用 谓词 字母 。 作 这 
样 的 记号 更 改 后 ,如 果 C 变 成 B, 则 由 $34 定理 15 及 16, B 可 证 当 
且 仅 当 C 可 证 .《 由 $ 75 中 , RITS BRR z 外 不 含 自由 变 元 , 但 那 
只 是 为 的 可 正常 地 使 用 集 论 的 观念 之 故 ,在 这 里 并 不 必要 .) 

(F) 最 后 ,根据 汪 规 则 ,在 最 后 所 描述 的 系统 内 B 可 证 , 即 在 
谓词 演算 中 有 F-B, z 保持 固定 而 F 为 表示 公理 的 公式 (只 含 z 
自由 ), 当 且 仅 当 在 谓词 演算 内 F DB 是 可 证 的 . 

因此 , 任 给 $: 中 一 公式 E， 我 们 都 可 找到 一 个 谓词 字母 公式 
FOB, EHE S 内 FE} = (ARARA KNAF}, 而 整个 过 程 
是 能 行 的 . 〈 通 过 哥 德 尔 编号 ,这 过 程 可 被 一 个 一 般 递归 函数 所 代 
表 , 如 $ 61 讨论 那样 , 它 亦 可 由 杜 令 机 器 所 作出 ， 如 $ 70 KARE.) 
因此 如 果 对 于 纯 谓词 演算 的 可 证 性 有 一 个 判定 过 程 , 则 对 于 S: 便 
将 有 一 判定 过 程 ,因为 任 给 S 的 一 公式 E, 都 可 找 出 相应 的 谓词 字 
母 公式 了 二 B， 再 对 后 者 应 用 谓词 演算 的 判定 过 程 。 但 由 定理 33， 
MRS 是 简单 相 容 的 , 则 对 5; 的 可 证 性 没有 判定 过 程 。 

这 论证 亦 可 应 用 于 具 相 等 性 的 谓词 演算 , 因为 由 定理 41(b)， 
引 理 18b 的 系统 内 的 可 证 性 等 价 于 一 个 含有 七 个 特殊 公理 的 具 相 
等 性 谓词 演算 系统 的 可 证 性 . 

附注 1 SR (A) 一 (F) 的 实行 次 序 是 无 关 重要 的 ,只 要 
BIO ZA, (A) E(B) (0) (E) 之 前 便 成 ,又 如 果 (D) 在 (B) 
ZB, 则 (B) 的 闭 包 运 算 应 不 包括 变 元 z. (或 (C) 可 省 ; 而 对 每 个 
公理 实行 (CF) BUS 26*4 及 *5.) 

附注 2 定理 54 的 证 明 亦 可 不 根据 定理 33 而 根据 $ 60 定理 
XH, SOF. 依照 $ 60 例 2 而 把 引 理 18b 的 系统 作 上 述 的 化 归 
《4A) 一 (F)， 或 者 把 $ 73 例 2 的 系统 而 作 化 归 ， 并 用 在 $ 79 (定理 
53(p) 或 定理 52 ) 处 所 证 明 的 相 容 性 ,使 得 :对 任何 一 个 固定 的 原 
始 (或 一 般 ) 递 归 函 数 R(x, y), 都 有 一 个 能 行 过 程 使 得 , 任 给 一 数 
x 都 可 找 出 一 谓词 字母 公式 K; 使 得 
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(1) (Ey) RO, y) = (Ei AR BALK,}. 

BIR, y) = TG, z, y) ETHER XI 而 得 定理 54 T. X 
个 根据 $ 73 例 2 及 定理 XI 的 证 明基 本 上 便 是 印 吉 的 原来 证 明 ; 
至 于 使 用 定理 33 而 作 的 证 明基 本 上 是 莫 斯 托 夫 斯 基 及 塔 斯 基 
(Tarski) 的 (11949] 摘要 )。 

附注 3 我们 关于 形式 系统 5 的 概念 蕴涵 着 5 的 公式 必须 是 

可 能 行 地 枚 举 的 ， 或 必须 容许 一 个 哥 德 尔 编号 使 得 任 给 一 公式 A 
我 们 可 能 行 地 指出 其 哥 德 尔 数 *， 反 之 ， 任 给 一 数 * 我 们 可 能 行 
地 判定 它 是 否 一 公式 的 哥 德 尔 数 , 如 是 ， 则 找 出 该 公式 A. 因此 
(参见 $ 60 附注 1(a)): 有 一 个 一 般 递 归 谓 词 R 使 得 
(2) (ESNHA,} 二 (Ey)R(x, y). 
故 任 一 系统 S 内 可 证 性 的 判定 问题 等 价 于 (Ey)R(x，y) BHA 
词 的 判定 问题 。 由 附注 2 或 由 定理 54 的 (第 一 个 ) 证明 及 5$ 61 例 
3 的 最 后 部 分 可 知 ， 谓 词 演算 的 判定 问题 便 具有 就 这 形式 的 谓词 
而 言 最 高 度 的 不 可 解决 性 (参见 $ 61 例 3)。 因此 (合并 (1) 与 (2)) 
任何 形式 系统 内 的 可 证 性 的 判定 问题 都 可 化 归 到 谓词 演算 的 《或 
古典 的 或 直觉 主义 的 ) 判定 问题 去 ， 这 便 推广 了 我 们 的 附注 
($75), 它 说 具 初 等 公理 的 任何 公理 理论 的 判定 问题 可 化 妇 于 它 ; 
但 当然 ,这 化 归 走 出 了 系统 之 外 ,通过 (2) 而 达到 哥 德 尔 编号 ,再 通 
过 (1) 而 进入 谓词 演算 ,这 是 非常 间接 的 . 

由 $ 37,$ 72,$ 73，# 75， 具 相等 性 的 谓词 演算 内 的 可 证 性 ， 
等 价 于 在 每 一 个 非 空 域 的 有 效 性 ; 因此 对 于 具 等 式 的 谓词 字母 公 
式 的 有 效 性 亦 没有 一 个 判定 过 程 。 RE BL Hh (Trahténbrot) 
[1950] 对 每 一 个 非 空 有 限 域 的 有 效 性 亦 获得 类 似 的 结果 . 

化 归 及 特例 因为 有 很 多 的 特殊 问题 (如 费 玛 的 “最 后 定理 ” 
$ 13) 及 判定 问题 都 化 归 到 谓词 演算 的 判定 问题 去 ,所 以 在 这 方面 
曾 做 了 很 多 工作 ,结果 获得 了 两 类 正面 的 成 果 : 〈c) 一 般 问 题 的 化 
JA, (6) 一 些 特例 的 解决 。 这 些 结果 经 常 写成 它 的 对 偶 的 集 论 形 
式 ， 即 写成 : 需 判定 的 是 一 一 谓词 字母 公式 在 某 非 空域 上 的 可 满足 
性 问题 ($ 72，$ 75)，, 而 不 是 它 的 可 证 性 问题 . 
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Co) 的 很 早 的 例子 是 斯 科 林 范 式 (斯 科 林 119201, 希 尔 柏 特 - 
伯 尔 奈 斯 [1934], 第 158 页 以 后 )。 斯 科 林 的 可 证 性 (可 满足 性 ) 式 
的 范式 是 一 个 前 束 公式 ($ 35 定理 19), 其 中 所 有 存在 (全 称 ) 量 词 
都 在 前 . 任 给 一 个 谓词 字母 公式 G, 都 可 能 行 地 找 出 这 种 形式 的 谓 
词 字母 公式 M(N) 使 得 ,在 谓词 演算 内 M 是 可 证 的 (在 一 给 定 的 域 
内 NN 是 可 满足 的 ) 当 且 仅 当 G 亦 这 样 时 。 因 此 ,一 般 的 谓词 字母 公 
式 的 可 证 性 (可 满足 性 ) 的 判定 问题 便 化 归 到 斯 科 林 范 式 的 疗 一 问 
题 去 了 (参见 $ 61 后 面部 分 )， 范 式 MN) 一 般 地 不 等 价 于 G, 但 
在 具有 代入 规则 假设 ($ 37) 的 谓词 演算 内 , MOIN) 5 GG) 
却 可 以 彼此 互相 推广 出 。 斯 科 林 用 他 的 满足 性 范式 来 简化 累 文 汉 
定理 的 证 明 并 推广 它 , 希 尔 柏 特 - 伯 尔 奈 斯 [1939] 应 用 它 以 证 明 哥 

德尔 完备 性 定理 使 得 在 $ 72 定理 36 的 证 明 * 内 所 提 到 的 形式 体系 
相当 简单 . 

(8) in ae A 
贝 曼 (Behmann)[1922] 独 立地 对 下 列 判 定 问题 的 解决 , 即 当 谓词 字 
母 公式 只 含有 0 元 或 1 元 的 谓词 字母 时 ， 等 价 地 , 由 $ 34 附注 1， 
对 一 苑 谓词 演算 , 即 只 具 0 元 及 1 元 谓词 字母 的 演算 ,其 判定 问题 
是 解决 了 的 (参见 $72 末 , 适 尔 柏 特 - 伯 尔 奈 斯 [1934], 第 179 一 209 
Ri) j 7 

自从 印 吉 证 明 没有 一 般 解答 (定理 54) 后 ,判定 问题 的 化 归 豚 
特例 的 解决 仍 是 探索 活动 的 区 域 。 文 献 太 多 无 法 引 于 此 处 ,，: 凌 者 
可 参见 邱 吉 的 文献 及 符号 逻辑 杂志 内 的 文摘 部 分 《参见 本 书 文献 
处 开 首 所 说 )。 好 些 结果 见于 希 尔 柏 特 - 伯 尔 奈 斯 [1934] 及 
fl939]。 序 吉 [1951] 则 讨论 一 些 特例 ?.。 

公理 理论 .我 们 现在 用 塔 斯 基 (Tartil 1949 HSE HOTEL 
探究 公理 理论 的 判定 问题 。 我 们 将 考虑 形式 化 于 还 辑 演算 之 上 的 

该 认 辑 演算 可 为 谓词 演算 亦 可 为 具 相 等 性 的 谓词 演算 .《 塔 
斯 基 用 后 者 . ) 为 与 以 前 的 用 语 一 致 起 见 ,我 们 将 说 “形式 体系 5”， 


D 这 个 方法 实质 上 是 希 尔 柏 特 - 耳 完 曼 的 证 明 的 简单 对 侦 一 一 俄 译注 ， 
2) 最 近 出 版 了 阿 克 受 [1954] 一 一 俄 译注 ， 
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Wr WUE Bie ”以 强调 其 数学 应 用 . 

当 逻 辑 演算 为 谓词 演算 时 ， 所 谓 膛 辑 常 项 指 下 列 六 个 逻辑 符 
ẸŅD,&, V, 7, V, 3; 如 为 具 相 等 性 的 谓词 演算 时 则 兼 指 一 ， 构 
作 该 系统 的 项 及 公式 时 ， 除 用 带 辑 常 项 外 ,还 用 到 有 限 多 个 个 体 ， 
函数 符号 及 谓词 符号 (但 不 用 谓词 字母 ), 叫做 非 逻辑 常 项 。 除 趣 
逻辑 演算 的 公设 以 外 ,可 有 有 限 多 个 或 无 穷 多 个 非 逻 辑 公理 . 

依照 塔 斯 基 ,一 系统 MPR 做 可 有 限 公理 化 的 ,如 果 其 非 逻 辑 公 
理 只 有 有 限 个 或 除却 有 限 个 以 外 ， 其 它 的 都 是 元 余 的 ($ 74 例 2). 
在 这 样 的 系统 之 中 , S: 叫做 5 的 扩张 (或 S ES, 的 子 系统 ), 如 果 
凡 在 5 内 可 证 的 公式 都 在 5; 内 可 证 ; RH, S 必须 具有 S 的 一 切 
非 逻辑 常 项 ,但 有 时 可 还 有 其 它 。 5, 的 一 个 扩张 S 叫做 有 限 扩 
张 ,如果 5; 内 的 公理 除 有 限 个 外 都 在 S 内 可 证 . S, 叫做 不 可 判定 
的 如 果 5, 内 可 证 性 的 判定 间 题 是 不 可 解决 的 . 

依照 塔 斯 基 , S 叫做 本 性 不 可 判定 的 ,如 果 S 是 (简单 ) 相 容 
的 ， 而 5 的 每 一 个 (简单 ) 相 容 的 扩张 都 是 不 可 判定 的 ;. 

BR [1936] 证 明 ， 象 第 四 章 我 们 的 数论 系统 (如 果 它 是 相 容 
的 ) 便 具有 这 个 特性 (参见 $61 定 理 33)。 因 而 公理 集合 论 的 形式 体 
系 , 冯 纽曼 [1925], 伯 尔 奈 斯 [1937 一 48], 哥 德尔 的 [19401( 如 果 相 
容 的 话 ) 便 都 是 本 性 不 可 判定 的 《因为 它们 包含 了 通常 的 数论 ) 及 
可 有 限 公 理化 的 . 莫 斯 托 夫 斯 基 及 塔 斯 基 ([1949] 搞 要 ) 首 先 注意 
到 ,有 一 体系 S 既是 本 性 不 可 判定 的 ,可 有 限 公理 化 的 ， 又 是 时 够 
简单 ,使 得 容易 在 别 的 理论 内 作出 有 释义 (这 话 的 意义 将 在 巴 而 加 以 
定义 ) ,这样 便 使 得 定理 45(b) (c) 所 给 的 塔 斯 基 方法 便于 应 用 ;更 
简单 的 例子 ,既是 本 性 不 可 判定 的 ,又 可 有 限 公 理化 的 系统 ， 是 R， 
罗宾逊 的 (11950] 摘 要 )。 它 除 谓词 演算 外 ,只 有 13 PARA, 
如 $ 49 引 理 18b 所 述 , 或 者 除 具 相 等 性 的 谓词 演算 外 ,只 有 七 个 非 
逻辑 公理 (公理 14,15,18 一 21 及 *137 或 *136 的 公式 ) 如 罗宾逊 自 
己 所 述 ， 罗 宾 孙 说 ,这 七 个 公理 任 删 其 一 ,都 会 牺牲 本 性 不 可 判定 
和 性. 

塔 斯 基 说 ,两 系统 5, 与 Sy 是 相 协 的 《Compatible)， 如 果 它 们 
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有 同样 的 非 逻 辑 常 项 而 且 有 一 个 公共 的 (简单 ) 相 容 的 扩张 ， 今 再 
讨论 两 系统 S 与 5,, 一 般 地 它们 没有 相同 的 非 逻辑 常 项 ， 我 们 先 
就 具 相 等 性 的 谓词 演算 立论 ，5; 叫做 可 相 容 地 释义 于 S 内 , OR 
S, 与 5, 有 公共 的 相 容 扩张 ,在 S 中 , 对 每 个 为 S 所 有 而 为 5, 所 
缺 的 = 元 谓词 符号 P( 函 数 符号 £), FEN P 的 显 式 定义 的 公式 都 
是 可 证 的 : P(x， ,xs) ~ Fun >xn) Es, Xa) = we 
FOas -s xs， w) BUS 74 引 理 26 的 (ii)), 这 里 写 出 的 变 元 都 是 太 
同 的 ,而 F(x, ied Xn) (Fix; SIR ;Xza9W )) 只 含 这 些 变 元 自 由 ,至 于 
F 所 含 的 非 逻辑 常 项 ， 则 只 是 5, 中 的 非 逻辑 常 项 , 此 外 或 许 还 有 
一 些 新 的 个 体 符号 ， 如 果 所 根据 的 逻辑 演算 只 是 谓词 演算 ， 而 5， 
又 具有 5, 所 缺 的 函数 符号 , 则 5, 还 须 以 一 为 其 常 项 ,而 在 5;: 中 还 
须 可 以 证 明 关 于 S 中 的 谓词 符号 及 函数 符号 的 相等 性 公理 ， 这 
情形 可 用 $ 74 定理 43 的 证 明 中 的 S S 及 5; 为 例 PAR 
例 )( 但 不 管 (a) 或 (b) 我 们 都 假定 相 容 性 ). 

.定理 45 (a) 如 果 5 是 不 可 判定 的 ， 并 且 除 个 休 符 号 外 ,5， 
不 缺乏 $ 的 任何 常 项 ， 又 5 为 5 的 有 限 扩张 , 则 5, 亦 是 不 可 判定 
的 oa et E 
(b) WR S 是 本 性 不 可 判定 且 可 有 限 公理 化 的 ，Sr 不 缺乏 8 
的 任何 常 项 , 个 体 符号 除外 , S 与 S 又 有 公共 的 相 容 扩张 Si (在 
特例 , 当 5, 与 8 相 协 时 ), 则 5; 亦 是 不 可 判定 的 . 

©) WR sS 是 本 性 不 可 判定 且 可 有 限 公 理化 的 ,而 5, T 可 相 容 
WEF SAL, US, 是 不 可 判定 的 。( 塔 斯 基 (Tarski) [1949] 摘 
要 .) 

证 明 (a) 根据 化 归 (B), (C), (D), (F), 而 (D) 只 用 于 5, 所 
GRAS S 中 的 个 体 符号 .( 塔 斯 基 把 公理 算 作 一 开始 便 是 闭 的 ， 并 设 
S: 与 5 有 相同 的 常 项 ;这 时 (B) (D) EREET.) 

(b) 设 5; 为 一 系统 含有 S 及 5 的 公理 (及 常 项 )， 则 5， 为 S, 
的 子 系统 ; 因 5; 为 相 容 的 , 故 5; 亦 然 ，5; 又 是 5 的 一 扩张 ， 因 :s 
是 本 性 不 可 判定 的 , 9 又 是 相 容 的 , 故 5; 不 可 判定 . 但 8, 为 & 的 
有 限 扩张 。 故 可 应 用 (a) 而 把 5, 作为 (a) 中 的 S. 
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C) 我 们 将 详细 讨论 下 情形 , © 有 函数 符号 f,， 而 这 是 5 的 党 
项 中 唯一 的 (可 能 个 体 符号 除外 ) 被 S 所 缺 的 , 并 以 谓词 演算 作为 
其 逻辑 ， WARS 有 多 个 这 样 的 函数 符号 我 们 只 须 重复 使 用 定理 
42 及 其 引 理 便 成 ; WR Ss 有 这 样 的 谓词 符号 ,我 们 可 用 $ 74 例 1 
这 结果 对 具 相 等 性 的 谓词 演算 亦 有 效 , 因为 (由 定理 41(b)》 oe 
辑 作 这 样 的 扩张 ， 不 过 等 于 作 下 列 的 假设 : 有 关 各 函数 符号 及 谓 
词 符号 的 相等 性 公理 在 各 系统 中 都 是 有 的 . 〈 而 这 不 过 使 得 论证 
更 容易 些 .) 

KS, HS, 与 3 的 公共 扩张 ,如 在 可 相 容 释义 性 的 定义 中 所 述 
的 (这 里 的 $ 为 那里 的 5,).… 

设 Su 为 5; 的 子 系统 , 它 的 常 项 是 S 的 常 项 ,f，5 的 新 增 个 体 
符号 (如 果 有 的 话 ) 以 及 出 现 于 F(x,,…, xn w) 中 的 新 增 个 体 符 
导 ( 如 果 有 的 话 )s 它 的 非 逻 辑 公理 是 S 的 , 5 的 以 及 有 关 5, 的 调 
词 符 号 及 函数 符号 的 相等 性 公理 ,以 及 Gii). 

AMS. 5; 的 子 系统 , $ BRAN, HS. RSW? 因为 
S44 是 35 的 扩张 ,Ss 是 本 性 不 可 判定 的 , 故 Sa 是 不 可 判定 的 。 

根据 引 理 26, 27 及 $ 74 附注 2(a), 在 Sa 的 非 池 辑 公理 表 中 ， 
我 们 可 把 5 的 每 一 个 非 软 辑 公 理 A 换 为 它 的 主要 缺 f 变换 式 A’, 
ii) 为 G) 及 ii), 这 绝 不 影响 可 证 公式 集 ; 结果 所 得 的 不 可 关 
定 系 统 叫 做 5. l 

“HAS 74: 定 理 42 ,函数 符号 及 其 公理 (iD 可 在 Sy TS as- 
系统 5;, 它 亦 是 (由 $ 74CIV)) 不 可 判定 的 . | 

但 5; 的 常 项 只 是 5 的 ,可 能 还 有 一 些 个 体 符号 , 5; 又 是 $: 的 
APRS ok. HHH (a) 以 5; WER S), S, 是 不 可 判定 的 . - 

附注 4。 在 可 相 容 释义 性 的 定义 中 ,关于 S 的 条 件 可 把 (ii) 换 
为 ,在 5; 中 可 以 证 明 一 个 f 的 显 定义 公式 , 形 如 。 

' fx Xa) = tOst x )» 

这 里 tx,"…, xn) 为 一 项 ,所 含 (自由 ) 变 元 只 是 写 出 的 变 元 ,其 非 

TERRE S 的 函数 符号 ,可 能 还 有 一 些 个 体 符号 。 因为 这 时 
tx Xa) =w 
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REBEX Flatts Xas W). 
Al 因为 罗宾逊 系统 (叫做 S) 是 本 性 不 可 判定 的 及 可 有 限 
公理 化 的 , 故 由 (b) ,每 一 个 以 一 ,> ,十 ，* 为 常 项 (也 许 还 有 别 的 ， 
如 0) 的 形式 系统 S,, 只 要 其 可 证 公式 是 表示 关于 自然 数 的 俱 命 题 
的 ,都 是 不 可 判定 的 ,如 果 我 们 承认 : 由 于 真确 性 可 以 保证 有 一 个 
LEP KS, (例如 , 设 为 具有 8 及 5 的 公理 及 常 项 的 一 个 ) 是 相 容 
的 。 要 把 这 个 系统 S 的 不 可 判定 性 写成 元 数学 的 结果 , 我 们 只 须 
作出 S 的 相 容 性 的 元 数学 证 明 便 够 了 一 一 由 (c) 及 附注 4， 既然 
以 1 作为 个 体 符号 时 ,由 1 及 十 可 显 式 地 定义 7 CED RR 
项 = ,十 ,' 的 系统 亦 有 同样 的 结果 . 
由 黄 斯 托 夫 斯 基 及 塔 斯 基 的 各 种 系统 例子 ， 可 有 限 公理 化 的 
且 本 性 不 可 判定 的 ,人 们 很 快 便 在 整数 算术 ,有 理 数 算术 , 环 论 , 群 
Wo 体 论 ， 格 论 及 射影 几何 中 获得 了 一 大 批 的 不 可 判定 的 数学 理 
见 莫 斯 托 夫 斯 基 ([1949] 搞 要 ), 塔 斯 基 ([1949a], [1949b 了 搞 
B), J. 罗 宾 示 (1L1949] 摘要 ,[1949]), R. 罗 宾 撑 ([1949] 搞 要 
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第 十 五 章 ” 相 容 性 ,古典 系统 及 直 沉 主义 系统 


$77. 坚 钦 的 形式 系统 


E $73 例 2 中 我 们 找 出 一 个 可 以 叫做 推演 A(x) 的 直接 方 
法 ,使 得 当 (Ey)R(x, y) 时 ,在 谓词 演算 中 可 由 5 的 公理 而 推演 
A(x), 只 当 (Ey)R(x,，y) 时 ,这 个 方法 才 由 公理 而 引 到 A(x) .要 
证 明 相 容 性 , 即 只 当 (Ey)R(x,y) 时 才 可 推演 出 A(x), 我 们 所 必 
须 做 的 是 证 明 :” 凡 用 直接 方法 不 能 由 公理 得 到 A(x) 时 ， 则 在 谓 
词 演 算 中 用 任何 迁 旬 的 方法 也 不 能 由 公理 得 到 A(x)。 在 递归 函 
数 的 形式 体系 中 ,相应 的 相 容 性 问题 是 显然 的 ($ 54，$ 60 例 3), 因 
为 除 直 接 方 法 外 ， 根 据 系 统 的 规则 没有 任何 其 它 方法 可 由 假定 公 
式 出 发 而 进行 。 这 便 使 得 我 们 询问 , 关于 谓词 演算 有 没有 一 条 定 
理 说 ,如 果 一 公式 是 可 证 的 (或 可 由 别 的 公式 推演 出 的 ), 则 它 可 由 
某 种 直接 方法 证 出 (或 推 福 出 ); 换 名 话说 ,有 没有 一 条 定理 ,关于 
证 明 或 推 痊 的 范式 的 定理 ， 而 所 谓 具 有 范式 的 证 明 或 推广 在 某 种 
意义 说 来 是 直接 的 . 

这 一 种 定理 由 坚 钦 [1934-5*] 所 获得 .我 们 将 把 这 定理 放 在 
$ 78 中 ,在 $ 79 处 则 应 用 它 以 获得 关于 $ 60 例 2 及 $73 例 2 的 相 
容 性 《也 用 于 $76 中 ), 以 及 关于 具有 受 限制 的 归纳 规则 ($ 42 开 
首 处 所 提 到 的 ) 的 数论 系统 的 相 容 性 。 这 些 相 容 性 的 证 明 可 用 别 
的 方法 得 到 ， 例 如 阿 克 受 [1924-5]， 冯 纽曼 [1927] Bie aA 
[1930]，[1931-2] 它 们 都 是 相当 长 的 . 坚 钦 的 则 是 最 容易 的 , 因为 
他 的 “主要 定理 ”或 范式 定理 (这 是 该 证 明 的 主要 部 分 ) 可 分 成 一 系 
列 的 个 别 情形 , 每 个 情形 都 很 容易 处 理 。 这 定理 的 另 一 应 用 将 见 
于 $80 中 。 除 一 些 个 别 地 方 外 ,$ 81 与 $82 和 $ 77 一 $ 80 FE, 

在 讨论 坚 钦 的 关于 谓词 演算 的 证 明 的 范式 时 ， 须 对 推 帝 步 又 


.488 ° 


作 一 个 不 同 的 分 类 ， 即 须 和 第 四 章 谓 词 演 算 形式 体系 所 给 的 公设 
($ 19) SRAM. 蕴涵 符号 过 的 作用 须 分 为 二 ， 一 是 作为 间接 推 
论 ， 一 是 作为 被 证 公式 的 一 个 成 分 的 符号 .对 于 前 一 作用 它 将 被 
换 为 一 个 新 形式 符号 > ( 读 为 “推出 ”) , 它 的 性 质 将 和 在 我 们 的 导 
出 规则 中 非 形式 符号 “| 一 ”的 人 性质 相似 . 

为 了 把 坚 钦 关于 推演 运算 的 分 类 和 弄 得 明显 ， 可 对 谓词 演算 建 
立 一 个 新 形式 体系 。 以 前 所 研究 的 (第 四 章 以 后 ) 关 于 命题 演算 及 
谓词 演算 的 形式 体系 可 叫做 希 尔 柏 特 型 体系 ,并 记 之 为 H. ARE 
W H 可 指 多 个 体系 中 的 一 个 , 可 指 命题 演算 的 或 谓词 演算 的 , 古 
典 涪 法 的 或 直觉 主义 说 法 的 ($23), 其 中 的 ' 项 "及 公式 ' 亦 可 指 不 
同 的 意义 ($17,$25,§31,$37,$72 一 $76). 同 样 , 对 现在 引 人 的 坚 钦 
型 系统 G1 和 以 后 引入 的 G2,G3 及 G3a 亦 可 作 这 样 的 各 种 选择 。 

被 G1 的 变形 规则 或 推 福 规则 所 施行 的 客体 并 非 系 统 太 的 公 
式 ， 而 是 由 系统 互 的 公式 依照 新 形成 规则 所 组 成 的 新 客体 ， 可 叫 
ANA. (CEH Sequenz”, SR RIR RA”, EF RAP 
则 指 任 何 系列 , 德 文 叫做 “Folge”.) 一 叙 列 是 指 下 形 的 形式 表达 式 
Ais’ . -A > B., .. -Bms 这 里 l,m > 0, 而 A, e., Ar B:s oe 
Bn ASK, ER I Ar, …，Al > By, +++, Ba P, Ary oo +, Al 这 
部 分 叫做 它 的 前 件 ,而 Bo teto Ba 这 部 分 叫做 它 的 后 件 . 

Yl,m>21WS, GI PRJ A, t, Ar —> B, ttt Bn EM 
H PAR A&A DB, V .VB。 具有 相同 的 释义 。 可 以 推广 
至 于 1 = 0 或 m 一 0 的 情形 ， 只 须 当 /1 = 一 0 时 把 Alk-…&Ai(“ 空 
SRK”) 看 作 真 ,而 当 m 一 0 时 把 BV:…VB,(“ 空 析 取 式 ") 看 
ERER. 

一 公式 叫做 出 现 于 (或 属于 ) AA A, Ar Btt Bms 
如 果 它 是 1 十 mw 个 公式 A, ++, Arn Bo, 的 出 现 之 一 ; A 
样 可 说 一 公式 出 现 于 前 件 或 后 件 。 Bit, ERA A, AxB — B 
h, A 5 AaB 出 现 于 前 件 ,而 B 则 否 . 一 变 元 (符号 , 量词 等 ) 出 
现 于 一 叙 列 (前 件 、 后 件 ) 中 , 如 果 它 出 现 于 某 公 式 中 , 而 该 公式 
HAT SCR AE, 
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”和 第 五 章 一 样 , 我 们 用 大 写 希 腊 字母 “T"，“A”，“@”，“4” 等 
表示 零 个 或 多 个 公式 的 有 限 序列 ,但 现在 还 用 作 前 件 (后 件 ), 或 前 
件 (后 件 ) 的 一 部 分 (包括 专 作 分 开 之 用 的 形式 逗号 在 内 )。 

.形式 系统 G1 的 公设 
约定 条 件 : A, B,C, DHAKIT, A, 0, A 为 0 个 或 多 个 公 
式 的 有 限 序列 ; x 为 一 变 元 ;A(x) 为 一 公式 ;t 为 一 项 对 A(x) 的 x 
是 自由 的 ; b 是 一 变 元 对 A(x) 的 x 是 自由 的 并 且 (除非 ?为 四 不 
自由 出 现 于 AC) 中 . | 

,关于 变 元 的 限制 (对 两 个 公设 而 作 的 , MEERA): 公设 的 
应 用 变 元 b 不 得 自由 出 现 于 结论 ?中 。 ( 当 A(x) 不 含 自由 的 x 
时 , 则 不 管 b 为 何 , ACb) 都 是 A(x); 在 这 情况 下 ; 我 们 约定 ,在 作 
分 析 时 我 们 选用 一 个 不 自由 出 现 于 结论 中 的 b， 使 得 这 限制 可 以 
MR.) 

GI RURESARSERAKZUNERETENN AM 
受到 了 直觉 主义 的 限制 。 | 


公理 模式 
~ C=C. 
“命题 演算 中 逻辑 的 推 沦 规则 . 
引入 “FFB. 于 前 件 。 
yi AST >0,B.. .  A>A,A B,T>@ 
fe T0, ADB. ，. ADB,A,T > 4,0, 3 
w: EPG, A,T>8,B _A,T>0 Bre. 
SS ah T>0,AsB, AsB T>9, AaB, T >®, 
TO, A’ _T-0,B A,T>@ B,T>® ~ 
T->0, AVB. T>0, AVB. AVB, T>0. | 
a. _&AT>e T>9,A 
下 一 6, 一 A，， A,T— ©, 


“对 直觉 主义 系统 @ 须 为 空 , 


1) 应 该 补 人 下 列 的 定义 : 在 各 规则 (逻辑 的 或 结构 的 ) 中 ， 在 横 线 上 的 叙 列 叫做 读 
规则 的 前 提 ， 在 横 线 下 的 令 列 叫做 该 规则 的 结论 一 一 译 者 注 。 
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谓词 演算 中 补充 的 逻辑 的 推论 规划 ， Ja 
引入 FAH. PRM ces 


y 了 BiAb) AC) POE 
. T>®, VxA(x), OYA) T> Qe i 
sf | HERETO. er 
= T>8, io TE A(b), FO i, 
| T>9,3A(x). ... KAG), Pe Qs 六 
; MK TERRI te 
结构 的 推论 规则 P ` 
: FRA O 在 前 件 中 
P 7 : r>9 é rT>@ | 
MA ei T 一 86,C， CT 一 8. 
对 直觉 主义 系统 ,日 须 空 ， we 
T>8,C,C CLC. T>8 | 
缩短 T=8,0. | Cr T 一 日 te 
T>4A,C,D,® A,D,06,T>6 
ER. T>A,D,C,®, A,C,D,T>8, 
A>A,C  C,T>9 
分 割 。 A 


就 古典 系统 G1 言 ,除却 两 个 二 规则 , 其 余 各 公设 都 是 对 侦 地 
WA. 规则 与 V 规则 互 为 对 偶 , 若 把 x 与 V 互 换 , > 5- F 
H, ENERKERT. .同样 ，V 规则 与 3 规则 是 对 偶 的 。 公理 
模式 ,一 规则 及 四 种 结构 规则 都 是 自己 对 偶 的 . 

左边 一 行 的 规则 叫做 后 件 规则 ; 简单 地 分 别 记 为 “-> ”， 
“ > &”,“ as Varia art u “ > 3”, “_, =”, oy 短 ”， 
“一 换 ”。 右 边 一 行 的 规则 叫做 前 件 规则 ,并 记 为 “ “a 一 ” 
等 等 . i = 
COMMAS ABBAS, ANSIABACET)SNSIA 
前 件 ( 右 行 ), 用 以 引 和 人 逻辑 符号 的 那个 公式 叫做 主要 公式 ;在 前 提 
中 明白 写 出 的 一 个 或 两 个 公式 叫做 旁边 公式 . 

例 1 上 面 右 行 第 一 个 规则 叫做 < 二 引 前 件 ”或 4 前 ”规则 或 
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简称 " >”, ERARE A 二 B, 第 一 前 提 以 A 为 旁边 公式 ， a= 
MUB EWR. 

G1 的 逻辑 规则 在 形式 上 多 少 和 $ 23 定理 2 的 各 个 导出 a 
相 类 似 ， 不 过 以 无 定义 的 形式 符号 > 代替 有 定义 的 元 数学 符号 
“| 一 ”， 在 后 件 的 引入 相 应 于 定理 2 中 的 引入 规则 ,而 在 前 件 的 引 
入 则 相应 于 定理 2 的 消去 规则 。 公理 粮 式 及 结构 规则 相应 于 $20 
引 理 $ 中 所 列 的 | 一 的 一 般 性 质 

在 G1 内 作出 证 明 时 采用 树 形 ($ 24 K). HAAS”, SH 
RAKERA S 是 可 证 的 . 

在 作出 证 明 ( 或 其 一 部 分 ) 时 ， 如 果 要 把 某 一 前 提 的 结构 规则 
《 按 , 即 弱 短 换 三 | 
烦 的 。 我 们 约定 ， 用 双 线 ( 写 或 不 写 别 的 规则 ) 代 表 0 个 或 多 个 细 
SCEACH RAR (“HR”) 的 应 用 。 (如 兼 写 有 其 它 的 规 
则 , 则 指 先 施行 其 它 规则 ). aa 

例 2 对 任何 公式 A,B,C 言 ,(a) 与 (b) 都 是 在 G1 内 的 直觉 
主义 的 证 明 , 而 (c) 只 是 古典 的 证 明 . 
(a) B>BC>c 


A>A BDC, B>C 

A—>A B, AD(B>0), A>C 
AD(BDC), ADB> ADC 
ADB> (AD(BDC) )D(ADC) - 


— (ADB)D((AD(BDC))D(ADC)), 


(b) A>A (c) A>A 
ee > — > 
A, “TIA —>B >A, TIA 
— >D — a 
JA -ADB ITA > A. 


——— >) u 
. = TAD(ADB), — ITADA, ` 
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由 G1 的 公设 表 , 我 们 可 由 归纳 而 核验 : 

引 理 32a 如果 在 直觉 主义 系统 Gl 内 有 r — Btt Ba 
Wi m == 0 Bm = 1, 

引 理 32b ”如 果 在 直觉 主义 系统 G1 内 不 用 规则 一 -> 而 有 
|T > B, +t, By, Mm = 1, 

引 理 32a 表示 直觉 主义 系统 G1 与 古典 系统 G1 之 间 的 整个 

区 别 ; 但 注意 ,为 了 要 保证 这 个 区 别 ， SH ed 内 

对 两 个 公设 加 上 限制 便 够 了 . 

我 们 的 第 一 个 目的 是 证 明 (如 坚 钦 那样 ) 系统 Gl Press 
以 前 的 系统 H, .其 意 指 ， 对 任何 公式 E, 在 G1 内 有 | >E MH 
仅 当 在 五 内 有 E. 这 结果 将 为 下 列 两 定理 的 特例 ， 作为 了 为 空 
时 的 特例 ， 

定理 46 ”如 果 在 互 内 有 TE 而 一 切 变 元 都 保持 固定 , 则 在 
G1 内 有 T 一 E。 如 果 在 所 给 的 互 内 的 推演 只 用 到 关于 D, &， 
Vs n, V, 习 中 某 些 符 号 的 公设 时 ,在 G1 Re 
关于 导 ” 的 以 及 关于 同样 符号 的 逻辑 规则 . l 
WA 就 及 内 所 给 由 .到 E DERD KOE TER. m 
照 对 E 的 所 给 推演 的 分 析 而 分 成 16 个 情形 如 下 。 | 
:情形 0: E 是 公式 中 之 一 。 则 下 面 便 是 在 G1 ATER 
TER. ir 

“= E>E 

其 余 的 情形 则 按 五 的 公设 而 编号 为 1a, 1b, 2, 3, 4a, 4b, 5a, 

50, 6, 7, 8 或 81, 9—12, 


1) 由 这 些 引 理 可 见 ， 如 果 系 统 是 直觉 主义 的 而 了 -> 不 被 应 用 ， 则 -> 一 亦 不 能 应 用 

《因此 ， 如 果 汪 一 被 应 用 了 ， 则 一 ~> 亦 必 被 应 用 . ) 一 一 俄 译注 ( 按 , 若 一 ~ 不 应 
” 用 ,一 弱 亦 不 能 应 用 一 一 译 者 ). 

2) 在 古典 系统 及 内 对 含有 && 及 一 (或 V 及 一) 但 没有 的 推广 言 , 在 G1 内 可 以 避 
免 使 用 -~ 刁 规则 ;例如 (对 芭 言 )* 如 果 把 忆 依 *59 RUB, UF > D By Br 
FAP SIRO » 46 A] I>» BEL TB, A, r>0 变 成 A&B, Fr->@ (这 需要 两 次 
a>, >, > BAT, RARD ee ee > 

158 > » > > & I>— BEE. 
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情形 lb: 卫 是 根据 公理 模式 1b 而 得 的 公理 , 即 有 公式 A, B, 
CHE ® (ADB)D((AD(BDC)D(ADC)). 在 例 2Xa) HER 
APRI 一 之 前 写 人 了 ,并 把 其 上 的 线 双重 之 (表示 细弱 )， Ener 
该 树 形成 为 在 GLA T — E mien. 

情形 2: E 是 由 前 面 两 个 公式 根据 规则 2 而 得 的 m er 
即 , ANDAR A, B 使 得 E X B, 而 前 面 两 个 公式 为 A 及 ADB, 
根据 归纳 假设 , 在 G1 内 有 T 了 一 A 及 T —> AB 的 证 明 .把 这 两 
证 明 搂 到 下 列 的 树 形 上 ， 我 们 便 获 得 工 一 3 的 证 明了 . S 


A>A B>B` 
T— ADB ADB, A>B one 
ee = st 
T>A A,T>B 


Sa’, 
T>B, i 


情形 8 或 8: 分 别 见 例 2(c) 或 (b). 

MEI: 也 是 前 一 公式 根据 规则 9 而 得 的 直接 后 承 。 HEX 
CDVxA(x), 而 前 一 公式 为 CA(x), 这 里 'C 不 含 自由 的 x， 设 在 
由 到 E 的 所 给 推演 中 前 一 公式 COAG). 所 依赖 的 假定 公式 组 
成 一 子 序列 T,(T 的 于 序列 )。 若 在 所 给 的 推 福 中 删 去 在 公式 .C0 汪 
A(x) 以 后 的 全 部 公式 ， 以 及 虽 在 公式 CDAC) 以 前 但 却 依赖 于 
T 以 外 的 假定 公式 ， 这 样 我 们 便 得 到 一 个 由 T, 到 CA(x). 的 推 
演 。 对 这 个 推 注 而 应 用 归纳 假设 ; 可 知 在 G1 内 有 T -> CDA(x) 
的 证 明 .因为 在 所 给 的 由 了 到 CDOVA) 的 推广 中 , 所 有 变 元 都 
是 保持 固定 的 , 所 以 在 T 的 公式 中 没有 一 个 是 自由 地 含有 规则 9 
的 应 用 变 元 x 的 . 由 于 这 点 再 加 以 C 不 含 自由 的 x， 便 可 以 核验 
在 下 面 的 > V 中 ,关于 变 元 的 限制 是 满足 的 . 

C>C A(x) > A(x) 


T,>CDAß) CDA(x), C— A(x) 


D RAHM ERR BARTEL eee, 
° 4946 


C, I>A) 
一 一 -一 一 一 一 一 一 > 
C, T, > VxA(x) 
ee PD 


TT, > CDYxA(z). 
情形 12: 下 是 前 一 公式 根据 规则 12 而 得 的 直接 后 承 。 SH 
形 9 对 侦 . 
现在 我 们 引入 将 用 于 定理 47 中 的 记号 。 设 为 一 个 特殊 的 闭 
AR. 又 设 @ 为 Boa ety By (m > 0). 则 命 o 为 Bi ……， Bm-1 
(如 mw <1 则 为 空 ), fr O” 4 By, CR m > 1) R FDF) (如 
果 m 一 0), fir 79% TB, +++, Ba, il 10’ A TB, .. 
Bn- (MR m <1 则 为 空 ). 
R1 如 果 在 及 内 T, 0—0" 而 一 切 变 元 保持 固定 , HH 
觉 主义 系统 计 Hi m <1, 则 在 GI 内 有 HT 一 96。 
Bm=1,m=0Rm>1 me. 
系 2 HAM AWEORAA.4l,m>S1Ud>Si,m = 1) 
对 如 果 在 互 内 HA ADB, V + V Ba WE G1 BY FAL, 
+> Ay > Bis +++, Bue 
定理 47 如果 在 G1 Ware, WERA r, em 
6" ,而 一 切 变 元 保持 固定 。( 在 特例 ; 如 果 在 G1 内 T >E, 由 
EHK TE 而 一 切 变 元 保持 固定 .) 
更 进一步 ,对 直觉 主义 (古典 ) 系 统 言 , 当 所 给 的 G1 内 的 证 明 
只 用 到 关于 符号 > , g，V , 一 , V, 3 中 的 菜 些 逻辑 规则 时 ,在 二 
ABO AEN HERAT RD RY ORTAR) 以 及 对 同样 符号 的 公 
设 , 但 当 所 用 到 的 符号 有 V 而 无 & 时 , 则 Y 公 设 须 包 含 $ 24 引 理 
11 中 的 公理 模式 94. 
证 明 ”要 证 明 本 定理 的 第 一 句 ， 我 们 就 G1 中 所 给 的 关于 
i 一 9 的 证 明 的 高 度 ( 即 层 数 ) 而 作 串 值 归纳 ， 根 据 在 这 证 明 中 最 
D 对 古典 系统 G 言 ， 仍 适用 前 面 一 个 脚注 俄 译 往 .〈 译 者 按 ， 如 果 对 古典 妞 
系统 的 忆 公 设 加 强 使 包含 ((ADB)DA)DA, WH HMA RRB ARAE 


TAR RID ARRET. khak V ARR Er MRA- JER 
X. WE 824 引 理 11 处 的 脚注 .》 
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后 所 使 用 的 G1 的 公设 而 穷 举 . 

当 我 们 讨论 了 各 情形 后 ， 本 定理 第 二 部 分 所 增加 的 内 容 便 可 
以 得 到 核验 了 。 在 各 情形 及 子 情形 中 , 除却 标 有 一 个 或 两 个 星 号 
的 以 外 ,要 证 明 * (demonstration) 相应 的 推 莹 的 存在 ,可 由 下 法 而 
几乎 立刻 得 到 结果 : 用 [~ 的 一 般 性 质 并 且 当 G1 中 用 到 一 逻辑 
规则 时 便 应 用 $ 23 定理 2 中 相应 的 导出 规则 (以 及 一 规则 ), 当 G1 
中 用 到 ->Y 或 3 一时, 便 应 用 $ 20 引 理 10 中 的 相应 的 强 规 则 ， 
对 于 标 有 一 个 星 号 的 情形 ,我 们 还 须 用 到 直觉 主义 的 一 规则 ($23， 
引 及 能 一 消 )， 有 时 偶尔 用 到 $ 26*1。 对 于 标 有 两 个 星 号 的 情 
形 ， 我 们 还 须 用 到 古典 的 ( 强 ) 一 消 规则 (定理 2)， 下 面 所 没有 讨 
论 到 的 九 个 情形 ,都 无 需 任何 子 情 形 亦 无 须 标 星 号 . B 

WEI: 公理 模式 ， HERE AMEH KA Co. 

情形 2: >D. 根据 归纳 假设 可 知 ， 在 互 中 A, T, 0—8 
而 一 切 变 元 保持 固定 , 这 时 我 们 必须 推出 T, MOL-ADB, 这 可 
由 汪 引 而 得 . 

情形 3: Do. FREI: 4 为 空 或 8 非 空 ， 则 (4, 8)” 为 
9, 由 归纳 假设 , A, NALA KÈ B, T, 18-9", KAM 
得 ADB, A, T, A, 一 6' 上 -6@'。 子 情形 2**: 4 不 空 而 @ Z, 
由 归纳 假设 , A, TAHM-ARB,TH-T(FDF). HOME ADB, 
A, T, AH-(FDF). H *1 得 ADB, A, T, nA FOF. i 
HIER ADB, A, T, aA eand" eA", 2: 

情形 10*: 一 一 ， 子 情形 1: oz. HA,TH-T(FOR), 
根据 *1 及 一 引 可 推 得 TH 一 A。 子 情形 2: ORZ, hA, T, 
8-8 根据 一 引 可 推 得 T, -6', 86” 一 A. 

情形 11: I>. FREI. @ 空 ,用 弱 一 消 。 子 情形 2**: 
8 不 空 。 用 一 引 及 盖 消 . 

情形 12: 一 Y。 由 归纳 假设 , r, OAO) 而 一 切 变 元 保 
HAE. HE V 引 , A) YA). KT, 一 6| 一 VxA(x)，, 而 
一 切 变 元 (b 在 内 ) 均 保持 固定 , 因为 由 对 > Y 作 所 的 关于 变 元 的 
限制 与 9 是 不 含 自由 的 b 的 。 
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情形 16: ”任何 一 个 具 一 前 提 的 结构 规则 . 设 前 提 为 了 一 @ 
而 结构 为 T+ > Ot, Wrot) 乃 由 T(8) 经 过 互 换 公 式 , 删 去 重 
复 公式 或 引信 新 公式 而 得 。 子 情形 1: @' 为 6. 由 r,18’+--8” 
根据 上 的 一 般 性 质 可 推 得 T+, 一 6'| -6@"。 子 情形 2; Of 非 @ 
但 @ 为 空 。 由 归纳 假设 ,， TH- 了 "(FF)， 故 由 上 的 一 般 性 质 ， 
TY ,BO1 咎 一 一 (FDF)。 故 由 *1 BHI, nat eat”, F 
情形 3**: Of 非 @ 而 9 又 非 空 。 这 时 Of 亦 非 空 , 并 且 @ 与 OTH 
至 少 有 一 个 包含 多 过 一 个 公式 的 0。 由 归纳 假设 ，T， 一 96- 一 9 ， 
Fa 3 774, 10’, 10"|-- (FDP), BT, @+}—-71(FDF). kk 
FE - AY RET „18° H-T1(FOF), ART? „18er ,18%" — 
—UFDF). eH *1,75|R THAI, 16t’'} eat”, 

情形 17: 分 割 。 和 情形 3 同 法 处 理 , ANAM. TRE 
1: A4 空 或 @ 非 空 . 子 情形 2**: 4 非 空 而 @ 空 ， 

要 检验 本 定理 的 第 二 部 分 , 先 设 Cl AAW TO 的 证 明 是 
直觉 主义 的 并 且 不 用 到 一 规则 , 这 里 9 为 B,………,B,. 用 引 理 32 
b, 可 见 有 一 星 号 或 两 星 号 的 情形 或 子 情形 绝 不 会 出 现 , 根据 § 24 
引 理 11, 并 注意 我 们 处 理 无 星 号 的 情形 的 方式 ， 便 推 得 结果 了 。: 

如 果 该 证 明 虽 用 到 一 规则 但 该 证 明 仍 是 直觉 主义 的 ， 由 于 本 
定理 容许 在 巨 的 相应 推演 中 可 以 使 用 直觉 主义 的 一 公设 ， 因 此 我 
们 只 须 用 引 理 32a BR: 标 有 双星 号 的 情形 或 子 情形 无 一 出 现 便 
KT. 

KR Hl, m 之 1 时 ( 故 对 直觉 主义 系统 言 则 是 mw 二 1 时 ): 
如 果 在 Gl1 内 上 -Al,…, A; —> Bi ---, Bm NEHA F-Aw&:-- 
&A;>B,V -+ VB,. 


§ 78. 坚 钦 的 范式 定理 
例 1 在 证 明 (a) 中 使 用 了 分 割 ,而 (b) 则 是 同一 叙 列 的 证 明 


D 依照 引 理 324, 在 G1 内 tt OF 的 证 明 是 古典 的 一 一 俄 译注 . 
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但 不 用 分 割 . 

(a) A(b)>A(b) Re  3xA(x) >3xA(x) ER 

A(b) > 3xA(x) 3xA(x), 3xA(x) -> ® 
A(b), 13xA(x) > 

—13xA(x) -> 1A(b) or 


>y 
13xA(x) > Yx A(x) 
—>713xA(x)DVx1A(x), 
(b) A(b)>A(b) a 
A(b) 一 axA(x) _, 
A(6), 13xA(x) 一 
“3 xA(x) > TA(b) 
—13xA(x)>Vx1A(x) 
> 13xAlx)DVx Al), 


第 一 个 证 明 中 右 分 支 的 前 件 处 用 到 一 个 不 必要 的 复杂 公式 rA 
(x), 这 个 混杂 由 于 分 割 而 解除 .第 二 个 证 明 直 接 进行 ,不 引 和 人 以 
后 需要 解除 的 复杂 公式 . 

. 不 用 分 割 的 证 明 在 某 种 意义 上 说 可 说 是 具有 范式 的 证 明 ， 其 
重要 性 可 由 子 公 式 的 性 质 (下 文 的 引 理 33a) 而 得 到 进一步 的 强 
W. o 

对 一 公式 我 们 定义 其 FAR wF. = 
1. 如果 A 是 一 公式 , 则 A 是 A 的 子 公式 ， 2 一 4。 WRASB 


> 


>V 
>D 


为 公式 ， 则 A 的 子 公 式 及 了 的 子 公 式 都 是 AB, A&B, AVB RYT 


公式 。5. 如 果 A 是 一 公式 ， 则 A 的 子 公式 是 一 A 的 子 公 式 。 6 一 
7, 如 果 x 为 一 变 元 ,A(x) 为 公式 ,而 t 为 一 项 对 AG) 中 的 x BA 
由 的 , MAC) 的 子 公式 都 是 VxA(x) 及 3xA(x) ner 8. 只 
有 由 1 一 7 所 给 的 才 是 一 公式 的 子 公式 。 
例 2 AD(TADB) 的 子 公式 为 下 列 五 个 公式 : 
A>(7ADB), A, ADB, “A, B, 
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FA cat hed ydi. 


#3 (a) VbVe(Ble)&Alb)) 的 子 公 式 为 下 列 各 公式 ! 
vbVe(B(e)sA(b)), Ve(B(e)&A(t)),B(u)&A(t),B(u), A(t), 
这 里 + 为 任何 不 含 自 由 的 e HAM U 为 任何 项 。(b)4(e) 的 唯一 
TARA Ale). 

由 G1 的 公设 表 我 们 可 以 用 归纳 而 核验 以 下 事实 : 

引 理 33a : 设 有 G1 的 任何 不 用 分 割 的 证 明 , 则 在 其 任何 叙 列 
中 所 出 现 的 公式 都 是 出 现 于 尾 令 列 的 某 个 公式 的 子 公式 。 (FA 
TER) 

引 理 33b G1 的 一 个 证 明 , 如 果 不 用 分 割 , KÄDHNET 
规则 ， 则 其 中 任何 叙 列 的 前 件 ( 后 件 ) 所 出 现 的 每 个 公式 都 是 出 现 
于 尾 叙 列 的 前 件 ( 后 件 ) 的 某 公 式 的 子 公式 。 

坚 钦 的 “主要 定理 ”或 范式 定理 (下 文 的 定理 48) 说 ,任何 叙 列 ， 
只 要 其 中 没有 变 元 是 既 自由 出 现 又 约束 出 现 的 ， 则 恒 可 从 其 证 明 
中 消去 分 割 . 

对 尾 狗 列 作出 不 准 有 变 元 既 自 由 出 现 又 约束 出 现 的 限制 ， 并 
没有 减低 本 定理 的 用 处 。 因 为 , 设 有 一 些 令 列 , 其 中 的 确 有 些 变 元 
经 自由 出 现 又 约束 出 现 , 则 把 这 些 公式 换 为 它们 的 相合 式 以 后 ,我 
们 得 到 满足 本 限制 的 叙 列 , 且 新 叙 列 可 证 当 且 仅 当 原 叙 列 可 证 (由 
定理 47, $ 33 引 理 15b, §26* 18a 及 *18b ,定理 46 系 1)。 这 限 
制 是 必要 的 ,如 下 例 所 示 。 se 

“ 例 4 REB TIE: 

A(b) > A(b) 

B(e)xA(b) > AC) * " 

Ve(B(e)&A(b)) >A) ™ ER : 

CO „y AO >AC) TA 
 YbVe(B(e)sA(b)) > VbA(b) VBACB) > ACe) a. 

VbVe(B(c)&A(b)) > Alec). 

这 里 的 分 割 是 不 能 消除 的 。 因为 根据 引 理 330, 在 VbVe(Ble)s 
A(b)) > Ale) 的 任 一 证 明 中 ， 如 果 不 用 分 割 , 则 该 证 明 中 任 一 
令 列 不 可 能 含有 符号 二 及 一 ; 故 忆 规则 及 一 规则 不 能 使 用 。 故 可 
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再 应 用 引 理 33b。 但 例 3 中 的 两 组 子 公 式 之 中 并 没有 公共 的 公 
式 , 所 以 没有 一 条 公理 可 以 满足 引 理 33b 的 要 求 。( 这 例子 所 用 的 
方法 在 $ 80 将 有 进一步 的 发 展 . ) 

在 证 明 范 式 定理 时 ， 我 们 把 形式 系统 G1 中 两 个 公设 更 改 如 
下 ,从 而 得 到 另 一 形式 系统 G2. 

分 割 改 为 下 述 的 规则 叫做 “混合 ”( 以 下 在 征 引 时 省 称 “ 混 ” 
一 一 译 者 )。 这 里 M 是 一 公式 (混合 公式 ); 0,9, 了, 8 为 0 个 或 
多 个 公式 组 而 @ 及 卫 均 含有 M; 从 B 及 中 删 去 M 的 一 切 出 现 后 
所 得 的 公式 组 分 别 记 为 Ou 及 Eu. 

no ZQ 混 
NT, Su > Oy, Q. 
AS 下 面 便 是 一 混合 
A>B__B\C,B,D, B> „ 
A, BVC, D> 

G1 的 规则 一 《为 分 别 起 见 叫 做 二 >,) 将 被 换 为 一 个 新 的 
DANO 一 ,), 就 古典 系统 言 , 这 是 由 凯 托 年 . (Ketonen) [1944] 
提出 的 。 这 里 的 A, B, T, @ 同上 ;对 古典 系统 育 O° 为 8, 对 直觉 
主义 系统 言 O° AZ. 

T>9°,A B;T>8 
ADB,T>®, & ax 

利用 弱 短 换 步 骤 , 任何 分 割 可 改 用 混合 ( 见 下 左 )， 反 之 亦 然 
( 见 下 右 ). Swe ot 
Ar OG HR rer 


_A:T>A,® = Npa, M M, Mu a 
A, T>A, ®, I, Zu > Py, Q. 


仿 此 ， 任何 D o 地 一 :( 见 下 )， Den 33 可 知 ， 
iE). 


D>, 


A—A,A B,T—® 
A,T—>A,9°,A B,A,T—>A,8 
ADB, A,T—>A,®, 


D>, 
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这 便 证 明了 这 两 个 更 改 并 不 影响 可 证 叙 列 集 ,我们 将 在 引 理 34 MU 
述 得 更 详细 些 ， 

G1 或 G2 中 一 证 明 叫 做 具有 纯洁 变 元 性 质 或 为 一 个 纯洁 变 
元 证 明 , 如 果 在 该 证 明 中 没有 任何 变 元 既 自 由 出 现 又 约束 出 现 ,并 
且 每 当 使 用 一 V 或 3 习 时 ,其 应 用 变 元 b 只 在 该 应 用 的 结论 以 
前 的 叙 列 中 出 现 (如 果 AG) ABE AY x, 则 在 作 分 析 时 我 们 便 
选用 满足 这 条 件 的 变 元 b). 

引 理 34 如果 在 GIA 上 FT 一 9, 则 在 G2 内 上 PR 一 6@; 反 
之 亦 然 。G2 的 证 明 中 含有 混合 只 当 G1 的 证 明 中 含有 分 割 时 ; 反 
之 亦 然 。 两 个 证 明 中 使 用 完全 同名 的 逻辑 规则 。 任 一 证 明 如 果 具 
有 纯洁 变 元 性 质 则 男 一 证 明 亦 然 。 引 理 32a 一 33b (EIER BE G Gl 
及 分 割 而 叙述 的 ) 对 G2 及 混合 亦 同样 有 效 . 

5135 在 G1 或 G2 中 , 当 应 用 一 公设 时 , 如果 在 应 用 令 列 
中 《对 公理 模式 言 这 是 指 公 理 , 对 推理 规则 言 这 是 指 其 前 提 及 结 
论 ) 把 一 变 元 在 它 的 各 次 自由 出 现 处 (或 在 它 的 各 次 约束 出 现 处 ) 
改 为 具 下 性 质 的 另 一 变 元 : 在 所 考虑 的 各 叙 列 中 既 不 自由 出 现 也 
不 约束 出 现 , 则 结果 仍 是 对 同一 公设 的 应 用 . 

就 一 Y 及 了 一 的 应 用 言 ; 引 理 35 所 以 成 立 由 于 b 及 x 不 必 
是 同一 变 元 之 故 N 9 及 12 中 ， a 们 必 A nn 
A.) 

引 理 36 Æ G1 或 G2 中 , 当 应 用 一 公设 时 ， MREMA 
中 把 一 变 元 (的 自由 出 现 ) 代 以 一 项 ,结果 仍 是 对 同一 公设 的 应 下， 
不 过 就 >V 及 3 一 的 情形 言 , 须 (Gi) 该 项 并 不 含有 该 应 用 变 于 b, 
Gi) 所 代 的 变 元 并 不 是 应 用 变 元 b， We 
RAR BRENNEN, 

on >VMKR3> 的 关于 变 元 的 限制 仍然 满足 。 

引 理 37 给 出 G1 或 62 内 一 叙 列 的 证 明 ， 如 果 该 叙 列 内 没 
有 变 元 是 阮 自 由 出 现 又 约束 出 现 的 ， 则 可 把 证 明 中 各 氢 列 的 变 元 
的 自由 出 现 及 约束 出 现 更 改 ( 而 各 公设 的 应 用 仍 变 成 同一 公设 的 
应 用 ), 使 得 我 们 仍 得 到 原来 令 列 的 证 明 , 在 这 证 明 中 没有 变 元 是 
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赋 自 由 出 现 又 约束 出 现 的 . 

WA ” 设 x, …，xv 为 不 同 的 变 元 ,它们 自由 出 现 于 尾 叙 列 而 
约束 出 现 于 证 明 ( 的 别处 ) 中 Ta …，ae 为 别 的 变 元 ,同时 自由 
出 现 及 约束 出 现 于 证 明 中 。 Ryo ttt Ya bo t ba 2 0RR 
变 元 , 不 出 现 于 证 明之 中 。 今 只 把 x，……, x, 的 约束 出 现 分 别 改 
为 Yis °° °s Yao 只 把 As “"”? Ap 的 自由 出 现 分 别 改 为 Dis tts bp. 
由 引 理 35, 所 得 的 图 式 仍 是 一 证 明 ; 根据 假设 ,在 尾 叙 列 中 没有 变 
元 是 既 自 由 又 约束 的 , 故 屁 叙 列 不 改变 . 

引 理 38 给 出 Gl 或 G2 的 一 证 明 其 中 没有 变 元 是 既 自由 出 
现 又 约束 出 现 的 , 则 只 须 把 其 中 自由 出 现 的 变 元 加 以 更 改 (每 个 公 
设 的 应 用 仍 变 成 同一 公设 的 应 用 ), 我 们 可 得 到 同一 叙 列 的 纯洁 变 
元 的 证 明 . 

EN REMAN Gl 或 62 的 证 明 内 恰巧 有 4 次 应 用 了 规 
M -Y 及 3 一 FAR HAASE TE crs +++ ca (不 必 相 异 ) 为 应 用 变 元 
b. 选取 任何 9 个 不 出 现 于 所 给 证 明之 内 的 不 同 变 元 d，…… , de, 
先 车 起 最 高 的 一 个 应 用 ( 即 没有 其 它 应 用 在 它 之 上 ) 设 其 应 用 变 
元 b 为 a。 在 该 应 用 的 结论 ( 按 即 在 这 一 次 应 用 时 该 规则 的 结 
论 一 一 译 者 ) 以 前 的 所 有 叙 列 中 把 Rd, EMRE. 由 
于 一 Y 及 习 一 的 关于 变 元 的 限制 ， 可 知 c 不 能 自由 出 现 于 这 应 
用 的 结论 中 , 故 由 引 理 35, 一 切 公设 的 应 用 仍然 有 效 。 重复 这 过 
程 ,每 次 都 对 尚未 处 理 过 的 最 高 一 个 关于 一 立 或 习 汪 的 麻 用 而 
进行 ,直到 所 有 4. 次 应 用 中 的 应 用 变 元 b 全 都 由 Md Tak. 
因为 每 次 替换 都 只 更 改 > VR a> RR ORL REA RT RAN 
REBAR A EK. Be 

定理 48 给 出 一 个 在 G1 ACE G2 ARSTER, AA 
内 没有 变 元 是 既 自由 出 现 又 约束 出 现 的 ， 这 时 对 该 叙 列 必 可 找 出 
另外 一 个 在 G1 (G2) 内 的 证 明 , 其 中 不 用 到 分 割 (混合 )。 这 个 证 
明 是 纯洁 变 元 的 证 明 ， 在 它 里 面 所 使 用 的 逻辑 规则 是 原先 证 明 中 
所 使 用 过 的 .〈 坚 钦 的 主要 定理 或 范式 定理 , 坚 钦 [1934-5]) 

证 明 把 本 定理 化 归于 一 引 理 而 证 之 。 根据 引 理 34 ，37 及 
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38， 可 就 G2 而 证 本 定理 且 可 假设 所 给 的 证 明 已 具有 纯洁 变 元 的 
性 质 。 我 们 就 这 个 ‘所 给 的 证 明 ’ 内 混合 的 个 数 w 作 归纳 而 证 明 . 
如 果 m > 0, 必 然 出 现 一 个 混合 ,在 它 之 上 不 再 有 别 的 混合 。 今 孝 
虑 所 给 证 明 内 在 该 混合 的 结论 , I, D> Pu, 2 以 前 的 部 分 ; 叫做 
“所 给 部 分 。 假设 我 们 能 够 把 这 所 给 部 分 变换 ， 得 出 在 G2 内 的 
另 一 个 关于 了, Zu 一 Ou, 9 的 不 用 混合 的 证 明 ; TUE ER 
部 分 。 这 样 在 所 给 的 证 明 内 把 所 给 部 分 换 为 结果 部 分 ,可 得 出 在 
G2 内 一 个 关于 同一 叙 列 的 新 证 明 而 只 有 m 一 1 个 混合 。 更 假设 
结果 部 分 能 够 这 样 地 作出 ， 使 得 就 它 自身 言 具有 纯洁 变 元 性 质 并 
且 不 含有 所 给 部 分 中 原 所 未 有 的 自由 变 元 (约束 变 元 ， 一 Y 或 
3—> MAb). 这 样 整 个 新 证 明 亦 具有 纯洁 变 元 性 质 ， 
此 我 们 便 可 应 用 归纳 假设 而 作 结 论说 ， 有 一 个 没有 混合 的 纯洁 变 
元 的 证 明 。 因 此 ,要 证 本 定理 只 须 证 明 下 述 引 理 便 够 了 。 

例 1( 续 ) (a) 的 所 给 部 分 ( 改 用 混合 重 述 而 不 用 分 割 ) 如 
下 . 

A(b) >A) „4 _3xA(x)—>3xA(x) —_, 


"A(b) >3xA(x) 13xA(x), 3xA(x) > 
Alb), A) >. 混 


引 理 39 给 出 在 G2 内 一 个 关于 I, Sy > Ou, 9 的 证 明 , 以 
混合 为 最 后 步骤 ,此 外 没有 其 它 混合 , 并 且 具 有 纯洁 变 元 性 质 , 则 
可 在 G2 内 找 出 一 个 关于 I, Zu > Oy, 8 的 证 明 ,没有 混合 ,具有 
纯洁 变 元 性 质 , 并 且 不 含有 原来 证 明 中 原 所 未 有 的 自由 变 元 (约束 
变 元 ,一 Vv 或 3 一 的 应 用 变 元 b)。， 在 结果 证 明 中 所 使 用 的 还 辑 
规则 都 是 所 给 证 明 中 已 经 使 用 过 的 . (主要 引 理 .) 

主要 引 理 的 证 明 一 混合 的 左 秩 “定义 为 : 终止 于 该 混合 的 
左前 提 的 各 分 支 中 ， 含 有 混合 公式 M 于 其 后 件 并 依次 相继 的 那些 
氢 列 的 个 数 的 最 大 者 。 右 秩 2 同 法 定义 。 秩 定义 为 ,r 一 a 十 
b. 〔 秩 最 小 为 2)。 一 混合 的 次 数 ?g 定义 为 混合 公式 M 中 逻辑 符 


1) 原文 作 grade, 但 $27 中 级 (grade) 另 有 定义 ， 反 之 ;逻辑 符号 出 现 的 个 数 ? 
É S 28 又 叫做 次 数 《degree)。 又 按 在 $ 17 中 秩 (rank) 亦 另 有 定义 一 一 译 者 
iz. 
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号 09,8%, V, 71, Y, 3) 的 出 现 的 个 数 (>0). 

例 1( 续 完 ) 左 秩 为 1, 右 秩 为 2, 秩 为 3 而 次 数 为 1。 

本 引 理 可 就 混合 的 次 数 & 作 串 值 归纳 而 证 明 。 在 这 归纳 的 葛 
基 及 归纳 推 步 两 步骤 中 ， 再 就 秩 > 而 作 串 值 归纳 ， 我 们 作 穷 举 处 
理 , 因 此 引用 各 情形 的 结果 后 ,归纳 证 明 中 凌 基 及 归纳 推 步 两 步骤 
都 可 以 作出 了 . 

我 们 把 想 消去 的 混合 写成 下 式 

Eee: 2 或 简写 为 
这 里 ME OH MEZ. 

字母 “A”,“B”,“C”,“D” Co “Oy “x? AR)”, “O, b? 
等 参照 所 讨论 的 每 一 公设 的 叙述 ， 

A. MERE. 

WIE la. MZ S 的 前 提 中 ， 即 Me I， 这 时 混合 所 得 的 结论 
I, Zu Ou, 9 乃 由 它 的 第 二 前 提 习 一 9 根据 弱 短 换 而 来 , 故 可 
不 用 混合 而 证 出 。 对 -> 弱 所 作 的 直觉 主义 限制 可 被 满足 ， 因 为 
弱 短 换 步 骤 是 终止 于 原来 的 尾 令 列 的 ,而 由 引 理 320, 直觉 主义 地 
它 最 多 有 一 公式 在 其 后 件 . 

WER. 左 秩 为 1 而 S 是 根据 结构 规则 而 得 的 . 因为 Me @， 
但 推出 S, 时 其 前 提 的 后 件 处 却 不 出 现 M， 故 这 推理 只 能 根据 -> 
弱 , 并 以 M 作 为 C。 因 此 这 证 明 的 底部 将 如 左下 方 所 列 , 并且 ME 
9. 我 们 把 它 换 成 右边 的 图 式 ， 得 出 原来 叙 列 的 一 个 不 用 混合 的 
证 明 . : 


T>® es 了 一 日 
T>0,M 2>0 = I, 2u> 8,0 
T, 241 >09,2 


情形 1b, 2b. 仿 前 ， 把 “Si”“ 前 件 ”“IT”“ 左 ”分 别 改 为 “Sm 
“后 件 ”"“Q”“ 右 ”而 得 。 仿 情形 la, 2a 处理. 

B. 其 它 情形 ， 对 下 列 每 一 种 情形 ， ERSTER 
设 前 述 四 种 预备 情形 已 不 再 适用 了 。 
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Bl: 秩 为 2。 因 为 情形 la, lb 已 除外 , 故 S, S 必须 都 是 推论 
的 结论 。 因为 秩 为 2 而 情形 2a, 2b 已 除外 , 故 两 个 推论 都 是 逻辑 
的 。 更 进一步 , 因为 秩 为 2, 故 在 两 个 推论 中 M 都 是 主要 公式 , A 
此 M 至 少 含有 一 逻辑 符号 , 而 该 混合 的 次 数 > 1。 因此 这 情形 只 
当 对 8 作 归 纳 时 在 归纳 推 步 中 出 现 , 而 处 理 它们 时 ,关于 次 数 的 归 
纳 假设 便 可 以 使 用 。 用 以 推出 S 的 规则 只 能 是 M 的 最 外 一 个 逻 
辑 符 号 的 引入 后 件 规则 , 推出 $; 的 则 是 M 的 最 外 一 个 逻辑 符号 的 
引入 前 件 规则 。 因 此 在 Bl 之 下 我 们 只 有 下 列 六 个 情形 . 

情形 3: SD he. SHO 一 而 得 , 而 M 为 主要 公式 
A 一 B。 这 时 所 给 证 明 的 最 底层 便 如 下 ,其 中 ADBR8,T, 因为 其 
秩 只 是 2 之 故 . 


A, 了 一 @@,B >> T>Q°,A B,T>Q — 
I—>0, ADB ADB, T>Q 混 


1,T>0®,0., 
我 们 更 改 如 下 : 
T>Q0°,A A,D>®,B, 
r, N, —>9Q2,0,B B,T—Q 混 
T, Hao Ts —> Qin» 9; Q 
n,T>®,Q. 


上 面 的 混合 其 次 数 比 原 有 的 小 , 依 归纳 假设 它 可 消去 , 即 对 它 的 结 
论 可 以 找 出 一 个 不 用 混合 的 证 明 。 这 样 , 下 面 的 混合 便 将 没有 混 
合 在 其 上 ， 亦 同样 可 以 消去 。 KAMA KNBMA N, TO, Q 
我 们 便 得 到 一 个 不 用 混合 的 证 明 . 

情形 4: S 由 一 & 而 得 ,S; 由 & -> 而 得 ,M 为 主要 公式 ABB, 

情形 5: S 由 一 V 而 得 , S 由 V 一 而 得 ， An 
B。 其 处 理 与 情形 4 相对 偶 ， 

情形 Ss 由 一 一 而 得 ,S; 由 一 一 TEMERARA. 

情形 7: SH VTE, SHV > 而 得 ，M 为 主要 公式 Vx 
A(x)。 所 给 的 图 式 如 下 ,其 中 VxA(x) &O, T. 
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I—>@,A(b)_ _, A(D:T 一 9 vy 
0 — 0, VxA(x) WxA(x), T — Q 混 
DT,T 一 9,9. 
在 作出 新 图 式 时 ,我 们 需要 关于 N-»0, A(t) 的 证 明 。 如 果 
不 含 自由 的 x [或 如 果 t ATbP, MAL) SAC) 为 同一 公式 ， 
我 们 已 得 到 该 证 明了 。 今 设 A(x) 含有 自由 的 x[ 且 : 异 于 b], 
这 时 Alt) SAMA to AG) 的 x 是 自由 的 , 故 t+ 中 [自由 ] 变 
元 自由 出 现 于 A(t) 中 。 由 于 所 给 的 关于 I, T ~> 8, 9 的 证 明 具 
有 纯洁 变 元 性 质 ,我 们 可 以 作出 结论 说 ,(i) 我 们 图 式 左 支 了 一 8@， 
Ab) 的 证 明 中 所 应 用 的 >V 或 一 ,其 应 用 变 元 b BASE t 
中 任何 变 元 ,(ii) 那些 一 Y 或 3 一 的 应 用 变 元 b 亦 不 是 我 们 的 b， 
Gii) t 对 这 证 明 中 一 切 公 式 中 的 b 都 是 自由 的 《因为 纯洁 变 元 性 
质 不 容许 任何 变 元 既 自 由 出 现 又 约束 出 现 )。 更 进一步 ,由 于 应 用 
>V 时 所 受 的 关于 变 元 的 限制 ,还 可 得 (iv) b REMF I, O. ik 
若 用 引 理 36,42 F 1 @, A(b) 的 证 明 中 ,把 b 全 部 换 为 t， 我 
们 便 得 到 一 个 关于 I 一 @, A(t) 的 证 明 。 当 把 该 证 明 用 到 下 列 的 
新 图 式 时 ， 所 得 的 关于 了 ,PT 一 6, 9 的 新 证 明 便 将 具有 纯洁 变 元 
性 质 ， 而 且 不 含有 以 前 所 未 出 现 的 自由 变 元 (约束 变 元 ; UR>V 
或 3 一 的 应 用 变 元 b).。 
n>@, A(t) A(t),T—0 
H, Taw > Onn» 2 
. MT>6,9 
情形 8: SHA. SHAS ME, MEEBAR k 
A(x)。 与 情形 7 HA. 

”B2: 秩 2, 这 些 情形 只 能 出 现 于 就 秩 作 归 纳 时 归纳 推 步 这 
一 步 玻 中 《而 就 秩 作 归 纳 可 出 现 于 就 次 数 作 归纳 时 的 黄 基 中 或 归 
纳 推 步 中 )。 因此 处 理 它们 时 关于 秩 的 归纳 假设 是 可 以 使 用 的 . 

B2.1: ZR>2. 在 推出 Ss 时 至 少 有 一 前 提 的 后 件 出 现 M。 


混 


D 本 段 中 方 括号 内 的 字 是 译 者 加 入 的 一 一 译 者 注 。 
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情形 9a: S, 是 根据 后 件 结构 规则 S 而 得 , 而 M 既 非 C 又 非 D， 
或 者 5 是 根据 前 件 结 构 规 则 S 而 得 . 设 所 给 图 式 如 左边 所 示 。 我 
们 把 它 改 为 右边 的 图 式 ( 说 明 见 后 ). 


m>, ; I,>®, Z>., 
TI — E—>Q 混 了 IT， 一 GO 
I, Zu Ons O. T, Zu 0, On, 


因为 ME ©, (由 B2.1), 我 们 可 取 D, 一 9, 作为 新 混合 的 第 一 个 前 
提 。 由 穷 举 假设 以 及 具有 一 前 提 的 结构 规则 的 形状 , 我 们 可 以 核 
验 而 知 新 5 是 正确 的 . 新 图 式 中 混合 的 秩 比 原 式 中 混合 的 秩 少 1， 
故 根据 关于 秩 的 归纳 假设 ， 可 对 其 结论 因而 对 原来 的 尾 叙 列 而 找 
到 一 个 不 用 混合 的 证 明 . 

情形 10a: S 是 根据 后 件 结构 规则 S 而 得 , M 为 C 或 D, 设 前 


” 提 为 了 一 @8. 根据 后 件 结构 规则 的 形状 ,我 们 可 以 核验 而 知 这 时 


Pu 及 gw EZAK. 
TI —> ®, I>, 3—0 混 
了 一 0 Z—>Q 混 I, Su > Py, Q. 
II, Iu > Oy, Q. 


情形 lla: S 是 根据 具有 一 前 提 的 逻辑 规则 工 而 得 。 AR 
S 的 任何 一 个 这 样 的 规则 将 具有 下 形 : 
A,T—69, A, 
8,T>0, Ei 
XE AA 或 为 旁边 公式 或 为 空 ,而 8:8, 则 有 一 为 主要 公式 , 另 
一 为 空 的 . 
子 情形 1: 2 ARM. 因为 ME 8, 8, 故 得 ME 8@。 RIE 
所 给 图 式 写 如 下 . 
A\,T>@, A, 
5,,°>0, 8, 5—0 
Es T, Zu -> Ou, 3:9. 
并 改 如 下 (说 明 见 后 )。 


混 
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As [>0, A 3—Q9 
Ars Ts Zu > Ou, Am, Q 
Áir Ts Zu > Om, Q, Ar 
E T, Ev > Ou, Q, 5; 
F 


ië 


Ei T, Zu > Ous S,, Q. 
BLUT, Iu 作为 它 的 T， 以 Ou 作为 它 的 8. 新 工 的 结论 便 是 
ERNEST) 除却 后 件 中 公式 的 次 序 可 能 不 同 外 。 这 便 使 我 们 
可 以 推论 说 , 如 果 工 为 一 YY 或 3-> , 则 关于 变 元 的 限制 在 新 应 用 
中 亦 是 满足 的 ,因为 根据 所 给 证 明 的 纯洁 变 元 性 质 ,其 应 用 变 元 b 
不 可 能 出 现 于 原来 的 尾 叙 列 中 。 如 果 所 给 的 证 明 是 直觉 主义 的 ， 
则 (根据 引 理 32a) 0, A, 至 多 只 含 一 个 公式 . E MEO, HAH 
空 。 因此 在 新 工 以 前 的 弱 短 换 步 又 中 要 求 不 破坏 关于 > 弱 的 直 
觉 主义 限制 . 《新 工会 不 会 破坏 了 直觉 主义 限制 的 > 一 呢 9 这 可 
能 性 是 根本 可 以 除去 的 ， 由 于 比较 新 工 的 结论 和 所 给 的 尾 叙 列 而 
知之 ; 事实 上 , 工 不 能 是 > 7.) 新 混合 的 秩 比 原 混 合 少 1. 
子 情 形 2: BAM. 这 时 SOS, , 故 在 写 出 所 给 图 式 时 可 把 
它 略 去 如 下 。 
A,,T>®6,A, L 
T>6,M Z>. 
T, Zn Ou, Q. 混 
因为 久 为 M, 故 4; 不 是 M( 且 因由 了 B2.1 又 有 Me 9,4:， 故 ME 8). 
由 于 情形 1b 是 除外 的 , 故 Mg&.Q@。 利 用 这 些 事实 可 把 新 图 式 中 各 
混合 写 出 如 下 . 
4 了 了 一介 4， Z>. 
Ai, T, Zu —> Ou, Az, Q 
Ais T, Eu —> Qu, Q, A, 
T, 21 Gru, Q, M ”_>g 
T, Zu, Zu —> Oy, Q, Q 
T, 241 > Oy, Q. 
如 果 工 为 一 V 或 3 一， 则 关于 变 元 的 限制 是 满足 的 ,由 于 在 所 给 
的 纯洁 变 元 的 证 明 中 ,TT, Sus Ous Q, M 除 在 原来 二 的 结论 的 上 
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方 出 现 外 , 全 部 还 出 现 于 别处 ( 按 前 四 者 出 现 于 原来 的 尾 叙 列 中 ， 
M 出现 于 另 一 前 提 了 -> 9 中 .一 一 译 者 ). 〈 但 工 不 可 能 是 习 一 .) 
这 个 子 情 形 对 直觉 主义 系统 说 来 是 不 存在 的 ， 因 为 在 所 给 证 明 中 
有 一 叙 列 了 一 9, M， 它 的 后 件 至 少 有 两 个 M。 在 新 图 式 中 上 面 
的 混合 比 原来 的 混合 少 1 秩 ; 故 根据 关于 秩 的 归纳 假设 它 可 消去 . 
下 面 的 混合 便 将 没有 混合 在 其 上 了 .。 NMEA, A, KERER 
是 1 ,而 右 秩 将 和 原来 混合 的 右 秩 间 。 因 假设 原来 的 左 秩 之 2: 
本 混合 的 秩 比 原 有 的 为 小 ;再 根据 关于 秩 的 归纳 假设 , 它 亦 可 被 消 
£. 
情形 12a: S, 是 根据 具有 两 前 提 的 逻辑 规则 碾 而 得 ,但 直觉 主 
义 的 一 除外 . 给 出 S 的 推理 可 写 为 
Ay, T>9,A, An T >O, An 
&,,T +0, £. 
其 处 理 和 情形 11a 相似 。 在 新 图 式 中 两 个 前 提 都 先 和 2 一 9( 注 
意 Me ©) 混合 ,然后 再 应 用 工 。 
情形 13: S 是 根据 直觉 主义 的 > 一 而 得 . 因为 Me OTe 
至 多 只 有 一 公式 , 故 @ 为 M. 在 新 图 式 只 有 第 二 前 提 即 B, T 一 M 
与 一 8 相 混 合 . 
B2.2. 情形 9b 一 12b。 其 叙述 及 处 理 均 和 情形 9a—1 2a 相似 ， 
但 须 如 下 更 改 。 对 情形 11b 的 直觉 主义 核验 是 立刻 可 得 的 。( 子 
情形 2 可 直觉 主义 地 存在 的 .) 关 于 直觉 主义 的 刁 一 的 处 理 可 包 
括 在 情形 12b 内 ,只 人 须 在 第 一 前 提 写 人 8?; 要 核验 新 二 -> 以 一 个 
空 叙 列 作为 它 的 8" ,只 须 注 意 , 就 直觉 主义 情形 说 来 ,所 给 的 混合 
中 的 2 就 是 M. 
下 列 的 关于 定理 48 的 应 用 由 寇 里 [11939] 就 直觉 主义 系统 而 
给 出 . 
定理 49 ”如 果 一 公式 EE 在 直觉 主义 (古典 ) 系统 及 内 是 可 证 
的 , 则 只 用 汪 公 设 ( 刁 及 一 公设 ?以 及 关于 公式 中 出 现 的 逻辑 符号 


L 


D 参见 上 495 页 注 一 一 译 者 注 。 
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的 公设 便 可 证 出 ,但 当 YV 出 现 而 & 不 出 现时 ,VY 公设 须 包 括 $24 引 
理 11 中 的 公理 模式 9a。 l 

证 明 ”应 用 引 理 33a, 在 G1 内 不 用 分 割 的 任何 证 明 中 , 除却 
相应 于 在 尾 叙 列 内 出 现 的 逻辑 符号 的 规则 外 ， 别 的 逻辑 规则 是 不 
能 应 用 的 ， 如 果 E 中 没有 变 元 是 既 自 由 出 现 又 约束 出 现 的。 这 定 
理 可 由 定理 46( 只 用 第 一 部 分 ), 48 及 47( 两 部 分 ) 而 得 ; 否则 更 
应 用 § 33 附注 1(c)。 

寇 里 的 书 [ 1950]( 在 编写 $77 一 $80 时 作者 尚未 见 到 ) 对 坚 钦 型 
系统 理论 有 所 贡献 , 并 附 有 一 个 完备 的 文献 。 寇 里 把 主要 定理 叫 
做 “消去 定理 ”。 我 们 用 “范式 定理 ”一 名 意 在 暗示 这 定理 的 用 意 ， 
只 要 说 明 (无 须 详细 给 出 坚 钦 系统 ) 范式 是 指证 明 而 言 的 [ 它 便 很 
够 暗示 性 了 1; 至 于 “消去 定理 "一 名 我 们 仅仅 用 于 对 一 符号 或 一 记 
号 被 消去 的 情形 而 言 , 如 $ 74 那样 . (但 “范式 * 亦 有 类 似 的 缺点 ， 
即 通常 它 只 就 公式 而 言 , 如 $ 29, $ 76 那样 . ) 

下 面 两 节 专 论 本 定理 的 两 个 应 用 ,可 以 彼此 独立 地 阅读 .， 


* §79. 相 容 性 证 明 


在 G1 或 G2 中 ,关于 结构 规则 的 应 用 可 以 叫做 结构 推理 ; 关 
于 命题 演算 的 逻辑 规则 的 应 用 可 以 叫做 命题 推理 ; 关于 谓词 演 集 
的 补充 过 辑 规则 的 应 用 可 以 叫做 谓词 推理 . 
”如果 对 尾 叙 列 作 特 殊 的 假定 ， 对 该 证 明 还 可 作 进 一 步 的 范式 
化 ; 例如 下 述 的 坚 钦 [1934 一 5] 对 他 的 古典 系统 所 给 的 “推广 的 主 
要 定理 那样 . (这 与 厄 尔 勃 朗 定理 [1930] 有 密切 关系 . ) 如 坚 钦 所 
指出 的 , 这 定理 是 他 的 系统 内 推理 次 序 的 可 换 性 的 一 个 例子 。 这 
些 可 能 性 有 进一步 的 讨论 ,如 寇 里 [1952] 对 他 [1950] 的 古典 系统 
所 作 的 , 克 林 [1952] 对 这 里 所 描述 的 五 典 及 直觉 主义 系统 所 作 的 、 
例如 : 

定理 50 任 给 一 叙 列 只 含 前 束 公式 ， 其 中 没有 任何 变 元 既 自 
由 出 现 又 约束 出 现 。 又 在 古典 系 统 G1 (不 用 V> 的 直觉 主义 系 
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统 G1) 内 给 出 该 叙 列 的 一 证 明 , 则 可 在 同一 系统 内 找 出 一 个 关于 
该 叙 列 的 证 明 , 其 中 不 含 分 割 , 并 且 其 中 有 一 和 叙 列 S( 叫 做 中 介 统 
列 ) 使 得 S 内 没有 量词 ,而 证 明 中 由 S 到 尾 叙 列 的 那 一 部 分 只 使 用 
谓词 推理 和 结构 推理 。 新 证 明 又 是 纯洁 变 元 的 证 明 。 同样 可 把 
“ra RR “G2” “WBA”. 

证 明 ”把 定理 化 归于 下 引 理 。 我 们 假设 已 经 应 用 了 定理 48， 
因而 我 们 所 处 理 的 是 G1 内 的 不 用 分 割 的 (或 G2 内 不 用 混合 的 ) 
一 个 纯洁 变 元 的 证 明 . 根据 子 公式 性 质 ， 在 这 证 明 内 的 叙 列 中 只 
有 前 束 公式 出 现 . 

设 考 虑 在 这 证 明 内 所 用 的 含有 量词 的 公理 , RV 为 最 先 的 量 
词 符号 .我 们 可 把 该 公理 ( 左 ) 换 为 下 列 的 图 式 ( 右 ): 

VxA(x) > WxA(x), 
\ A(b)—A(b) 
Vz AK) 一 A(b) _ 
VxA(x) > WxA(x), 


这 里 b 是 在 证 明之 中 原 所 未 有 的 一 变 元 。 新 公理 中 公式 A(b) 较 
原来 公理 中 的 公式 VxA(x) 少 一 个 量词 。 因此 车 就 一 切 公理 中 各 
公式 内 量词 总 数 而 作 归 纳 ， 我 们 便 可 从 所 给 的 证 明 内 把 含有 量词 
的 公理 完全 消去 (保存 该 证 明 的 其 它 特 点 )。 类 似 地 , 可 以 处 理 习 
为 最 先 出 现 的 量词 符号 的 情形 . | 
今 假设 ,如 我 们 下 列 引 理 所 说 的 ,我们 能 够 把 这 证 明 中 的 逻辑 
推理 重新 排列 (保存 它 的 其 它 特 点 )， 使 得 每 个 谓词 推理 都 在 一 切 
命题 推理 之 后 。 那 末 便 将 有 一 叙 列 S (的 一 个 出 现 ), 在 它 之 后 这 
证 明 只 使 用 谓词 推理 及 结构 推理 (没有 分 支 , 因 各 规则 都 是 一 前 提 
的 )， 而 在 它 之 前 这 证 明 只 使 用 命题 推理 及 结构 推理 。 在 S 中 及 
S 以 上 可 能 出 现 一 些 具 有 量词 的 公式 。 但 这 些 公式 不 可 能 是 命题 
推理 的 旁边 公式 , 否则 结果 的 主要 公式 将 不 是 前 束 的 了 。 它们 不 
可 能 是 主要 公式 , 因为 在 证 明 的 这 一 部 分 中 并 没有 谓词 推理 。 它 
们 不 可 能 是 公理 , 因为 我 们 已 经 改过 了 。 因此 如 果 我 们 把 从 头 到 
S 的 这 一 部 分 证 明 中 , 凡 含有 量词 的 公式 的 任 一 出 现 都 删除 , 则 每 
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个 公设 的 应 用 仍然 有 效 ， 不 过 或 许 有 些 结构 推理 变 成 了 恒 等 推 理 
〈 即 前 提 与 结论 相 一 致 ), 这 时 该 推理 便 可 以 省 去 。 这 种 更 改 将 把 
S, 换 为 一 个 没有 量词 的 叙 列 S， 但 由 S 可 经 过 0 次 或 多 次 的 细 弱 
及 互 换 而 回 到 S, 然 后 再 经 过 未 更 改 的 那 一 部 分 的 证 明 , 其 中 只 用 
谓词 推理 及 结构 推理 的 , 我 们 便 得 原来 的 尾 叙 列 。 因此 我 们 便 得 
到 一 个 如 本 定理 所 描述 的 新 证 明 , 而 S HAP RT. 

5140 任 给 古典 系统 G1 (RAV 一 的 直觉 主义 系统 CN 
内 的 一 个 不 用 分 割 的 纯洁 变 元 的 证 明 , 其 叙 列 只 含 前 束 公式 , 则 恒 
可 找 出 男 一 证 明 , 具 同样 叙 列 ,而 每 一 谓词 推理 都 在 所 有 的 命题 推 
理 之 后 。 用 作 公 理 的 叙 列 在 新 旧 证 明 中 是 同样 的 ， 同 样 地 ， 可 把 
“G1”,“ 分 割 ” 分 别 改 为 “G2”,“ 混 合 ”。 

引 理 的 证 明 ” 试 考虑 所 给 证 明 中 任 一 谓词 推理 ， 并 计算 从 它 
的 结论 起 到 整个 证 明 的 尾 令 列 止 这 一 分 支 中 所 应 用 的 命题 推理 的 
个 数 。 一 证 明 中 就 一 切 谓词 推理 而 求 得 的 这 种 数目 之 和 ， 叫 做 该 
证 明 的 阶 . 今 就 阶 归 纳 而 证 明 本 引 理 . 

如 果 阶 非 0%， 则 有 谓词 推理 其 后 有 一 命题 推理 而 中 间 不 再 有 
别 的 逻辑 推理 . 
. ”情形 1: 谓词 推理 是 >V, 而 它 下 面 第 一 个 命题 推理 是 一 前 
提 的 推理 工 .如 上 所 述 , 应 用 子 公式 性 质 , 可 知 > V 中 的 VxA(x) 
不 可 能 是 推理 工 的 旁边 公式 . 故 所 给 的 图 式 将 如 左边 所 示 。 上 古典 
地 ,我 们 可 把 它 改 为 右 图 式 . 


Tı>®, A(b) per T: > @,,A(b) > 
TiO, VxAG) TO,ACb), YAG) - 
PERTON RG, AG), WAR), 8, 
T,—>®,\VxA(x),®,, T, > ®, VxA(x), ®,, A(b) 


T:> 0, VxA(x), 8, 
所 以 用 一 弱 是 考虑 到 ,在 所 给 图 式 弱 短 换 步骤 中 可 能 有 一 是 ~ 短 
而 以 WxA(x) 作为 C。 由 原 给 证 明 的 纯洁 变 元 性 质 可 以 保证 在 新 
终 式 内 使 用 > V 时 关于 变 元 的 限制 是 满足 的 。 直 觉 主义 地 则 8, 
0,0, ROSE , 故 在 新 图 式 中 可 删 去 一 弱 ， 这 个 更 改 把 证 明 的 
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阶 数 减 1. 

情形 2: -一 Y 跟 在 两 前 提 的 命题 推理 工 之 后 。 古典 地 说 可 仿 
上 面 的 处 理 , 但 在 二 之 上 须 多 列 一 个 额外 前 提 ( 左 或 右 ), 而 在 新 图 
式 内 额外 前 提 之 前 还 须 列 一 个 > 弱 ( 除 非 工 为 D) 直觉 主义 
地 说 , 工 只 能 是 D 一 ,而 额外 前 提 必 是 左前 提 . 

情形 3 一 8: 对 Y 一 跟 在 一 前 提 或 两 前 提 的 命题 推理 之 后 的 
情形 ,不 论 古 典 地 或 直觉 主义 地 ,其 处 理 基本 上 都 和 对 > VE 
典 处 理 相 仿 。 关 于 一 习 及 习 一 的 四 个 情形 则 对 偶 地 处 理 ， 

Wl 若 在 直觉 主义 系统 Gl 内 还 用 到 V 一 ， 则 定 理 50 不 
再 成 立 。 试 考虑 下 列 的 证 明 。 

Ala)>Ala) 3 _A(b)>A(b) 
: A(a) > 3xA(x) A(b) > 3(x)A(x) ae 
A(a)VA(b)>3xA(x). 

信 设 另 有 一 个 证 明 如 定理 中 所 描述 的 , ABDI Ss HRT 0 
Wine Ala) VAC) 的 0 个 或 多 个 出 现 , 而 g 为 空 或 为 
A(t), 为 一 项 ,因为 从 尾 叙 列 到 S 而 向 上 读 时 。 弱 短 换 步 又 (如 
果 有 的 话 ) 只 能 省 去 .重复 或 互 换 公 式 而 不 能 引入 新 公式 ， 而 谓词 
推理 (如 果 有 的 话 ) 只 能 是 一 3, 它 (向 上 读 时 ) 把 3xA(x) 改 为 . 
A(t), 但 如 果 五 或 多 为 空 ， 则 把 引 理 33a 及 33b 照 $78 例 + 那样 
使 用 , 可 知 在 Gl 中 非 用 分 割 不 能 证 明 工 一 8。 Ak > © 只 能 
2 A(a)VA(8) >A) B. -项 t 可 为 a 或 为 6 或 否 。 试 设 t 
Aa, 则 由 定理 47 系 在 命题 演算 及 内 将 可 证 明 Ala) VA) 
A(a); 由 $25 定理 4, AVBDA 亦 可 证 , 这 与 $28 PHO WF 
盾 . . 
相 容 性 定理 ” 坚 钦 应 用 他 的 推广 的 主要 定理 来 证 明 已 经 先 由 
阿 克 曼 ， 汉 纽曼 与 厄 尔 勃 朗 所 得 到 的 那些 相 容 性 结果 。 AREN 
[1936] 及 希 尔 柏 特 - 伯 尔 奈 斯 [1939] 对 公理 理论 叙述 一 个 一 般 相 
容 性 定理 , 他 们 是 根据 阿 克 受 的 处 理 而 得 的 。 我 们 现在 便 叙 述 这 
个 定理 , 

由 数论 、 几 何 或 代数 所 作 的 公理 理论 ， 如 果 可 以 构造 性 地 ( 即 
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用 有 穷 性 语言 ) 作 出 该 理论 的 模型 , 或 更 准确 地 , 作出 它 的 概念 及 
公理 的 模型 《$ 14)， 那 末 便 可 使 用 这 条 定理 以 元 数学 地 证 明 其 相 
BET. 

这 个 理论 将 形式 化 为 一 形式 体系 ， 其 中 的 项 及 公式 将 由 一 些 
MARES cy eq, 函数 符号 和， RAS Pi. > P; 
再 使 用 谓词 演算 互 的 还 辑 符 号 体系 而 作出 .除却 谓词 误 算 及 的 公 
设 以 外 ,这 体系 可 以 附加 上 有 限 多 个 或 无 穷 多 个 公理 。 

要 作出 一 个 构造 性 的 模型 ,我们 必须 从 一 个 客体 域 DD 出 发 , 客 
体 个 数 或 有 限 ( 但 非 空 或 可 数 无 穷 多 。 在 任何 情形 下 ， 我 们 均 可 
把 DD 取 为 自然 数 域 N, ANH, 如 果 它 未 有 枚 举 , 可 先 对 它 选取 一 个 
固定 的 能 行 枚 举 ( 如 果 它 为 有 穷 , 则 枚 举 容许 重复 ), 然 后 不 讨论 原 
来 的 客体 而 讨论 该 枚 举 号 码 。 实际 上 , 有 时 直接 讨论 别 的 域 更 为 
AE. 对 有 穷 域 的 情形 ; 可 用 下 法 得 到 一 个 更 简单 的 处 理 : 把 
$36 定理 20 推广 ,使 其 赋值 过 程 包括 个 体 符号 及 函数 符号 . 

要 建立 模型 ,其 次 的 步骤 是 把 个 体 符号 ,函数 符号 及 谓词 符号 
在 域 D 内 加 以 释义 , 即 要 在 D 内 选 出 一 些 客体 c，-…， eq 作为 Fis 
tto eq 之 值 , 选 出 其 定义 域 为 乙 而 函数 值 在 忆 内 的 函数 六 * +> fe 
作为 及 ，.…, f, 之 值 ， 选 出 其 定义 域 为 D 的 逻辑 函数 或 谓词 Ps 
tees Ps 作为 P，……，P, 之 值 。 要 使 得 模型 是 构造 性 的 所, -……， 
必须 是 能 行 地 可 计算 的 函数 ， 而 P.,.… , P, 必须 是 能 行 可 判定 
的 谓词 . 在 这 情形 下 我 们 说 ， Eis èta Caria’ ,fs Rs "to; 是 
Cis eg 石和 Pi ,了 ,在 DD 内 的 能 行 释义 . (C4DAN 
时 ,根据 $$ 60, 62 MEIA TAMA f oe f P *P, 是 一 
般 递归 的 , 这 时 我 们 便 有 一 般 递 归 释 义 。 但 是 相 容 性 理论 无 须 和 
印 吉 论 点 发 生 联 系 ， 因 为 我 们 只 须 承 认 在 每 一 次 应 用 相 容 性 定理 
时 ,我 们 所 选用 的 特殊 的 六， …: 访 , Piss …，P, 是 能 行 的 便 成 了 . ) 

任 给 一 个 能 行 释义 , 并 使 用 关于 D, &, V, 一 的 二 值 真 值 表 
($28), 我 们 便 得 到 一 个 赋值 过 程 ,使 得 任 给 一 个 不 含量 词 的 公式 
A(tx，'…，xn)， 其 中 只 含 不 同 变 元 x，- …，, x, SMD AER 
Eika Ras ts x 以 作 x,，……, xe 之 值 , 我 们 都 能 够 能 行 地 决 
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SE, AG ++. x.) 的 值 究竟 为 t( 真 ) 或 为 I( 假 ).〈 当 D 为 N 时 ， 
h $4544 A, C, D ,这 公式 所 表示 的 谓词 Ar tte a) 是 原始 
BIBT fi> re fr Pia tes PAY.) 

当 域 D 为 N 时 ,我 们 经 常 不 说 当 x. 5, 取 自 然 数 zx os 
xs 时 Al, ,xs) 的 值 ,而 更 方便 地 说 AG, ee x) 的 值 (这 
里 x,* X, 分 别 为 相应 于 自然 数 RN: x; 的 数字 )。 当 我 们 
ZB, Aa", x.) 便 是 在 下 列 的 推广 的 符号 体系 内 的 公 
式 ,该 体系 包括 (如 果 必 要 ) 0 作为 个 体 符号 而 ” 作为 函数 符号 ,而 
该 释义 亦 被 推广 使 得 0 与 > 取得 通常 的 值 。 我 们 可 假定 , 如 果 原 
来 符号 包括 有 0 或 > ， 则 在 原来 释义 中 ，0 与 7 必须 取得 通常 的 
值 。 当 DD 不 是 N 时 , 我 们 亦 可 同样 做 法 。 这 时 对 也 的 每 个 客体 r, 
必须 配 有 一 个 特殊 的 缺 变 元 的 项 x (类 似 于 数字 ); 而 符号 体系 及 
汉 淡 必须 推广 (如 果 必 要 ) 使 包括 这 些 项 (与 原 有 有 释义 须 一 贯 )。 对 
无 论 那 一 种 情形 ,我 们 都 把 域 D 的 元 素 x 叫做 “ 数 ” ,而 表示 > 
个 缺 变 元 的 项 并 叫做 “数字 ”。 符号 体系 的 推广 (如 果 必 要 ) 只 
于 帮助 描述 赋 什 过程, 无须 应 用 到 所 考虑 的 形式 体系 ， on 
要 这 样 做 时 。 
| Ze ON py ROE eT BARRA ATO A 
须 是 真 的 ， 因 为 公理 (一 般 地 说 ) 含 有 变 元 ， 所 以 对 于 ARME 
比 赋 值 过 程 所 给 的 更 为 一 般 的 意义 。 我 们 只 就 前 束 公式 (§35 定 
理 19) 而 表述 它 。 先 考虑 一 个 闭 前 束 公式 ,例如 设 为 3y1Vx3y;Vx 轨 
ysAlyı> Xis Yao Xo Y) XE AG Xo Yo xy Ys) 不 含量 词 ,并 且 只 
Aal 设 把 这 公式 叫做 “G”。 Ees tsez 
ff Ps, 的 释义 以 及 量词 的 通常 意义 之 下 , G 为 真 当 且 
仅 当 有 一 数 y 使 得 每 一 数 x 都 有 一 个 依赖 于 x 的 数 y,( 写 之 为 
N) 使 得 对 每 一 数 x; 都 有 一 个 依赖 于 x 与 x; 的 数 (52 
为 EACH x2)”) 使 得 
(D Aly Xis yi(x1), Xz, ys(zri， Su 
具有 值 t《 这 里 ya) 是 相应 于 数 ICE) 的 数字 、 SS). 就 元 数 
学 的 目的 言 ，、 我 们 还 希望 这 存在 姓 是 作 构 造 性 地 理解 的 ， 即 ys 
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yC) SEPA EN E yl r) EDAEN 21, x;) 都 是 
ARHI. AFE, yr) K yaC 23) 应 该 是 能 行 地 可 计算 的 函 
数 。 因此 ,我 们 说, G 是 能 行 地 真 的 , 如 果 有 一 数 y, 及 能 行 地 可 计 
RAR I) Kyla, za) 使 得 对 每 个 x 及 zx, 言 (1) BR. 
〈 当 只 为 时 ,根据 印 吉 论 点 ,我 们 可 以 期 望 (xz 与 ys(xi, x2) 是 
一 般 递 归 的 , 这 时 我 们 说 G 是 一 般 递归 地 真 的 . ) 一 个 开 前 东汉 起 
叫做 能 行 地 (一 般 递 归 地 ) 真 ， 如 果 它 的 闭 包 如 此 。 一 个 无 量词 的 
公式 叫做 可 核验 的 ,如 果 对 它 的 变 元 代 以 任何 数字 后 ,所 得 的 公式 
EREJE TERRA t, 若 用 现在 的 用 语 说 , 它 就 指 一 个 能 行 地 
真 的 无 量词 公式 . l 

实际 上 ,我 们 对 ya) 及 .ys(x1,*2) 而 要 求 其 能 行 地 可 计算 ;不 
过 是 强调 在 构造 性 地 使 用 存在 量词 时 无 论 如 何 都 需 满足 的 条 件 ; 
但 要 想 元 数学 地 断定 其 相 容 性 ， 在 别 的 方面 (并 未 明 述 ) 对 定理 的 
假设 亦 必须 作 构 造 性 的 理解 , 例如 ， V1 WR yr) 与 ya(x, x2) 的 
描述 都 必须 是 能 行 地 给 出 的 ， 而 关于 (D 对 任何 mi x*; 言 都 取 值 
t 的 证 明 *(demonstration) 亦 必 须 是 根据 有 穷 性 的 推理 的 (参见 $62 
关于 邱 吉 论 点 之 逆 的 附注 .) l 

一 前 东 公 式 ， 如 果 其 中 任何 Y 量词 都 不 在 习 量 词 之 后 ， 便 叫 

做 V3. 前 束 公式 . 

定理 51 设 项 与 公式 是 如 下 地 构成 的 ,以 s，… ,eq, Lise ety 
fo Pas ++, P, 作为 非 水 辑 常 项 用 谓词 演算 如 的 逻辑 符号 体系 而 
构成 。 则 对 于 任何 给 定 的 域 D 以 及 在 D 内 对 这 些 常 项 所 作 的 能 行 
赋值 ,都 有 : er 

(a) 如 果 了 为 能 行 地 真 的 闭 前 束 公式 。E 为 一 个 闭 V 引 前 束 公 
VERMRAHNXNETH-ENIE 是 能 行 地 真 的 . 

(b》 任 何 形式 体系 5, 如 果 它 的 公设 是 谓词 演算 五 的 , 它 的 每 
个 公理 都 是 (或 在 五 内 等 价 于 ) 一 个 能 行 地 真 的 前 束 公式 ,又 如 时 
EX Y 引 前 束 公式 且 在 S 内 | 一 E, 则 王 是 能 行 地 真 的 。 在 特例 , 8 
是 简单 相 容 的 . i 

由 (a) 到 (b) 的 证 明 .、{ 在 S 内 E) > (HATE, 这 里 
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TES 中 有 限 多 个 非 逻 辑 公 理 }-> (EHA DE, RET 是 等 
价 于 工 的 前 束 式 的 闭 包 , 该 前 束 式 是 能 行 地 真 的 ,帮工 INA, E 为 
E 的 闭 包 } {E 是 能 行 地 真 的 } (H G), 以 Ts E EXET, 
E ) 一 {E 是 能 行 地 真 的 }。 在 特例 ,1 = 0( 就 通常 释义 下 的 数论 
符号 体系 而 论 ) 或 As 一 A〈 而 A 不 含量 词 ) 不 是 能 行 地 真 的 ， 改 在 
S 内 是 不 可 证 的 。 因此 依 $28 中 第 二 说 法 的 定义 , S 是 简单 相 容 
的 ， 

(a) 的 证 明 。 如 果 给 出 的 是 在 直觉 主义 吾 内 TH-E, 则 在 古典 
五 内 当然 更 有 TH 一 下 ， 因 为 直觉 主义 的 公设 8 是 古典 地 可 证 的 
(§ 23), 

因为 T,E 是 闭 的 , EERTE 中 一 切 变 元 保持 固定 ,在 叙 
列 了 一 王 中 没有 任何 变 元 既 自 由 出 现 又 约束 出 现 。 由 定理 46 及 
50 ,在 古典 谓词 演算 G1 内 有 一 个 关于 了 一 上 的 证 明 , 具 有 定理 50 
所 描述 的 特点 . 设 中 介 和 令 列 出 现 处 为 第 h 层 . 

仍 举例 说 明 , 设 T 为 上 述 的 公式 GME W Vvvv3wB(v, va 
w), 这 里 BCvi, vs w) 不 含量 词 并 且 只 含 已 写 出 的 不 同 变 元 . 

任 选 一 对 数 01, 72. 

我 们 将 作出 一 系列 的 操作 ,每 个 相应 于 G1 的 证 明 中 的 一 个 谓 
词 推理 ,从 最 低层 开始 ,逐步 上 升 ， 每 一 个 操作 都 是 把 自由 出 现 于 
推理 前 提 的 每 个 变 元 在 整个 树枝 中 的 每 次 出 现 都 代 以 一 数 字 (下 
文 加 以 明 指 )， 当 把 这 操作 对 一 个 根据 一 VY 或 3 一 而 作 的 推理 来 
实施 时 ， 该 推理 当然 被 破坏 了 . 所 给 的 证 明 是 一 个 纯洁 变 元 的 证 
明 ， 故 应 用 一 Y 或 习 一 时 ， 其 应 用 变 元 b 不 出 现 于 它 的 前 提议 
后 。 设 该 推理 的 前 提 在 层 数 8 或 低 于 层 数 g( 入 办， 则 对 该 推理 
而 实施 上 述 操作 时 , 这 时 期 可 叫做 时 期 g。 根据 引 理 36 可 知 , 这 
时 凡 其 前 提 在 层 8 以 上 的 原 有 各 公设 "的 应 用 都 将 变 成 对 同一 公 
设 的 一 个 应 用 ， 但 该 应 用 却 是 属于 其 符号 体系 已 扩张 到 (如 果 必 
E A Gl, 


1) 按 指 规则 ,又 度数 是 由 下 而 上 地 计数 的 一 - 译 者 注 。 
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现在 我 们 明白 指定 ,在 代 人 时 数字 应 如 何 选择 ,同时 并 就 g 作 

-归纳 而 证 明 , 如 果 g <A, 则 在 第 8 时 期 第 g 层 (在 内 ) 以 下 各 叙 列 

均 有 下 列 性 质 (叫做 性 质 P): 其 前 件 (后 件 ) 只 含有 形 如 左 行 ( 右 
行 ) 所 示 的 公式 


3yVxi3y;Vx3y3A yi, X19 Ya» X29 Y3) VvivVv3wB(vi, v2» w) 
Vx,3y3Vx3y3A(Yı> X15 Yao X29 Ys) Vvz3wB(viy va. w) 
By, WV rYA (Y1 tis Ya> X29 Ys) 3wB(v,. v,, w) 
Vx3yA(yı> ths Yıltı) 5 X25 Ys) BCvi, Vi, s) 


3y;A(yı> tis Yıltı)tıs ys) 
A(y ty Yat) s tas y(t1, f2)) 

RE uu 5s 为 没有 变 元 的 项 , 1 与 z 为 在 所 给 的 能 行 释义 之 下 
t 与 & 所 分 别 表 示 的 数 ， 而 yi» y) YC 22). Vi» Vi 分 别 为 相 
应 于 数 yis vit)» VCs 2) 0 OMS, BF yoy eB vila, 
x2) 则 分 别 为 根据 G 为 能 行 地 真 这 假设 所 给 出 的 数 及 能 行 地 可 计 
AR. 

ME: 8 一 1 RERSONMTRKRTEe MEAP. 

归纳 推 步 : 8 > 1。 对 g > 4 言 ， 归 纳 命题 空虚 地 成 立 . 当 
g 委 4 时 , 根据 归纳 假设 , 在 当时 的 树枝 图 式 中 , Be AFERI 
具有 性 质 P。 我 们 根据 由 层 & 变 到 层 g 一 1 时 所 使 用 的 推理 而 穷 
举 . | 

情形 1: >V. 就 我 们 的 例子 言 ， 这 时 主要 公式 必 是 两 形 之 
一 ,例如 〈 设 用 第 二 个 ) 为 Vvw3wB(v, v2. w). 旁边 公式 便 是 3wB 
(vi, b, w), 而 b 便 是 原来 VY 的 应 用 变 元 b。 我 们 把 各 次 出 
现 的 b 都 代 以 vw, 实 即 只 在 前 提 《 在 层 8 处 ) 中 旁边 公式 处 以 及 在 
Ee 以 上 的 叙 列 处 。 由 于 这 操作 ,在 层 g 处 也 具有 性 质 P, 因为 旁 
边 公 式 变 成 IwB(v, v w)，、 而 这 是 性 质 了 所 容许 的 后 件 形式 之 

一 ,而 叙 列 中 所 有 其 它 公 式 不 外 是 结论 中 相应 公式 的 复 本 , 依 归纳 

假设 ,后 者 的 公式 已 经 属于 所 容许 的 形式 . . 

情形 2: Vo. 就 我 们 的 例子 言 , 主 要 公式 必须 是 两 形 之 一 ， 
例如 ( 设 用 第 二 个 ) 为 VIAC ts VC) xy); SHARE 
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星 下 形 ACY, tis ld t*s y) XE HA, 由 于 以 前 对 原 
来 推 埋 中 的 t 作 代 人 而 得 的 。 根据 归纳 假设 , 在 层 8 A FERA 
中 , 没有 任何 变 元 是 自由 出 现 的 , 因此 在 前 提 中 只 有 上 中 的 变 元 
才 自 由 出 现 . 今 把 这 些 变 元 (如 果 有 的 话 ) 的 每 一 个 出 现 处 ( 即 只 
在 层 g 的 旁边 公式 处 及 层 £ 以 上 处 ) 都 以 代 0( 当 DD 为 N 时 或 代 以 
某 个 特别 明 指 的 数字 。 这 样 ,旁边 公式 便 变 成 3ysA(y, ts Yaltı)> 
tas Ya) > 这 里 是 对 t* 作 这 个 代 人 的 结果 ,而 层 & 的 其 它 公式 没有 
更 改 ,并 且 已 经 具有 性 质 P 所 容许 的 形式 . . 

情形 3: 一 3。 仿 情形 2( 就 我 们 的 例子 言 , 主要 公式 的 可 能 
形式 只 有 一 个 ). 

情形 4: 3 一 。 就 我 们 的 例子 言 ， 主 要 公式 可 以 为 三 个 形式 
之 一 , 例如 设 为 3y2Vxs3ys;A(y, tis yr. Xi， y3)3 旁边 公式 便 呈 下 形 
Yx3yA(y toby x» ys) Mb 为 原来 的 。 我 们 便 把 b 代 以 数字 
y(t). 

情形 5: 弱 短 换 .其 前 提 已 经 具有 性质 P， 因为 除 结论 中 所 已 
出 现 的 公式 外 它 不 具有 别 的 公式 ;这 时 无 需 任 何 操作 . 

.这 样 便 完 全 明 指 了 各 操作 ,并 证 明了 ， 在 第 g(g <4) 时 期 从 
层 8 《在 肉 ) 以 下 的 叙 列 都 具有 性 质 P。 故 到 第 4 期 ， 当 对 古典 
谓词 演算 G1 内 所 给 的 证 明 已 经 全 部 作 了 更 改 ， 这 时 中 介 统 列 既 
然 不 含有 量词 , 便 变 成 下 形 

A(Yıs tus Yaltu)> thas Y3(tis 22))> ts A(y,, ti» Gas 

th ¥3(t1,> 11,)) 一 BC(vi v2 5), tt’ BY, Vis Sm). 

DAFF ia Bi BYE SY BH ER BE RIX AUF — IE 
明 ， 这 证 明 是 属于 把 数字 加 入 符号 体系 后 的 命题 演算 G1 的 ， 因 
此 根据 定理 47 系 , 在 命题 演算 态 内 可 证 出 下 公式 

AlYıs tus yt), tras Yaltus 112))&: - "&A(Yı> ty,» Yıltı)> ti» 

y3(t1,> 11,)) DBCv,, Vo s) Vee VB(YV, Va, Sm) > 
因此 由 $ 28 定理 (R § 25 定理 4), 当 把 它 的 不 同 的 素 成 分 当 作 
不 同 的 命题 字母 时 , 在 命题 演算 的 赋值 过 程 下 它 是 永 真 的 。 在 特 
例 , 在 所 给 的 非 逻辑 常 项 的 能 行 释义 之 下 , 不 同 的 素 成 分 (其 中 不 


.519» 


BER) BRE tR f 如 果 便 指派 以 这 些 值 ， 则 上 公式 恒 取 值 +. 
根据 假设 , 就 任何 数 对 zo n A (1) 恒 取 值 t。 故 根据 &, D, VAI 
赋值 表 ,B(v，v:，s)，.…，B(Cvi，v， m) 必 有 一 取 值 t。 设 首先 取 
得 值 t 的 是 BCv,,v;, s)， 则 没有 变 元 的 项 s 便 表示 一 数 “一 个 使 
得 BCv,, v8) 取得 值 + 的 数 . 

当选 定数 mm 后 ,获得 这 数 sa 的 整个 过 程 都 是 能 行 的 ;因此 
=w(v, 02) si wor» v) 是 一 个 能 行 地 可 计算 函数 。 因 此 对 每 个 
vis v B’ 
(1) BCvi va Wris ¥2)) 
都 是 t, 即 E 是 能 行 地 真 的 , 正如 所 要 证 明 的 . 

附注 1。 上 面 的 构造 可 使 我 们 不 管 函数 与 谓词 有, > 大， Pi 
Po WC), Pris x) 的 本 性 为 何 而 对 函数 wo, n) 与 它们 
之 闻 的 关系 说 一 些 话 。 4YDINN, 不 管 对 该 定理 作出 能 行 性 假 
设 与 否 ,我 们 都 有 : (a) wv 是 原始 递归 于 fist tt ofres 已 
为 的 . 因为, 我 们 可 就 8 作 归 纳 而 证 明 , 如 果 g <h, 则 在 第 g 时 
期 中 , 当 EN ,在 树枝 中 自由 出 现 的 每 一 项 r， 如 恰巧 含有 了? 
个 不 同 的 变 元 , 它 便 表示 一 函数 {(o， 025 ty +, up), BAF fre 
etea frs Yao Y3 及 常 项 . W sC =l, +++, m) 便 表 示 一 函数 srs 
n) 亦 显 式 于 诸 f yo y KADM m BCO, v s) 的 每 一 个 素 成 份 
亦 都 表示 一 个 谓词 ， 显 式 于 诸 f> Yoo Vso 党 项 及 已 +a Po BE 
$454 4# A, C, D 可 知 ,B(vi, vis s) 便 表 示 一 谓词 Bo n). A 
BAF fho ttes fes Pas oes Pos Yao ys. WEMA HF, 30 B; fF 
0.548 s: 作 p; (不 需要 Pmi) EER a) T. 更 明 指 一 些 : (b) 
w BAT fo er Ir> Yao yj， 十 ，"， sg» Pry *"*> P; RERE 
FETA 4 12,9). 

应 用 定理 52 就 $73 例 2 所 描述 的 原始 递归 谓词 R(x. 
y): 形式 系统 5S， 公式 A(x)(x 一 0, 1, 2,…) ME: A(x) 在 3 
内 可 证 , 仅 当 (Ey)R(x, y) 时 . (事实 上 , 在 所 想 作 的 释义 下 , 每 
VE S 内 可 证 的 VA 前 束 公式 都 是 能 行 地 真 的 . ) 

证 明 当 区 域 为 自然 数 域 而 非 逻 辑 常 项 0,1,f,,……,f, = R 
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所 想 作 的 而 释义 时 (这 是 能 行 的 ), 即 当 分 别 灵 义 为 0, 1, Gis vets 
op» = if, S 的 公理 全 是 可 核验 的 ( 故 能 行 地 真 的 )， 故 (b) 可 应 
用 . BEE ACx) 即 ayfa, y) 一 0 EIER ER: 如 果 在 3 内 
HACx)， 则 在 这 释义 下 A(x) 是 能 行 地 真 的 ; 即 有 一 y 使 得 f(xX， 
y) 一 0 为 t( 即 使 得 pk(x, y) = 0), BU (Ey) R(x, y). 

定理 53 (a) 罗 宾 孙 系统 ($49 引 理 18b) , 没 名 之 为 S, 是 简单 
相 容 的 (而 每 个 在 S 内 可 证 的 V3 前 束 公式 都 是 能 行 地 真 的 ).(b) 
E S 内 任 给 一 个 原始 递归 谓词 R(x, y) 及 数字 地 表示 它 的 公式 
R(x, y); WHE $49 定理 27 系 证 明 中 的 方法 而 获得 的 ， 我 们 有: 
H3yR(x, y) R4 (Ey) R(x, yi. (c) ES AK $61 例 1 中 的 
AR Ala, b) 及 Bla, c) 是 根据 定理 27 系 的 证 明 的 方法 而 获得 
的 , 则 有 ((52) 之 逆 ): {F-B(Cx)} > (Ey) W(x, y). | 

证 明 只 须 就 古典 系统 而 证 明 本 定理 便 够 了 ,因为 ,和 如果 在 直 
觉 主义 系统 内 能 够 证 明 1 = 0 或 3yR(x,y) 或 B(x)， 则 在 古典 系 
统 内 必 能 够 证 明 它 的 ， 

(a) 除却 *137 (或 *136) 外 ,在 通常 的 (能 行 的 ) 释 义 下 ,十 三 
个 公理 都 是 可 核验 的 、 若 应 用 $35*90, 我 们 可 把 #137 化 成 一 个 等 
DEI Va 前 束 式 Ibla = 0Va =b). 这 是 能 行 地 真 的 ， 因 可 取 
bla) = a 一 1, 这 时 对 于 每 个 自然 数 4 言 , a 一 0Va 一 (b(c)》 都 
取 值 t. 

b) 我 们 不 能 直接 应 用 相 容 性 定理 , 因为 3yR(x, y) 不 是 V3 
前 束 公式 ,但 是 我 们 将 证 明 ( 根 据 下 引 理 ), 可 以 在 S$ 内 加 入 一 些 含 
有 新 谓词 符号 的 公理 ,并 把 释义 能 行 地 扩张 到 新 谓词 符号 去 ,使 得 
每 个 新 公理 在 谓词 演算 内 都 等 价 于 一 个 能 行 地 真 的 前 束 公式 ， 并 
且 在 结果 所 得 的 系统 8 内 有 LSC, y) ~ Rx y), XE S(x, y) 
不 含量 词 而 在 释义 之 下 它 是 表示 R(x, y) 的 . 于 是 便 可 以 如 下 地 
得 到 (b): 

{在 SS 内线 3yR(x, y)}-> {ES 内 上线 3yR(x, y)} 
一 { 在 8 内 于 3yS(x, y)} > (Ey)R(x, y). 
EA A(x, y) 为 一 公式 不 含量 词 并 且 只 含有 写 出 来 
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的 不 同 的 变 元 ,又 设 对 它 的 非 逻 辑 常 项 给 出 一 个 能 行 的 释义 , 设 在 
这 释义 之 下 , AG y) 表示 谓词 A(z, y). 设 A(x) 为 一 新 谓词 字 
HH. Gè 
(1) (Ey)A(z, y) > (Ey)y<r (as y) 
而 v(x) 为 能 行 地 可 计算 函数 ， 设 
(2) A(#) = (Ey)A(x, y). 
设 A(x) 由 AG) 而 释义 (根据 (1)(2), 后 者 是 能 行 的 ). MZEE 
演算 中 下 公式 
(i) A(x) ~ 3yA(x, y) 
Bee 同样 可 把 “x, y” 改 为 u: ts 
xn Yio "> ym 。 《b) 仿 此 可 把 存在 量词 改 为 全 称 量词 ((1) 中 
“一 ” 须 改 为 “< 一 ). a 
引 理 41 的 证 明 《a) 把 (让 中 的 ~ 复原 ,并 用 *96,*89, *97 及 
*91, 我 们 便 得 到 它 的 一 个 V3 前 束 形 的 等 价 式 
(ii) Vyaz[ {A(x)DA(x, z) }e{A(x, yDAG)}]. 
这 公式 是 能 行 地 真 的 可 取 z(x,y) 一 nzz<roA(xz，z)。 
Cb) 仿 此 , 若 用 *95, *89, *98 及 *91 ,我 们 得 
Vy3z[{Ä(x)DA(x, z)}&{A(x, z)DA(x)}]. 
这 是 能 行 地 真 的 可 取 z(x, y= PR rex A(x, z). 
定理 53(b) 的 证 明 ( 续 完 ) 根据 由 849 定理 27 到 定理 27 系 
的 证 明 可 知 ,只 须 证 明 下 一 事 便 够 了 , 即 在 定理 27 的 证 明 中 ,可 把 
S$ 扩张 使 得 当 把 P(x +++ > w) 释义 为 p(x tts te) = w if 
有 ÈC, etts Xas Ww) ~ P(x, xn W). 
情形 (Vb)， 由 归纳 假设 ，5S 已 经 扩张 包括 了 谓词 符号 OC, 
"*» Xas w) 及 Rk(y, Zo X29 °° % 9 Xn w), 使 得 当 把 Q(x, “* "5 Xa» 
WEL CHR) = w i RCY, zs xs +s xao W) ENY 
X(y, Zs Xis ry Xn) = gw 时 有 FQ(x， ty Xps w) ah Q(x» why 
xn wW) 及 ERGY, zw) R(y> Zs 23°, x» Ww), & 
引入 a&b (如果 还 没有 的 话 ), 它 将 释义 为 a <b, HAHN ae 之 
b~a<b, B atb ~ aele +a=b), Hille SEH S| 
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41 中 的 上 界 y <vo n). 我 们 再 把 5 扩张 (如果 还 没有 的 话 ) 
来 包括 谓词 符号 $C, d, i, w), 它 将 释义 为 8(c, d, i) 一 w, 使 得 
有 Ha(c, ds i, w) ~ BCe, d, i, w); 根据 BCe, ds is w 的 定义 及 
$41* 《180), 这 可 以 经 过 几 个 步骤 (读者 可 自 做 ) 而 得 到 ,其 步骤 太 
体 与 下 面 所 做 的 相似 。 我 们 再 引入 DCe, d, is xo tts Xa) EX 
X (Eu)(Ev)[ß(e,d, i’) = ugple, dy i) = v&X(i, v, Ys ***, 
ta) = ul, 其 公理 为 D(c, ds is xm，.…，x,) ~ 3u3v[B(c, d; Zu) 
&B(c dy is v)&R(Ci, vs xa» “8s Xe» WI, 并 以 a <A, ds 7)， 
YS Ble. d, i) 作为 其 界 . 其 次 我 们 再 引 人 Elcs ds yyx taxa) 
释义 为 (D[i < y > (Eu) (Ev)[B(es di) = u&B(c, dy i) = va 
Kin …，xzn) 一 w]]， 其 公理 为 Eley dy yo xa tta He) ~ 
Vili<yDD(Ccy d; i x -…，, x) ŽERA: <y. 然后 我 们 引 
A È DINE PCy, xas +++ > xno w) 中 最 前 的 3u, 所 用 的 界 为 x 过 8 
(esd, 0); 最 后 引入 P 以 消去 acad, 所 用 的 界 为 c 和 < C 及 d < DD， 
这 里 C,D 如 557 例 1 (A) 所 描述 ， 而 n(y> 2°, Xp) = 9()， 
Xas tts Xn). 根据 $49 定理 I 情形 (Vb)(c), 可 知 用 以 释义 Ply, 
X29 °° *%9 Xas w) 的 那个 谓词 P(y, Xas °°° Xp w) RARE PO: 
Kip Xn) = w3 IE RE TER. 
HP(y, Kt Xps W) ~ P(y; X29 "93 Xay Wie si 

定理 53(c) BER 仿 上 ,根据 证 明定 理 27 wm 

Ve ÑE. 
定理 53(a) 给 出 了 在 $ $ 76 定理 54 的 第 一 个 证 明 中 所 需要 的 

相 容 性 (定理 53(b) 及 52 则 给 出 了 $76 附注 2 的 证 明 所 需要 的 性 
质 六 

定理 55 ”如 果 把 其 中 的 归纳 模式 限制 为 : 在 A(x) 中 x 不 能 
自由 出 现 于 一 量词 的 辖 域内 ， 则 第 四 章 的 形式 数论 系统 是 简单 相 
容 的 .〔 阿 克 曼 [1924-5], 冯 纽曼 [1927]; 参 见 希 尔 柏 特 - 伯 尔 奈 斯 
[1939], 第 121 页 ,第 122 页 及 第 127 页 .) 

更 进一步 : 在 它 之 内 所 证 出 的 任何 Va 前 束 公式 都 是 能 行 地 
真 的 ， 即 使 再 加 入 罗 宾 孙 公理 ( 引 理 18b) 以 及 加 入 在 定理 53(b) 


® 523 « 


(c) 两 部 分 证 上 明 中 所 用 到 的 公理 亦 仍然 如 此 ,此 外 这 两 部 分 对 本 娄 
统 亦 可 适用 . 

证 明 把 本 定理 化 归于 下 引 理 ,只 就 古典 系统 证 明 本 定理 便 
BT. 我们 首先 处 理 A(x) 不 合 任何 量词 的 情形 ， 然后 根据 引 理 
42 便 得 本 定理 之 证 . i 

Se Si 13 而 得 的 一 公理 ， 设 它 的 A(x) 
A A(x, xo 5% 只 含有 所 写 出 的 不 同 变 元 ,并 且 不 含 任何 量 
ERBEN, A(X, X19 703%) 表示 一 个 (原始 递归 ) 谓 词 
A(x, xi- ……，xzn)。 藻 用 *89 及 *98， 则 该 公理 等 价 于 
3y[A(0，x，-…，xn)g(A(Cy， xxn)DAC -xn)) 

DA(x, 5°, %)]. 
这 公式 是 能 行 地 真 的 ,可 取 
0 如 果 A(x, ri et xa) VACO, zi， 
sx) 


Byer A (ys Xis teta 2,)&A(y', Xis tt, 
za) 此 外 情形 时 。 


y= (x, Xis “……，xn) 一 


引 理 42” 如 果 把 归纳 模式 中 的 A(x) 更 限制 为 不 含 任何 量 
词 则 定理 55 的 系统 内 的 可 证 公式 类 (或 由 给 定 的 假定 公式 而 作 的 
可 推 注 公 式 类 ) 并 不 因而 减少 : 

”证明 任何 公式 A(x), 只 要 它 之 中 没有 x 出 现 于 量词 的 辖 域 
之 内 , 它 必 是 由 下 列 的 公式 根据 命题 演算 的 运算 子 而 组 成 ; 荐 公民 
Aip“…?*Ams 它 们 不 含量 词 但 可 仿 x, 以 及 公式 Anus Ama 
它们 含有 量词 但 不 含 自由 的 x (m, m >0; m= m, +m, 21), 
根据 $29 中 关于 主要 析 取 范式 定理 11 (以 及 $25 定理 3), 如 果 范 
式 的 第 一 情形 出 现 , 则 A(x) 等 价 于 一 些 公式 Ark ……&Asn(i 一 1， 

on) 的 析 取 ,而 每 个 An 或 为 A; 或 为 A; (BA i 而 定 ), 自 前 暂 
Bm, m, 之 1。 试 把 Ab tAm ER BR)”, W Armak 
&Aim BA TC”, 并 以 “B(x)” 表 示 某 个 没有 量词 的 可 驳 公式 。 则 
由 $27*48 及 *34, A(x) 等 价 于 
(a) B(x) V (B,(x)&C,) V + + + V(B,(x)&C,). 
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今 试 考虑 任何 具 (a) 形 的 公式 , n> 0， 而 (如 上 所 述 ) 各 了 B 不 
含量 词 , 各 C 含量 词 但 不 含 自 由 的 x; 把 ”叫做 它 的 次 数 。 我 们 今 
就 次 数 作 归纳 而 证 明 ， 任 何 根据 公设 13 而 得 的 公理 ， 只 要 其 中 
A(x) 呈 这 种 形状 ,都 可 用 具 不 含量 词 的 A(x) 的 公设 13 MIE. 

归纳 推 步 : 2 > 0。 把 (a) BH 
(b) D(x) V (B,(x)&C,). 

所 考虑 的 公理 便 是 
(c) [D(0) V (B,(0)&C,)]&Vx[D(x) V (B,(x)&C, )DD(x’) 

V (Ba(x’)&C,) ] D(x) V (B,(x)&C,). 
我 们 将 证 明 IRR (c) 可 由 下 列 两 公理 推广 出 : 
(d)  [B,C0) VD(0) ]&Vx[B,(x) VD(x)>B,(x’) VD(x’)] 

>B,(x) VD(x). 

(e) D(0)&Wx[ D(x) >D(x’) JDD(x) : 
即 我 们 将 证 : Cd), Ce) Cc). 根据 $33 定理 14 及 $27 *45 5 434 
A: Cat-(c)~(d)3 EH *47 及 *48: 一 CH(c)~(e)。 所 有 变 元 
均 保 持 固定 ,因为 C 不 自由 地 含有 量词 Vx 中 的 变 元 x, 而 替换 是 
在 Vz 辖 域 中 实行 的 .。 故 用 V 消 可 得 (d)， oe C, Mineo? 再 
m *5 得 (d), (e)H-(e). 
但 在 (e) 中 其 A(x) 是 (a) 形 而 次 数 为 一 1， u av 
B(x) 作为 新 的 B(x》 时 ,在 (d) 中 亦 然 ， 

当 m, 一 0 时 ,如 把 “B(x)” 及 “B(x)&” 理解 为 空 表达 式 ， | w 

这 方法 仍 可 适用 ,但 有 下 列 差异 . 试 考 虑 . 

(£): C,&WVx[C,2C,]>C,, 

i *46 得 , CH (DE 48.4, ee os 但 
FA §26*1, §35*75 以 及 *45 与 *1 便 得 (£). ` 

当 ma 一 0 时 ,A(x) 已 经 缺乏 量词 了 . a; 

如 果 范 式 的 第 二 情形 出 现 , 则 用 *53, *34 及 *53 可 得 : AG) 
等 价 于 Ba) B(x). 

附注 2 在 定理 52, 53, 55 的 系统 内 ， 每 个 可 证 的 v3 前 束 公 
式 都 是 原始 递归 地 真 的 。 因 为 ,对 定理 53(b) 的 R(x, y) 及 R(x， 
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)B, Ae tm SyR(xs y)} 一 {有 原始 递归 函数 9 使 得 (x)R(x， 

q(x))}。 证明 .由 附注 1, 以 及 我 们 在 定理 52, 53 及 55 中 能 行 释 
义 处 及 能 行 真 确 性 处 对 函数 及 谓词 的 构 作 可 知 . 

- 例 2 设 S 为 删 去 . 后 的 数论 形式 系统 .对 在 $ 42 开 首 处 所 
引 的 普 列 斯 堡 格 Presberger[ 1930], 可 加 以 修整 使 得 直接 给 出 一 个 
能 行 的 对 应 2 ,对 S 内 每 一 个 闭 公式 A 都 可 对 应 于 另 一 公式 B 而 县 
有 下 列 的 性 质 (1) 一 (4). 《如 讨论 开 公 式 时 ,可 令 A 为 它 的 闭 包 .》 
VDESNHA-B (2) 对 赋值 过 程 (定理 51 的 ) 作 一 个 显然 的 
扩张 后 , B 或 真 或 假 。 如 果 B 真 ( 假 ) 我 们 便 说 A 为 真 ( 假 ). (由 
(3), 这 个 关于 s 的 闭 公式 的 真确 性 的 特殊 定义 是 等 价 于 真确 性 的 
一 般 定义 的 , 那 将 在 $81 末 加 以 讨论 .X3) 在 这 意义 之 下 的 真 假 收 
服从 2 值 真 值 表 ; {3xA(x) 为 真 } = (Ex){A(x) HH); {VxA(x) 
为 真 } 三 (x) (A(x) HH). (4) 根据 B 为 真 或 为 假 ， 在 5S 内 B 便 
可 证 或 可 驳 .. 因此 (5)s 是 简单 完备 的 ,并且 亦 是 依 该 释义 言 是 完 
备 的 《$41,$ 29). (6) 有 一 判定 过 程 以 决定 A 的 真 假 .: (7) 如 果 
S 是 简单 相 容 的 , 则 对 8$ 有 一 判定 过 程 ， 即 判定 是 否 在 .5 内 有 :上 
A. RAISTE(S MRE SALA, 则 A 为 真 ; HS 是 简单 相 容 的 ，- 
试 设 在 S 内 上 A。 WAARA S 内 非 软 辑 公理 T， 使 得 在 及 内 有 
PRA. 我们 可 用 引 理 4 上 把 A 中 的 量词 消去 ， 并 把 的 每 个 归纳 
公理 中 的 归纳 / 公式 A(x) AR EN MANEA a ” 的 部 
分 可 取 : er 

Ge = ayl({3yA(x, y) KR 一 VAL, yd.» 
这 样 我 们 便 得 I’, OLA’, RECAIA HAR (i), aK 
RR V( 形 ,消去 时 所 引入 的 每 个 谓词 符号 都 对 应 于 一 个 人)。 根 
据 定理 55 (或 它 的 证 明 的 第 一 部 分 )， SEAS EAE: 在 所 
得 的 系统 内 A’ (因而 A) 是 真 的 . 
“讨论 在 相 容 性 定理 的 这 些 应 用 中 ,区 域 为 自然 数 集 ,而 娄 
字 已 经 是 符号 体系 的 一 部 分 , 能 行 释 义 则 是 所 想 要 的 释义 。 希 尔 


、 D 参见 附录 1V 一 一 俄 译注 . 
Ey 


柏 特 - 伯 尔 奈 斯 [1939] 对 他 们 的 相 容 性 定理 在 几何 公理 系统 方面 
作 了 两 个 应 用 .。 在 那里 他 们 把 复数 系 的 某 种 可 数 系统 作为 区 域 
D. 
这 些 相 容 性 的 证 明 都 在 于 对 公理 而 给 出 一 模型 ， 正 如 在 希 尔 
柏 特 的 证 明 论 (参考 $ 14) 出 现 以 前 所 做 的 . 但 是 用 直觉 的 算术 用 
语 而 对 公理 给 出 一 模型 并 不 能 够 无 疑 地 证 明了 从 公理 出 发 后 不 可 
能 在 该 理论 内 推演 出 矛盾 来 ， 除 非 同 时 还 证 明了 该 理论 内 的 推理 
可 以 借助 于 模型 内 的 客体 而 译 成 直觉 的 算术 推理 .这 一 种 证 明 便 
是 现在 的 相 容 性 定理 (定理 51) 所 以 有 别 于 以 前 的 处 理 的 地 方 。 
(参见 伯 尔 奈 斯 [1936] 第 115 一 116 页 及 和希 尔 柏 特 - 伯 尔 奈 其 
[1939] 第 48 页 .) 

“在 $75 第 一 部 分 关于 相 容 性 的 讨论 中 ， 我 们 的 确 把 在 该 理论 
内 由 公理 出 发 而 作 的 推演 考虑 到 ， 但 那里 我 用 的 是 非 有 穷 性 的 集 
WHE. 

相 容 性 定理 是 依赖 于 推广 的 主要 定理 (定理 50) 因而 依赖 于 
主要 定理 (定理 AB IBA LIA Gl (定理 46)、 根 据 这 点 , 如 
果 一 系统 是 建立 于 具有 数学 公理 的 谓词 演算 之 上 的 ， 则 在 它 之 内 
给 出 一 定理 的 证 明 时 ,我 们 可 把 这 系统 及 证 明 更 改 , 使 得 在 证 明 中 
所 出 现 的 公式 绝 不 比 公 理 及 定理 本 身 为 复杂 ， 即 只 是 它们 的 子 公 
R. 在 这 情形 下 ， 在 由 “ 实 ” 公 理 而 证 明 “ td 

理想 "叙述 名 而 绕 弯 子 的 必要 了 ($ 14). 

我 们 关于 一 部 分 数论 的 元 数学 相 容 性 定理 ， 即 定理 55, 当然 
对 如 下 扩张 的 系统 仍然 有 效 ， 即 加 入 能 行 弛 真 的 前 束 公理 而 得 的 
AR, 例如 , 我 们 可 加 入 新 原始 递归 函数 符号 及 它们 的 递归 方程 ， 
在 全 部 系统 内 这 些 当然 是 可 以 消除 的 (874 例 9), 但 在 具有 有 限制 
人 
便 不 是 显然 的 了 一 一 译 者 ). 

我 们 还 可 考虑 一 些 新 归纳 公设 ， 在 全 部 系统 内 它们 可 以 作为 
导出 规则 ， 但 当 公设 13 照 定 理 55 那样 限制 时 大 抵 不 能 作为 导出 
规则 的 , 这 时 我 们 还 可 以 在 相应 的 限制 下 作 类 似 的 处 理 。 这 样 的 
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重子 妨 于 希 尔 柏 特 - 伯 尔 奈 斯 [1934], 第 343—346 页 中 ,但 根据 斯 
科 林 [1939] 及 培 特 [1940]， 当 加 入 适当 的 原始 递归 函数 及 它们 的 
递归 方程 后 ,它们 是 可 导出 的 . 

所 有 这 些 由 严格 初等 的 方法 所 获得 的 相 容 性 结果 ， 当 然 必 不 
能 够 用 以 得 到 具有 无 限制 的 递归 模式 的 数论 形式 体系 的 相 容 性 ， 
这 由 有 名 的 第 二 可 德尔 定理 [1931]($42 定理 30) 可 以 知之 , 它 说 ， 
一 系统 的 相 容 性 ， 不 能 够 借助 可 以 形式 化 于 该 系统 之 内 的 方法 而 
证 明 . 

坚 钦 关于 数论 相 容 性 的 证 明 。 现在 我 们 给 出 一 个 简单 的 、 由 
利 性 质 的 《heuristic) 报告 ， 说 明 坚 钦 ([1936],[1938a]) 如 何 证 明 
具有 无 限制 归纳 公 \ 设 的 古典 纯粹 数论 的 相 容 性 

在 证 明 坚 钦 [1934 一 5] 的 主要 定理 ($78 定理 48) 时 ,我 们 使 用 
一 个 三 重 归纳 , 先 就 混合 个 数 而 作 归 纳 , 在 它 的 归纳 推 步 中 (证 明 
主要 引 理 时 ), 我 们 就 次 数 而 作 归 纳 , 在 它 的 黄 基 及 归纳 推 步 中 ,我 
们 就 秩 而 作 归 纳 . 这 个 三 重 归纳 可 以 看 作 是 一 个 “ 超 穷 归纳 ”, 如 
果 我 们 的 序数 系 已 充分 地 扩张 至 于 超 穷 数 的 话 (以 前 它 只 含有 自 
ABO. 

在 自然 数 或 “有 限 序数 ” 之 上 ， 加 入 其 次 一 数 或 “第 一 超 穷 序 
数 ”w、 再 应 用 后 继 运 算 而 得 新 数 十 1l,o 十 2, .…….， 它 们 无 穷 多 个 
相继 以 后 又 跟 以 另 一 数 24。 重 复 这 个 过 程 ,我 们 得 出 这 种 数 的 无 
穷 叙 列 , 每 序列 都 和 自然 数 序列 同 构 ,分 别 从 0, co, 2w,.… 开始 ， 
在 所 有 这 一 切 序列 后 还 跟着 另外 一 数 , 叫 做 oz?; 等 等 ,因此 得 : 
0,1,2,.30,0+1l,0o+2,---;20,20-+1, 


ww 二 1, w? +2,:- een 

w + 20, w +20 +1, o +2042, - TERRE 

20°, 20° + 1, 20° 十 2， “2 十 o2os 二 wo 十 1， 
207 十 oo 十 2， 


D RER ALIEN 法 (与 坚 钦 不 同 ) 获 得 关于 数论 的 相 容 人 性 的 证 明 一 一 
BEE. . 
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20° + 20,207 + 20 + 1,20? + 20 + 2, 

这 个 图 式 意 在 暗示 到 某 阶 段 为 止 的 产生 的 方式 和 记号 ,, BH 
序数 的 一 般 理 论 乃 康 托 的 抽象 集合 论 (参见 康 托 [1897]}) 的 一 部 
分 .一 个 线性 有 序 集 ($8) 如 果 它 的 任何 非 空 子 集 都 有 一 个 开 首 元 
案 , 便 叫做 良 序 的 .两 有 序 集 M 与 NN 之 间 , 如 果 可 以 建立 保持 次 序 
的 一 一 对 应 , 便 说 是 相似 的 《M 二 入 ). 康 托 的 序数 乃 由 良 序 集 按照 
相似 性 抽象 而 得 一 样 ($3).， 但 是 尽管 康 托 的 整个 超 穷 序数 体系 需 
要 一 个 集 论 式 的 处 理 , 它 的 开始 部 分 《至 少 不 太 大 的 开始 部 分 7 的 
理论 却 可 以 用 有 穷 性 方式 来 处 理 . 

Pg, < w 的 序数 可 表 为 依 基 种 次 序 而 排序 的 自然 数 IR. 
a= (a, b, c) = a + bo t c HEM 3H; 后 一 记号 是 . 
在 < wr? 的 序数 理论 内 常用 的 记号 . 两 个 3 矢 ( 作 为 过 ww 的 序 
数 ) 之 间 的 次 序 关系 可 如 下 定义 

o æ, < a = (a < a) V Ca, = a&b, < bi) V (a, = akh, 

= b&cı < c). 

换 句 话说 ,3 矢 (a, b, c) 的 排序 是 字典 排序 ， 而 以 自然 数 作 
为 它 的 无 穷 字母 表 . . 

.就 混合 个 数 a。， 次 数 5 及 秩 c 而 作 三 重 通常 归纳 可 以 看 作 是 
以 (ay b, c) = aw? + bo 十 .< 为 归纳 数 的 一 个 超 穷 归纳 . 在 一 个 
到 为 止 的 超 穷 归纳 中 , 要 证 明 任何 一 个 < wi 的 序数 都 有 一 性 
质 ,我 们 须 证 ,对 任何 一 序数 & < 言 , 如果 一 切 8 二 a 都 有 这 性 
Alle 也 具有 该 性 质 . 这 里 我 们 使 用 更 简约 的 叙述 , RRS 
纳 推 步 合并 为 一 (关于 通常 的 归纳 亦 可 这 样 叙 述 ， 参 见 8:40 *162 
b)。 如 果 我 们 喜欢 的 话 ?, a = 0 而 8 组 成 空 集 的 情形 亦 可 作为 竟 
基 而 分 开 处 理 . 归纳 是 属于 串 值 型 的 ,在 a > w 的 情形 下 ,现在 将 
有 无 穷 多 个 前 驱 6. 对 坚 钦 的 主要 定理 言 , 其 推理 便 是 ， 如 果 这 


定理 对 一 切 具 有 归纳 数 (a, be) = 8 < a(<o’) 的 证 明 为 真 , 则 


D 例如 ， 在 极 小 演算 〈 译 者 按 ， 即 删除 公设 8 及 8 后 的 系统 ) 内 ， 我 们 不 能 得 出 
Vx(x<0DA}—RER. 
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对 具 归 纳 数 (a, b, c) = a 的 证 明 亦 真 。 归纳 数 = (a, b,c) 把 
本 定理 的 各 情形 排 成 良 序 , 然 后 按 这 次 序 而 加 以 证 骨 ,正如 作为 妇 
纳 数 的 自然 数 在 通常 归纳 中 所 起 的 作用 一 样 . 

反之 , 若 把 < wi 的 序数 定义 为 3 矢 (a,5,c)， 则 凡 到 ow 为 
止 的 超 穷 归 纳 都 可 改 用 通常 归结 . 

SAAR BESATE LERNTE .显然 对 任何 
AR "我们 可 达到 o. 在 这 一 切 序数 之 后 , 世 TR wo” PARRE 
数 ; 以 后 又 得 o”; 等 等 . 

坚 钦 的 发 现 是 ,证 明 数 论 的 相 容 性 时 ， 所 遇 到 的 哥 德 尔 障碍 可 
用 一 个 超 穷 归纳 而 克服 , 这 归纳 达到 充分 大 的 序数 . 他 的 超 穷 归 
纳 所 达到 的 序数 , 康 托 叫做 so, 这 是 比 下 列 无 穷 多 个 序数 都 大 的 序 
数 中 最 小 的 一 个 : 0, 0, o,- 在 康 托 理 论 中 ， 它 是 方程 
of m= EE RECUR s 数 ) 中 最 小 的 一 个 . 

坚 钦 是 就 他 的 叙 列 型 系统 而 处 理 的 ， BERRA SMA 
尔 柏 特 型 系统 ， 在 [1938a] 他 的 相 容 性 证 明 的 叙述 中 ,该 系统 的 简 
单 相 容 性 被 等 同 于 叙 列 一 > 的 不 可 证 性 . 因为 ， 由 一 > 根据 细 组 
可 推出 任何 令 列 ;反之 ,由 一 >Ag 一 A 及 可 证 令 列 Ag 一 A > 根据 
分 割 立 可 推 得 -一 >.。 他 把 他 系统 内 每 一 证 明 都 和 一 个 .< e 的 序 
数 相对 应 ， 他 把 归纳 作成 无 穷 递 降 形式 (参见 §40*163), 他 证 明 ， 
给 出 任何 一 个 关于 一 -> 的 证 明 ， 我 们 都 可 找到 关于 一 > 的 另 一 证 
明 而 对 应 于 更 小 的 序数 ， 因 此 ,他 的 (因而 我 们 的 ) 系统 便 是 简单 
RENT. ; 

在 1936* 年 的 说 法 中 ， 他 所 用 的 每 一 个 叙 列 都 是 具有 恰巧 一 
个 后 件 公式 的 ， 他 就 一 证 明 所 对 应 的 序数 (一 e) 而 作 超 穷 归纳 ， 
证 明了 对 任何 可 证 叙 列 我 们 都 可 以 作出 一 种 化 归 ， 但 这 种 化 归 对 
一 ”1 一 0 却 是 无 法 实施 的 . 这 种 化 归 的 可 实施 性 可 以 看 作 是 十 
典 数论 中 理想 陈述 所 能 具有 的 有 穷 性 意义 ($ 14). 

阿 克 曼 [1940] 用 直到 6 的 超 穷 归纳 ,应 用 希 尔 柏 特 的 符号 ， 
在 男 一 方式 下 对 初等 数论 的 相 容 性 作出 了 证 明 (这 原来 是 希 尔 柏 
特 所 建议 的 , 阿 克 曼 [1924-5] 已 经 用 来 证 明了 当 具 有 限制 的 归纳 
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模式 时 的 相 容 性 )， 

正如 直到 o 的 超 穷 归纳 可 以 化 归 为 通常 归纳 那样 ,直到 eo 
归纳 亦 然 ?, 这 已 由 希 尔 柏 特 - 伯 尔 奈 斯 [1939]. 第 360 页 以 后 ? 形 
式 地 这 样 做 了 . 但 其 间 有 一 差异 ,在 化 归 后 者 时 ,有 一 个 谓词 作为 
归纳 谓词 (875(I) 的 4(x) 或 $7 的 P(x))， 其 中 明显 地 出 现 有 一 
谓词 O, 0 是 由 一 递归 式 而 定义 的 ， 本 质 上 和 $57 定理 VI 中 的 
M 的 定义 一 样 ,因此 很 可 能 它 不 是 算术 的 (§ 48), 或 者 等 价 地 , 不 
是 初等 的 ”($ 57 E VI). 的 确 ， 可 由 第 二 哥 德 尔 定理 (定理 
30) 而 看 见 ， 直 到 se 的 超 穷 归纳 是 不 能 在 这 系统 之 内 化 归 为 通常 
归纳 的 ,因为 在 坚 钦 的 相 容 性 证 明 中 , 除却 这 个 超 穷 归纳 外 , 此 外 
的 推理 都 可 以 形式 化 于 这 系统 内 (因此 ,在 特例 ， 这 系统 内 无 一 公 
式 可 以 满足 定义 8 的 等 价 式 )， 坚 钦 在 他 的 最 后 一 文 [1943] 中 , 直 
接 证 明了 直到 e 的 归纳 的 不 可 化 归 性 , 而 无 须 间 接地 由 哥 德 尔 定 
理 及 他 的 相 容 性 证 明 而 推出 . 

形式 主义 者 原来 所 提议 的 把 古典 数学 用 相 容 性 证 明 来 加 以 保 
证 ($ 14, $15), 当 时 并 没有 想到 ,例如 , 直到 s 的 超 穷 归纳 这 样 一 
种 方法 会 被 用 到 .作为 保证 古典 数论 这 问题 的 原来 表述 的 意见 来 
说 , 坚 钦 的 证 明 可 以 被 接受 到 什么 程度 ,这 目前 只 能 由 各 人 自行 判 
断 ， 看 各 人 是 否 愿 把 直到 se 的 归纳 看 作 有 穷 性 方法 而 定 。 (参见 
$81 R.) 

坚 钦 [1938]， 曾 想 , 若 用 直到 比 so 更 大 的 序数 的 超 穷 归纳 或 
许可 以 使 得 解析 学 的 相 容 性 得 以 证 明 ?. 根 据 舒 特 (Schiitte)[1951 ] 
的 结果 ,这 样 做 的 确 可 以 得 到 更 强 的 归纳 形式 ;事实 上 对 任何 序数 
.9 而 言 , 设 s 为 比 “ 大 的 康 托 e 数 中 最 小 者 , 则 直到 e 的 归纳 不 
能 化 归 为 直到 “的 归纳 (但 直到 其 间 的 序数 的 归纳 则 可 化 归 ). 


D 这 句 话 只 能 如 下 地 理解 对 任何 a<so, 直 到 a 的 归纳 都 可 化 为 通常 归纳 ， 形 式 
的 证 明 见 附录 VI 一 一 俄 译注 。 按 这 个 理解 不 是 作者 原意 , 见 本 文 一 译 者 注 。 

2) 参见 附录 VI RFE. 

3) 这 个 想法 仍 未 得 证 而 且 招致 疑问 .由 诺 维 科 夫 [1951] 可 以 看 出 ， 在 解析 学 中 可 
以 映 象 出 任何 一 个 直到 可 数 超 穷 数 的 归纳 .因此 由 定理 30, 坚 钦 的 想法 对 可 数 
序数 言 很 少 可 能 成 立 一 一 俄 译注 。 
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§ 80. 判定 过 程 ,直觉 主义 地 不 可 证 性 


在 形式 系统 琅 内 一 个 依照 假 言 取 式 (规则 2) 的 推理 , 如 果 给 
出 其 结论 B, 我 们 并 不 能 决定 其 前 提 A 及 A 汪 B， 因 为 其 中 的 A 不 
Al. 同样 ,在 G1 的 分 割 中 , 即使 知 其 结论 A, 工 一 4,@， 并 把 该 
结论 的 前 件 分 析 为 AT, 后 件 分 析 为 A 8, 我 们 仍 不 能 决定 其 前 
提 和 一 4,C 及 CT 一 日 ,因为 C 仍 然 不 知 . 

但 是 , 除 分 割 外 , 就 命题 演算 G1 的 各 规则 (或 C2 的 , 除 混合 
外 ) 言 , 若 给 出 依 该 规则 所 作 的 推理 的 结论 ,并 加 以 分 析 , 那 末 该 推 
理 的 前 提 却 是 可 以 认 出 的 . 应 用 这 事实 以 及 坚 钦 的 范式 定理 GE 
#48), 我 们 便 得 到 一 个 关于 命题 演算 的 判定 过 程 , 它 与 真 值 表 过 
程 ($28 一 $30) 不 同 ,可 以 同样 适用 于 古典 系统 及 直觉 主义 系统 . 

该 过 程 的 步骤 在 于 给 出 一 结论 , 列 出 其 推理 前 提 的 可 能 选择 。 
在 这 样 做 时 , 若 把 应 用 结构 规则 弱 短 换 的 一 切 方式 必须 标明 出 来 ， 
那 是 非常 麻烦 讨厌 的 。 因此 ,为 了 要 应 用 坚 钦 的 判定 过 程 我们 将 
引进 一 个 新 的 坚 钦 型 系统 C3, 在 其 中 , 结构 方面 的 更 改 ， 即 弱 短 
换 ， 不 算 作 独 立 的 推理 .我 们 亦 对 谓词 演算 而 定义 G3, 虽 则 只 对 
命题 演算 我 们 才 有 判定 过 程 . 

在 G3 内 为 了 省 去 弱 短 换 规 则 起 见 ,我 们 必须 把 G3 的 公设 理 
解 为 不 管 前 件 中 公式 的 次 序 及 其 重复 次 数 ， 就 古典 系统 言 对 后 件 
亦 如 此 ， 两 叙 列 一 8 与 工 一 8' 叫做 同 源 的 ， 如 果 恰 巧 同样 
的 公式 出 现 于 (8) 和 TI"(8') p, 但 对 直觉 主义 说 ,8 与 6' 不 能 
多 过 一 个 公式 的 出 现 因而 必须 相同 。 在 这 意义 下 , 对 G3 来 说 , 当 
任何 一 个 公设 应 用 时 ,如 果 把 任何 叙 列 换 为 “ 同 源 ' 的 叙 列 ,结果 仍 
是 同一 公设 的 应 用 . 

例 1 AJC, A, BsA, A> BS BA, A,C—B, BE 
古典 地 同 源 的 ,但 后 一 叙 列 不 为 直觉 主义 者 所 用 . 

对 古典 系统 G3 言 ,其 公设 表 与 G2 的 表 不 同 之 处 在 于 公理 
模式 换 为 
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C, 工 一 日 , C。 
没有 结构 规则 ;每 个 逻辑 推理 规则 都 如 下 修改 ,把 主楼 公式 保留 于 
前 提 之 中 .例如 一 > 1, 刁 一 >>, 一 V 及 一 > 分 别 变 为 
A,r >80, 7A ADB,T>®, Af B, ADB, T> 9 
T>®, A. ADDB, 工 一 日 . 
I->G,AVB,A 或 [一 8, AVB, B "1A,T—>8,A 
工 一 9,AVB. A,T>6, 
(就 了 一 > 言 ,两 个 前 提 都 用 到 ;就 一 > V 言 ,由 于 这 里 是 把 两 个 规 
则 并 写 为 一 个 的 ,可 只 用 两 前 提 之 一 .) 
对 直觉 主义 G3 而 言 ,其 公设 表 如 下 。 
直觉 主义 形式 体系 G3 的 公设 。 
公理 模式 . 
C, 工 一 C。 
命题 演算 的 推论 规则 
A,T>B ADBT>A#MB,ADBT>® 
T>ADB,. ADB,T—®, 
T>ARHTBA,AsB,T>O 3È B, A&B, T > 0 
T > A&B. A&B, T ~— 8. 
T>A®XToBA,AVBT>8#B,AVBT>® 
T>AVB, AVB,T-®, 
A, T > “TA, T >A 
T> nA. 74A, T >90, 
O 空 或 只 有 一 公式 ， 
谓词 演算 的 补充 推论 规则 . 
T—A(b) A(t), WxA(x), T>® 
T > VxA(x), VxA(x), T — 0. 
须 受 关于 变 元 的 限制 . 
T—A(t) A(b), 3xA(x), 工 一 9 
T > 3xA(x). 3xA(x), TT —> 9, 
| 须 受 关于 变 元 的 限制 。 
我 们 还 定义 古典 的 与 直觉 主义 的 系统 G3a。 它们 与 系统 G3 
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不 同 之 点 在 于 : 当 根 据 任何 一 个 规则 作 推 理 时 可 容许 在 其 前 提 的 
前 件 及 后 件 处 随意 的 删 去 一 些 公式 ， 

当 我 们 想 把 一 个 给 定 的 尾 人 氢 列 的 所 有 可 能 的 证 明 加 以 穷 举 ， 
尤其 当 我 们 想 证 明 尾 叙 列 是 不 可 证 时 ， 可 用 G3 来 减少 当 结 论 给 
定时 其 前 提 的 可 能 选择 个 数 。 但 当 尾 叙 列 是 可 证 时 ,使 用 C3a 经 
常 可 以 把 在 证 明 中 所 使 用 的 叙 列 缩短 ， 

在 G3 内 一 证 明 叫 做 不 宛 余 的 , 如 果 在 同一 分 支 中 没有 两 个 
同 源 的 叙 列 出 现 

定理 56 (a) MRE C3a 中 HT 一 86( 如 在 6G3 中 FT 一 
当 更 如 此 ), 则 在 G2 (G1) 中 有 HT -> 6, 不 用 混合 (分 割 ), 所 使 
用 的 逻辑 规则 和 所 给 的 G3 中 的 证 明 所 使 用 的 完全 同名 . 

(b) RZ, 如果 在 G2(G1) 内 FT 一 6， 并且 在 了 一 6 内 没 
有 任何 变 元 既 自 由 出 现 又 约束 出 现 , 则 在 G3 中 (当然 更 在 Gap) 
A HT > ©, 所 使 用 的 规则 和 G2 (或 G1) 内 所 使 用 的 逻辑 规则 完 
全 同名 ， 引 理 32a 一 33b (就 G1 与 分 割 而 叙述 的 ,或 就 G2 与 混合 
而 叙述 的 ) 对 G3 (及 G3a) 亦 成 立 . 

(c) 一 公式 EE 中 如 果 没 有 任何 变 元 既 自 由 出 现 又 约束 出 现 ， 
则 它 在 五 内 是 可 证 的 当 且 仅 当 在 G3 内 对 氢 列 一 >E 有 一 个 不 完 
余 的 证 明 . 

(d) 关于 一 命题 字母 公式 在 命题 演算 及 内 是 否 可 证 ， 可 有 
一 判定 过 程 (或 算法 ) 如 下 , 试 在 G3 内 作出 一 >E 的 一 个 不 宛 余 的 
EM. 了 在 互 内 可 证 或 否 视 该 证 明 找 得 出 或 证 明 不 存在 而 定 "。 

证 明 (a) 由 G2 的 公理 经 过 弱 换 步 骤 可 得 G3a 的 公理 。 给 
出 G3a 中 任 一 推论 ， 经 过 弱 短 换 步骤 我 们 都 可 把 它 的 前 提 变 成 
G3 公设 表 中 的 标准 形式 。 于 是 便 可 用 G2 的 相应 规则 得 出 所 给 
的 结论 ,或 再 经 过 弱 短 换 后 得 出 所 给 的 结论 

例 2 左边 所 列 的 是 直觉 主义 G3a 的 推理 ， 右 边 所 列 的 则 是 


D 另 一 算法 可 用 以 解决 构造 的 (直觉 主义 的 ) 命题 演算 的 判定 问题 的 ， 见 皮尔 察 
CB. IO. Tiunpuak) £19503,[1952J RRS BACH. H. Bopo6pes. )[ 1952] -——- 
俄 译注 . 
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_B;B>A_ 1, _B:B>A_ 

B, nA >C. A,B>A_, 
A, 1A, B> 
B, TA-C.. 


(b) 根据 定理 48 (及 引 理 34)， 我 们 可 把 所 给 的 证 明 取 为 在 
G2 内 的 不 用 混合 的 证 明 。 G2 的 公理 都 是 G3 的 公理 ;容易 核验 ， 
只 要 在 G3 内 加 入 六 个 弱 短 换 规则 , 则 在 G2 内 不 用 混合 的 任何 推 
论 都 可 在 该 系统 内 完成 (经 过 一 个 或 多 个 步骤 )。 所 以 只 要 证 明 把 
这 些 规则 加 到 G3 后 并 没有 增加 可 证 叙 列 类 便 够 了 。 为 这 目的 ， 
我 们 先 用 归纳 法 证 明 ， 如 果 在 G3 内 FT -> 6， 则 在 G3 内 有 上 
r -> 6, C, 不 过 对 直觉 主义 言 ,6 须 为 空 的 , 即 我 们 要 证 明 , 一 > 弱 
是 G3 的 一 个 导出 规则 ， 在 这 个 归纳 中 , 一 >V 或 3 一 > 所 受到 的 
关于 变 元 的 限制 是 满足 的 ， 只 须 先 用 引 理 35 (正如 对 G1, C2 
样 , 它 对 G3 是 成 立 的 )， 把 这 个 应 用 变 元 b 在 旧 前 提 的 证 明 中 的 
各 次 自由 出 现 ， 一律 改 为 一 个 不 自由 出 现 于 C 的 新 变 元 便 成 了 ， 
规则 弱 一 > 可 同 法 处 理 ; 此 外 , 由 G3 中 关于 规则 使 用 时 的 约定 ， 
我 们 立刻 得 出 一 > 短 , 短 一 >, 一 > 换 , 换 一 >. 

(c) 由 (a)(b) 及 定理 46, 47 可 知 , 下 在 五 内 是 可 证 的 当 且 仪 
当 在 G3 内 有 一 ->E 的 证 明 . 但 给 出 任何 一 个 在 G3 内 一 ->E 的 证 
明 后 ,我 们 总 可 找 出 一 个 不 宛 余 的 证 明 , 这 可 就 在 同一 分 支 上 同 源 
氢 列 对 的 个 数 而 归纳 证 明 .给 出 任何 一 对 同 源 叙 列 , 则 该 对 中 后 面 
一 个 叙 列 ,中 间 的 叙 列 以 及 用 以 导出 这 些 叙 列 的 各 支 证 明 ; 都 可 以 
BE. : 

(4) 的 证 明 将 待 看 过 下 面 判 定 过 程 的 例子 以 后 再 给 出 . 

例 3 (a) 在 直觉 主义 命题 演算 态 中 ,AV 一 A 是 否 可 证 的 ? 
由 (c), 它 是 可 证 的 , 当 且 仅 当 在 直觉 主义 G3 内 对 一 >A VY 一 A 有 
一 个 不 宛 余 的 证 明 。 我 们 试 找 这 样 的 一 个 证 明 。 由 视察 可 知 , A 
列 一 >AV 一 A 并 不 是 G3 的 一 条 公理 。 能 够 以 一 >4AV 一 A 作 
为 结论 的 , 在 G3 的 推论 规则 中 只 有 -- > V 一 条 。 直 觉 主 义 地 说 ， 
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3. 
2. 


l. 


既 根 据 这 规则 而 推出 一 >AV 一 A， 其 前 提 只 能 是 一 >A 或 者 -> 
一 4、 两 者 都 非 公 理 , iA 不 能 是 G3 中 任何 推论 的 结论 , 后 
者 一 > 一 A 只 能 是 根据 一 > 一 由 前 提 A > 而 得 或 由 前 提 A,A 一 
而 得 , 但 后 一 前 提 实 际 与 和 -> 同 源 。 在 G3 的 证 明 中 ， 两 个 同 源 
叙 列 是 可 以 彼此 互 换 的 ;所 以 只 须 考虑 A -> BB. KAARE 
公理 ,而 G3 中 亦 没有 任何 推理 能 够 以 它 为 结论 ，. 整个 的 构造 可 
如 下 列 图 式 所 示 , 共 有 三 行 或 三 层 ,我 们 由 尾 叙 列 一 »AV "A 出 
发 而 由 下 到 上 地 编号 ， 简单 地 说 ， 我 们 应 用 G3 的 规则 由 焉 而 上 
地 从 结论 到 前 提 ， 列 出 所 有 可 能 的 方法 ， 但 同 源 的 叙 列 则 不 加 区 
Bl. E 
A> 
2 一 A 或 一 一 4A 
1. —-AV IA 
在 这 构造 中 ,我 们 把 在 直觉 主义 G3 内 可 以 得 到 一 >AV 一 A 的 证 
明 的 一 切 可 能 性 都 找 完了 而 没 找到 .所 以 在 直觉 主义 及 内 AV 
A 是 不 可 证 的 . l 
(b)》 我 们 已 知 ,在 古典 命题 演算 如 内 AVA 是 可 证 的 (827* 
51)。 但 是 我 们 想 看 , 如 何 由 判定 过 程 而 引出 在 古典 系统 G3 内 关 
FAVA 的 证 明 , 然后 按照 定理 56(a) 的 证 明 , 定理 47, 以 
及 后 者 所 根据 的 第 五 章 的 结果 。 我 们 便 可 以 得 出 在 古典 太 内 关于 
AVTAR EHT. RTH, PRB AVA (由 于 
G3 内 古典 的 及 直觉 主义 的 一 V 规则 的 差异 ), 这 便 使 得 我 们 在 第 
三 行 有 更 多 的 可 能 性 。 那 里 所 写 的 “2” 意 指 写 在 它 下 面 的 第 二 行 
的 叙 列 是 第 三 行 的 可 能 前 提 之 一 (由 -> V) 因为 我 们 要 找 不 宛 
余 的 证 明 ， 所 以 我 们 只 须 讨论 新 前 提 > AVA, A, TA 或 者 
4 一 AV 一 A, 一 A 便 够 了 ,下面 所 示 的 构造 一 一 直到 第 四 行为 止 . 
3R A>AVTIA, A, TA 3R A>AVIA, A, TA 3KA>AVTA,A,TA 
28> AVTA, A; "A 2 > AVIA, A, TA TA 或  A>AV7A,7A 
BE SAVTAAR SAV TA, TA III 
> AVIA 
在 第 四 行 处 ,我们 的 一 系列 的 选择 中 有 三 个 是 以 公理 结束 的 ; BU, 
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我 们 已 经 在 G3 ARNT AVIA 的 证 明 .。 今 设 在 第 2 行 处 
选取 左面 的 (在 它 上 面 则 选取 新 的 )， 我 们 便 得 在 G3 内 的 下 列 证 
明 (左面 的 ). 在 G3a 中 ,其 中 的 叙 列 还 可 简化 (右面 的 ). 
4 Å>AVIA, A, “A ee AA re 
3. > AVIA, A, TA vw” A TA „y 


一 > 


2. >AVMA,A >\ 2. — AVA, Ay 
1. —>AVMA, 1. >AVA, 
EE G2 (或 G1) 内 ,后 者 便 成 : 
等 等 
3. > AVIA, A >y 
2 >AVMA, AVTA _, 
1. > AVNA. 


© 我 们 已 经 知道 , EHN I 7(AV OA) 是 直觉 主义 地 可 
证 的 (*51)。 车 使 用 判定 过 程 可 以 发 现在 G3a 内 关于 一 一 (AV 
TA) 的 证 明 . 就 G2 来 说 , 在 (a) 项 中 由 于 直觉 主义 限制 后 件 不 
能 多 于 一 公式 故我 们 不 能 实施 缩短 ,但 现在 却 可 以 了 ， 因为 它 是 在 
前 件 实施 的 。 

A>A 
A>AVmA 
_A, AVA) > 
AV A) > TA 
ZAVTAJ>AVTAL 
—(AVTMA) > 

1. — "(AV™ A) 

定理 56(d) 的 证 明 显然 可 见 , 例 3 所 示 的 过 程 ,可 以 完成 到 
任何 层 数 ,并 可 注意 后 列 事实 .给 定 任 一 叙 列 T 一 8, 由 命题 字母 
公式 组 成 ， 若 在 或 在 8@ 内 任 选 一 个 含有 逻辑 符号 的 公式 作为 主 
要 公式 时 , 则 作为 -> 8 在 G3 内 的 推论 前 提 而 言 , 只 能 有 一 个 或 
两 个 不 同 源 的 选择 . 

还 须 证明 整 个 过 程 必然 终止 。 由 G3 的 子 公式 性 质 , G3 内 每 
一 个 关于 >E WERA, 每 个 叙 列 必须 由 E 的 子 公 式 组 成 但 一 
命题 字母 公式 E 只 能 有 有 限 个 子 公 式 ; 而 在 这 些 公 式 内 只 有 有 限 
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一 V 
一 一 
EN 


Nw pas 


Bes 


Nw 


MAAN) 方法 选取 公式 以 出 现 于 前 件 及 后 件 中 , 即 至 多 可 以 写 下 
《个 由 王 的 子 公式 所 组 成 的 不 同 源 叙 列 .。 因此 一 的 不 元 余 证 
明 不 能 够 多 于 & 层 ; 因此 , 当 过 程 达到 (最 多 ) 第 《& 层 时 , 找 出 这 个 
证 明 的 可 能 性 便 穷尽 了 。 

例 4 在 直觉 主义 命题 演算 中 TICAVAJDTMA,VT 


TA, 是 否 可 证 ? 我 们 可 如 下 地 出 发 . l 
IA VAD A VAD RAIA VA) > ITA, ROTIA, VAD? TTA: 
ITUMAVAJSTTITAVITA, 

>TTAVAIISTTAVIHA, : 
不 必 再 把 这 过 程 做 下 去 ,我 们 已 经 可 以 对 这 问题 作 否 定 的 解答 了 ， 
因为 我 们 很 快 地 可 以 由 2 值 真 值 表 的 方法 来 核验 ， 第 三 行 上 的 令 
列 没有 一 个 是 可 证 的 .例如 ,如 果 它 们 的 第 一 个 一 一 (A,V A,) 一 
TCA VA) 在 G3 内 可 证 因而 (定理 56(a)) 在 G1 内 可 证 , 则 必 
FTA VAJDA, VA) EHATE (定理 47 系 )。 但 当 
A, A, 取 值 tt 时 它 取 值 f， 故 (828 定理 9) ATA, VA)O7 
(A,VA,) 在 互 内 是 不 可 证 的 . 

定理 57 (a) 在 直觉 主义 命题 演算 肪 中 ,对 任何 公式 A, B 
言 : 如 果 上 AVB 则 必 上 HA 或 上 B.( 哥 德尔 1932.)? 

(b) 第 四 章 中 只 对 古典 命题 演算 而 证 明 的 结果 *14,*15， 
“49，“51,，*52,，*55 一 *62， 对 直觉 主义 命题 演算 言 的 确 是 不 成 立 
的 .( 对 蕴涵 式 *49a 一 *62a 的 逆 亦 然 . ) 

证 明 (a) 由 在 G3 内 一 V 的 形式 立 可 推 得 。 就 (b) 说 ,我 
们 可 用 判定 过 程 而 证 明 , 当 A, B 简单 地 便 是 命题 字母 A, BHX 
些 公式 都 是 不 可 证 的 ， 正 如 我 们 在 例 3(a) 中 对 *51 所 做 的 那样 . 
《*51 的 不 可 证 性 亦 可 由 (a) 部 分 及 定理 9 而 得 . ) 对 其 它 的 公式 言 ， 
若 利用 直觉 主义 命题 演算 中 的 推演 当 可 更 迅速 地 得 出 结果 .例如 ， 
如 果 *49 成 立 , 由 $27 附注 1, 则 *51 亦 然 , 与 我 们 对 *51 的 结果 
WF. 其 它 的 可 依次 讨论 . 


)) 这 定理 及 其 证 明 对 具有 下 列 定理 的 谓词 演算 言 亦 仍 成 立 ， 如果 HIA, ay 
Aa AG) 参见 拉 西 奥 瓦 及 西 柯 尔 斯 基 (Rasiowa and Sikorski)[1954] 
REE. 
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*14. 设 对 任何 公式 A 及 B， 在 直觉 主义 命题 演算 内 都 有 一 A 
DBEABDA, WERARIIRE TADTA-MMAIA, 与 
我 们 对 *49 的 结果 相 矛 盾 . 

*56 (参见 *56a)。 如 果 对 一 切 A 与 B， 直 觉 主义 地 都 有 上 站 
(TAR&TB)DA V B ，, 则 在 特例 将 有 上门 (下 Ag 一 A)D24AVA, 故 
由 *37 与 *38 又 有 TTADA. Hal, YAHRAN—HA 
与 B, 直 觉 主义 地 有 上 AVB ~ 一 (下 A&B). 

“62 (参见 *62a). 如果 对 一 切 A 与 B， 直 觉 主义 地 都 有 上 站 
(AsB) DTA VB, WERNA anA) DnA VA, 
故 由 ”50 得 TAVITA, 由 本 定理 之 (a) 或 有 -一 入 或 有 
+ 17A, 592 FE 9 FH. 

附注 1 同样 地 ,在 第 六 章 内 标 有 记号 〇 的 结果 , 亦 即 只 古典 
地 证 明 的 定理 及 系 ,都 可 以 《只 一 例外 ) 由 现在 的 方法 证 明 它们 是 
直觉 主义 地 不 成 立 的 。 例 如 ,由 定理 8 将 可 推 得 49, 由 它 的 系 将 
可 从 “54 而 得 *55; 由 定理 11 将 使 NA 等 价 于 下 列 四 公式 之 
—:AV OA, A, DA R ASTA; 等 等 。 例外， 如 果 指 所 提出 的 
过 程 能 否 适用 , 则 定理 12 显然 对 直 党 主义 命题 演算 不 成 立 。 没 有 
任何 只 具有 限 多 个 值 的 真 值 表 可 以 使 用 ,这 由 哥 德 尔 [1932] 所 证 
A. 但 的 确 有 另 一 种 性 质 的 判定 过 程 (定理 56(d)). 

谓词 演算 根据 $76 定理 54， 对 谓词 演算 是 没有 判定 过 程 
的 .《 当 我 们 想 把 定理 56(d) 应 用 于 谓词 演算 时 ,其 证 明 在 什么 地 
方 失效 ? 试 比较 578 例 2 与 例 3(a).) 但 是 虽 则 因此 定理 56(c) 不 
能 对 谓词 演算 供给 一 个 判定 过 程 ， 但 但 是 在 检查 谓词 演算 的 可 证 性 
， 时 , 它 却 是 有 用 的 。 任 给 一 谓词 字母 公式 E， 若 试图 在 G3 内 找 一 
个 关于 > E 的 不 完 余 的 证 明 , 我 们 有 时 的 确 找 出 一 个 ， 有 时 可 以 
发 现 当 时 情况 的 一 些 特点 ， 因而 指出 了 不 可 能 有 任何 证 明 . 

定理 58 在 直觉 主义 谓词 演算 太 内 : 

(a) TIYA) V 一 A(x)) 是 不 可 证 的 。( 海 丁 Heyting 
[1930a]; 克 林 Kleene [1945], 纳 尔 孙 Nelson [1947], ) 

(b) G) Vx(AV B(x))DAVVxB(x) 是 不 可 证 的 ， 
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Wi) m Vx(A V B(x)) DA VYxB(x)} 是 可 证 的 ,但 
(iD 一 一 Yy{Vx(A(y)V BDA) VVxB(x)} 是 不 可 证 
m. 

(c) 在 $35 定理 17 系 的 每 个 表 中 ， 当 AG) 为 简单 谓词 字母 
A(x) 时 , 由 直线 下 的 公式 蕴涵 直线 上 的 公式 而 作成 的 蕴涵 式 ( 因 
而 等 价 式 ) 是 不 可 证 的 , 如 果 这 两 公式 是 由 双 线 隔 开 的 , 则 即使 该 
蕴涵 式 (由 *25, 即使 该 等 价 式 ) 加 上 双重 否定 亦 是 不 本 证 的 ， ( 海 
T Heyting [1946]. ) 

(d) 在 第 七 章 中 ,只 就 古典 谓词 演算 而 证 明 的 结果 *83 一 *85， 
*92,*97—*99 (定理 17) 的 确 是 失效 的 。 当 加 上 双重 否定 时 ,*83， 
*92 及 *97 是 成 立 的 , 但 *84, *85, *98 与 *99 仍然 不 成 立 。 

证 明 (a) 我 们 试图 如 下 地 在 直觉 主义 系统 G3 内 对 217 
Vx( A(x) V A(x)) 作出 一 个 不 宛 余 的 证 明 。 ARE ER 
些 地 方 我 们 把 Wx( A(x) V 一 A(xz)) 缩写 为 "B"。 由 第 3 行 到 第 4 
行 , 或 者 一 B 或 者 B 可 作为 推论 的 主要 公式 . MRE TBAT 
一 ), 则 其 前 提 是 在 第 3 行 已 经 得 到 的 ( 原 有 的 B 作 为 8 而 消失 ， 
而 它 的 新 的 出 现 作为 旁边 公式 )。 根据 C3 内 一 个 叙 列 的 证 明 的 
定义 ,所 有 不 在 令 列 内 出 现 的 变 元 都 可 同等 看 待 ; 因此 在 第 4 行 对 
一 VY 的 前 提 ， 只 人 须 列 出 具有 特殊 变 元 b 的 便 够 了 。 同样 在 第 8 
行 我 们 选取 另外 一 个 特殊 变 元 6,， 它 必须 与 b cn 用 
=y 时 头 于 变 元 的 限制 ; 等 等 . 


*]11. , —B, A(6,), Alb) = ->B 
10: 7 7 或 一 B， A(6,), ACh.) > 
9, 7 或 AB, A(b,) >A(b,) RB, A(b,) > > —1A(b,) 
8. 7 或 —B, A(b,) > A(b,) V —1A(B,) 
5 aia 7B, A(b,) > B 
6. 3 3 或 下 B,A(D) 一 
5. 3 或 —B—>A(b,) 或 一 B=> Alb, 
a 4. . 3 或 71B—> A(6,) V A(b,) 
*3, IB —B 
l. 


=> 一 一 了 B。 
。540。 


由 已 经 写 出 的 结构 , 其 一 般 样 式 是 很 清楚 的 。 第 9 行 的 第 一 个 新 
AF TB, Alb) > Ab) 不 能 成 为 公理 , 因为 b 与 6, 是 不 同 的 
变 元 ;同样 ,第 13 行 的 第 一 个 新 叙 列 TB, A(b,),ACb,) > A(b,) 
亦 然 ;等 等 一切 其 它 叙 列 的 出 现 更 显然 地 不 是 公理 .注意 ,3,7， 
11……… 行 的 样式 ;在 第 4n +3 47 (n=0, 1,2,……) 处 我 们 已 经 把 找 
—> TTB 的 不 宛 余 证 明 的 一 切 可 能 性 找 完 了 ,除却 找 瑟 B, ACB), 
+, A(b,) > B ENEH XB b ---,b, 是 不 同 的 变 元 。 因 
此 ， 想 在 G3 内 找 关 于 > TAB 的 不 完 余 的 证 明 将 永远 不 能 由 于 
成 功 而 停止 的 ,而 只 能 永远 的 引 我 们 向 上 ,出 来 无 穷 多 个 越 来 越 复 
杂 的 令 列 ， 换 名 话说, 我们 证 明了 ,如 果 在 G3 内 对 一 178 有 一 
个 不 元 余 的 证 明 , 则 必然 对 一 B > B 有 一 个 更 短 的 证 明 ,又 对 一 B， 
A(b,) 一 B 有 更 短 的 证 明 , 对 B, A(b,), Alb) > B 有 更 短 的 ， 
以 至 无 穷 。 因为 由 一 个 给 定 的 证 明 出 发 , 不 可 能 有 无 穷 多 个 越 来 
越 短 的 证 明 ， 所 以 我 们 可 作 结 论说 , 在 直觉 主义 系统 G3 内 不 可 
能 有 关于 > TB 的 证 明 ; 故 由 定理 56(c) ,在 直觉 主义 谓词 演算 
互 内 不 可 能 有 TB 的 证 明 . 

O) Ci) 我 们 试 在 G3 内 作 一 个 证 明 , 其 第 一 步骤 可 唯一 地 决 


定 : 
2. vVx(AVB(x))>AVVxB(x) 
1, > Vx(AV B(x))DAVVxB(x) . ME 


根据 第 2 行 叙 列 的 形式 以 及 G3 中 规则 的 形式 ， 我 们 可 以 看 见 在 
最 低 一 行 以 上 的 各 叙 列 中 ， 其 前 件 只 能 出 现下 列 四 种 形式 的 公式 
Yx(4VBGxz))，4VBCD (t 为 一 项 ,对 纯 谓词 演算 言 , 则 是 一 变 
元 )， 人 及 B(D， 而 后 件 只 能 出 现下 列 四 种 形式 的 公式 AVVx 
B(x), A, VxB(x) 及 BO) (b 为 变 元 )， 这 样 的 叙 列 要 想 成 为 公 
理 ， 唯 一 的 机 会 是 呈 下 形 4, T— ARBO, F— BO) fi tA 
b. 当 用 两 前 提 的 V 一 规则 时 ， 我 们 所 构成 的 树枝 形 便 有 分 支 。 

在 第 一 步骤 以 后 可 能 使 用 的 其 它 规则 都 是 一 前 提 的 规则 V >, 
> VE. 要 想 能 够 找 出 证 明 , 必须 按照 某 种 选择 后 ,每 一 分 
支 (向 上 ) 都 以 公理 而 结束 。 我 们 现在 便 证 明 , 不 管 相继 的 步骤 如 
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何 实施 ,总 有 一 分 支 沿 着 它 时 达 不 到 公理 。 为 此 ,我 们 要 定义 特异 
分 支 (我 们 要 证 明 沿 它 向 上 时 达 不 到 公理 ), 即 每 当 应 用 V 一时， 
. 我 们 指出 那 一 个 前 提 是 属于 特异 分 支 的 。 UV > 规则 的 主要 公 
RA AVB). 如 果 后 件 的 公式 以 A 作为 一 部 分 或 全 部 ， 则 以 
BO) 作为 旁边 公式 的 那个 前 提 便 是 属于 特异 分 支 的 前 提 ( 叫 做 特 
异 前 提 ); 否则 便 是 以 A 为 旁边 公式 的 那个 前 提 。 今 考虑 令 列 的 
下 列 的 性 质 P, 即 (1) 当 后 件 以 A 为 一 部 分 或 全 部 时 , A 不 出 现 为 
前 件 的 公式 之 一 ,(2) 对 任何 变 元 b 言 , 如 果 BO) 是 后 件 公式 , 则 
B(b) (同一 的 b) 不 出 现 为 前 件 的 公式 之 一 。 上 面 所 描述 的 公理 
没有 一 种 是 具 性 质 忆 的 . 因此 要 证 明 沿 特异 分 支 不 能 达到 A 
理 ， 我 们 只 须 证 明 在 特异 分 支 上 每 一 个 叙 列 都 具 性 质 P 便 够 了 ， 
这 可 用 归纳 法 证 明 。 首 先 ,在 第 一 行 及 第 二 行 的 叙 列 有 性 质 P。 然 
后 我 们 便 须 核验 沿 特异 分 支 的 每 一 个 推论 都 保持 性 质 P， 即 如 果 
该 推理 的 结论 具 性 质 P, 则 其 前 提 亦 然 , 对 V > 的 情形 , 则 其 特异 
前 提 亦 然 。 要 核验 这 点 ,我 们 必须 检查 四 个 情形 ,按照 推论 的 主要 
公式 的 形状 而 区 分 。 情形 1: Yx( 和 AV B(x)) 在 前 件 中 。 性 质 P 
显然 保持 ,因为 由 于 V> 而 引入 于 前 件 中 的 旁边 公式 是 AV B(t) 
形 ,而 后 件 不 变 . 情形 2: AVB) EAI, MRED AY 
一 部 分 或 全 部 , 则 V > 的 特异 前 提 把 Bt) 引入 作为 旁边 公式 , 仍 
然 保 持 性 质 P， 如 果 后 件 不 以 A 为 一 部 分 或 全 部 , 则 特异 前 提 把 
A 作为 旁边 公式 而 引入 , 亦 保持 性 质 P。 情形 3: AV VxB(x) FE 
为 后 件 。 因 为 结论 具 性 质 P, 故 由 (1) 公 式 A 不 作为 前 件 公式 而 出 
A. 故 在 后 件 中 由 -> V 而 把 A 或 VxB(x) 作为 旁边 公式 而 引 
人 ， 仍 保持 性 质 P. 情形 4: vxB(x) 作为 后 件 . 由 于 对 ->Y 所 
作 的 关于 变 元 的 限制 ,旁边 公式 BO) 的 变 元 b 必 是 不 出 现 寺前 件 
的 一 个 变 元 ,而 这 便 保证 性 质 的 (2 ) 仍 被 满足 ， 

Gi) 今 试 改 考 虑 站 一 {Vx(AV B(x)) DAV W2B(x)} 3 > 
“770”, 这 时 底层 以 上 各 和 叙 列 中 , 前 件 可 有 公式 -1C 而 后 件 
可 为 C。 上 述 的 关于 性 质 P 的 归纳 证 明 当 一 C 在 前 件 中 时 便 不 再 
成 立 , 因为 当 和 已 经 先 被 引入 于 前 件 后 ,一 -> 仍 可 把 C 引入 作为 
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后 件 而 这 便 破 坏 了 (17). 前面 关 于 不 可 证 性 的 证 明 既 有 这 个 漏洞 ， 
根据 这 个 漏洞 ， 我 们 便 得 到 关于 一 了 {vxCAVB(x)) 了 DAV 
VxB(x)} 的 证 明 ， 下 面 是 在 G3a 内 而 作出 的 .其 中 的 特异 分 支 ， 
即 若 不 把 TC 用 作 一 一 的 主要 公式 我 们 便 将 不 能 达到 公理 的 ,是 
最 左 的 一 支 。 


11. A>A >y 

10. A— AVYxB(x) 29 

9. A>vx(A V B(x)) DAV VxB(x)_, AR 

aC, A —> B(b) > B(b) Weck 

ac, AVB(b) > B(b) y> 

=C, Vx(AVB(x)) > VxB(x) >y 

TC, Vx(AVB(x))>AVVvxB(x) 35 
CC 


æ WwW wo ST 00 
Ks Te a > ST fe 


Gi) 我 们 再 把 公式 改 为 一 Vy{Vx(A(y)V Blx))DA(y) 
VYxB(x)}， 则 上 土 述 漏洞 又 被 堵塞 了 .因为 在 一 一 以 前 的 前 件 
所 获得 的 A 变 成 了 AC) 而 * 为 某 一 变 元 。 这 时 经 过 一 一 后， 
在 后 件 所 获得 的 A 再 经 过 就 y EN > V, 便 变 成 了 A(d), 而 4 为 
一 变 元 ,由 于 对 一 V 所 作 的 关于 变 元 的 限制 , 故 d 与 不 同 。 读 者 
可 就 (i) 中 的 证 明 作 出 相应 的 修整 以 严格 地 证 明 其 不 可 证 性 . 

(c) 对 任 一 给 定 的 表 言 ， 设 公式 A, B, C, DAF: BHAR 
HAZY, C 是 直接 在 B 之 下 而 有 一 线 与 它 隔 开 ,DD 为 CC 或 在 C 之 
下 。 由 *#2， 如 果 有 HA22B 及 CD 但 没有 CDB， 则 没 
AHDDA. 同样 由 *24 及 *49a, 如 果 上 -ADDB 及 -CDDD, 但 
没有 上 一 (C2D)， 则 没有 LIT(DDA) RRE DDA. A 
此 只 须 讨论 直 接 被 一 线 隔 开 的 六 对 公式 之 闻 的 上 向 蕴涵 式 ， 当 该 
线 为 双重 时 ,只 讨论 其 双重 否定 便 够 了 . 

IbDIa, Ube, MARAT , WIE AC) RU A ($34 
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定理 15) 并 用 *75 或 *76, 或 者 应 用 $ 37 定理 22 (A 一 1) 便 可 以 
证 得 TTADAT. 故 没有 LDbDk 亦 没有 HbR. 

W71(Te, DIb), HEI A(x) V TAC x) 48% “B(x)”. Bi *5la 
RV SIBB EH Vx 4 7B(x). Wx 1 B(x) D474 xB(x)K 17 
VxB(x). HHH 51K Ain *13,*12) RE HH W247 
B(x) DT 7VxB(x)}DaI7VxB(x). 因此 如 果 {Ve 
B(x) D7 7VxB(x)} 是 可 证 的 , 则 一 一 VxB(x) 亦 然 。 但 由 (a)， 
没有 HIER) REA 片 门下 {Yx 下 下 B(x) 字 一 一 Vx 
B(x)}; 因 此 由 代入 规则 (定理 15) 没 有 HT VETACR) DI 
了 VxA(x)}; 即 没有 上 上 一 一 (IC 了 b). 

(TIIc 太 ITIb,)。 容 易 化 归 为 mm DIb). 

Tc, Tb, H 837 例 3 及 本 节 例 4 可 得 . 

Ib, Mla. 容易 化 归 到 Tc, Db). 

(d) “83 一 *85,*92。 包 括 于 (b)(c) 之 内 (并 用 到 *25,*92a)。 

*97. Hii Tb HI AW iE (A> axB(x))>3ax(ADB(x)) Æ 

不 可 证 的 .〈 应 用 了 定理 22 (k= 2) 后 ,在 第 3 行 我 们 得 : 
{ADB VB > AX BV B,,A>B,\ B, > (ADB,)\(ADB,)} 
或 者 ADBVB>ADB X ADB,\V B,> ADB,, “HRA 
个 可 能 时 ， 只 须 证 明 两 个 前 提 中 第 一 个 前 提 ADB VB>A 
是 不 可 证 的 当然 也 就 够 了 .) 又 仿 (b) Gi) ATIE TT{(ADI«B 
(x)) Dax (ADB(x))}. (在 第 4 一 9 行 中 ， 依 次 使 用 >I, 
= D, D>, T>, 3>, BA *97a.) 

*98. Æ 171{(VxA(x)>B)>ax(A(x)>B)} 中 把 B 代 以 
Aa 1A, 并 用 *50 及 *44 BIER CDa). 

*99. 化 妇 为 *98 (SUN IbDle 的 第 一 法 )。 

海 了 〈Heyting [1930a]， 第 5 页 ) 把 直觉 主义 谓词 演算 用 布 
劳 维 集合 论 来 释义 (813 末 )， 因 而 推出 了 定理 58(a) 的 公式 及 
Ic. Ib 两 者 的 不 可 证 性 . 

克 林 [1945] 及 纳 尔 孙 [1947] 对 定理 58(a) 的 证 明 是 根据 用 
$82 方法 所 得 到 的 结果 的 。 
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Xi Ca), (b) 的 目前 处 理 曾 由 这 林 [1948 TH ENG 对 坚 钦定 理 
的 类 似 应 用 亦 见于 寇 里 [1950] 书 中 (在 1948 年 已 付 印 )。 德 伊 洪 
(de Iongh) [1948] 使 用 这 个 方法 对 下 列 的 公式 作 直 觉 主义 的 分 
类 , 即 由 A(x, y, z) 而 加 入 x.y, z 的 量词 或 否定 而 作成 并 且 古 
典 地 等 价 于 vx3yVzAlx,y, z) 的 , 他 的 结果 类 似 于 海 丁 [1946 ] 
关于 一 个 量词 情形 的 四 个 表 ($35 定理 17 系 及 定理 58(c))p。 他 
所 以 要 取 这 种 量词 序列 作为 例子 ， 因 为 在 表述 一 序列 收敛 于 一 极 
限 这 个 概念 时 它 有 其 作用 (参见 $35 G) R Ci), MRS x). 

莫 斯 托 夫 斯 基 [1948] 把 直觉 主义 谓词 演算 在 “完备 布 劳 维 ” 格 
上 作出 释义 ， 从 而 证 明 Db) 及 (b) (i) 的 不 可 证 性 。 汉 
金 [1950a] 推广 莫 斯 托 夫 斯 基 的 结果 从 而 对 古典 逻辑 及 直觉 主义 
逻辑 的 量词 得 到 一 个 代数 的 刻 划 . 


$ 81. 把 古典 系统 化 归于 直觉 主义 系统 


在 本 章 的 以 后 部 分 ， 我 们 使 用 希 尔 柏 特 型 系统 矿 , 当 了 为 0 
个 或 多 个 公式 的 序列 时 , IT, TT, T° 便 分 别 指 把 运算 一 ， 
mm, ° (定义 见 下 ) 应 用 于 工 的 每 一 个 公式 的 结果 。 

本 节 第 一 部 分 的 结果 将 叙述 成 几 种 说 法 ， 虽 则 只 从 一 个 说 法 
亦 可 看 出 其 意义 。 因 此 读者 如 想得到 一 个 简单 的 处 理 可 以 选读 : 
定理 59 及 证 明 ,° 的 定义 及 讨论 ,定理 60{a) 关 于 ° 的 部 分 及 (c)， 
引 理 43a 及 证 明 , 定 理 60(c) 的 证 明 , 系 2( 删 去 其 它 材 料 )， 

定理 59 (el) 如 果 在 古典 命题 演算 中 有 THE, MEARE 
义 命题 演算 内 有 TITHTmE (2) 如 果 在 古典 命题 演算 内 
IP, ALTE, 则 在 直觉 主义 命题 演算 内 IT, ATARTE, (K 
里 文科 (Glivenko) [1929]. ) 

(b) 对 删 去 规则 9 的 谓词 演算 ， 及 对 删 去 规则 9 的 形式 数论 
系统 亦 有 相同 结果 . 


D 参见 奥 仁 西 (Ohnishi Masao) 1953 一 一 俄 译注 . 
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证 明 (al) 根据 所 给 的 工 上 下 的 古典 推 帝 ( 即 由 于 “TH E 而 
肯定 其 存在 的 那个 由 TT 到 EE 的 推广 , 参见 $22) 的 长 度 而 归纳 , 并 
应 用 下 列 的 注意 。 如果 王 为 古典 命题 演算 中 根据 公理 模式 8 以 外 
的 模式 而 得 的 公理 , 则 EE 亦 是 直觉 主义 的 公理 , 故 由 $27*49a， 在 
直觉 主义 系统 内 有 LITE, 如 果 王 是 根据 古典 公理 模式 8 而 得 
的 公理 , 由 *5lb， 直 觉 主义 地 亦 有 LTTE., EHH, AM $26 
*23 ,可 知 相应 于 规则 2 的 ,直觉 主义 地 有 一下 A ,门下 (A2B)H 上 一 
“IB. (a2)。 可 由 Cal) 应 用 *49b 而 得 . 

(b》 因 为 补充 的 公理 模式 及 特殊 公理 都 是 直觉 主义 系统 与 古 
典 系统 所 共有 的 ,我 们 只 须 处 理 新 推理 规则 12 便 够 了 。 若 用 *23， 
规则 12 及 *49a 可 得 (i) ATCA) DC) nnc- 
KTIARKJDTITTICH- ANRA) Dann). ZH *49a， 
§32*70 及 *49a 可 得 (ii) 太一 (3xA(x) 刁 3x 一 A(x))。 由 *51 
b Gi HI7(97CDC),. 合并 (ii) Gi) Gi) 及 *24 得 AT 
(A(x) DC) m3xA(x) DC), 

Al Hal), 第 六 章 中 只 就 古典 命题 演算 而 证 明 的 结果 ( 见 
定理 57(b)) 如 果 加 上 双重 否定 (在 *74,*15 中 对 两 个 公式 都 加 )， 
则 仍然 直觉 主义 地 成 立 。 

例 2 加 入 双重 否定 后 ，*97 直觉 主义 地 成 立 ( 这 在 定理 58 
(b) 中 用 另 一 方法 证 明 ), 可 由 (b) 及 $78 定理 49 而 得 证 . 

系 ((a2) 的 ) 如 果 E 是 一 个 命题 字母 公式 ， 除 & RARE 
其 它 的 逻辑 符号 ,并 且 在 古典 命题 演算 内 LE, 则 在 直觉 主义 命题 
演算 内 上 -E( 哥 德尔 [1932-3])。 

证 明 把 三 看 作 = 个 (n>1) 非 合 取 形 公式 的 合 取 ， 故 每 个 
公式 或 是 一 命题 字母 或 以 符号 一 起 首 。 由 & Mike 个 成 分 都 是 古 
典 地 可 证 的 。 但 命题 字母 是 不 可 证 的 ($28 定理 9), 故 每 个 成 分 都 
是 一 个 否定 ,由 格 里 文科 定理 ((a2))， 它 亦 是 直觉 主义 地 可 证 的 . 
HH & 51,E 亦 然 . 

“的 定义 ”在 本 节 的 其 余部 分 , 当 我 们 讨论 命题 演算 ,谓词 演 
算 或 形式 数论 时 , 诸 公 式 T, ARE 等 便 将 是 命题 字母 公式 , 谓词 
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字母 公式 或 数论 公式 .一 公式 的 素 部 分 是 指 一 (连贯 的 ) 部 分 而 又 
是 素 公 式 的 , 即 是 不 含 逻辑 符号 的 公式 的 . 

对 任何 公式 E, 我 们 用 下 列 递归 式 而 定义 E?.1. 如 果 了 是 素 公 
式 则 Po HP, 2—5. MRA BAAS, WM (ADB)? 是 A°DB°, 
(A&B)° 是 As&kB?,(AVB)? 是 TCTARTIBP), (A)? 是 一 Ao， 
6 一 7。 如 果 x 是 一 变 元 ,A(x) 是 一 公式 ,(VxA(x))" 便 是 VxA?(x) 
(这 里 A°(x) 是 (A(x))°), 而 (3xA(x))? 是 YTA. (a). 

简单 地 说 ,E° 是 把 E 中 具 下 列 第 一 行 各 形状 的 各 部 分 分 别 换 
成 (“ 译 为 ”) 相 应 的 第 二 行 的 表达 式 而 得 的 . 

ADB A&B AVB A VxA(x) 3xA(x) 
ADB A&B "(mA&TB) TA VxA(x) 1Vx1A(x) 

例 3 设 A(x) 与 B 为 素 的 ( 且 B 不 含 自由 的 x)。 MREX 

[VxA(x)>B] Dax[A(x) DB] 《参见 *98), 则 E° 为 
[VxA(x)>B] D"1Vx[A(x)DB]. 

关于 “的 讨论 ”在 下 一 定理 中 ,我 们 将 证 明 , 古 典 系统 可 定义 
于 直觉 主义 系统 中 。 在 特例 ,对 数论 系统 言 , 如 果 古 典 地 FE， 则 
直觉 主义 地 片 E*。 其 逆 显 然 成 立 ( 因 古典 地 HE-E°), 正如 定理 
59 及 定理 60 其 它 部 分 之 逆 一 样 。 因此 一 公式 下 在 古典 系统 内 可 
证 当 且 仅 当 其 相应 公式 E? 在 直觉 主义 系统 内 可 证 ， 我 们 可 把 E? 
想象 为 在 E 中 把 逻辑 符号 D, &，V , T, V, 习 分 别 改 为 D°,&°, 
V°, 1°, V°, 3° fit ik BH “ADB” RAD BAUS, “AVB” 
是 TASB) 的 缩写 等 等 。 因此 古典 公式 便 被 “ 译 成 ”直觉 主 
MAD, 要 强调 这 点 , 可 对 古典 系统 的 逻辑 符号 (上 面 的 翻译 表 中 
的 第 一 行 ) 采 用 不 同 的 符号 (如 用 DS, a, Ve, 一 c, ve, 子 )， 

“的 定义 , 等 等 。 就 命题 演算 及 谓词 演算 言 , 我 们 使 用 另 一 种 
Ati. BEE’ RE? HPH A D BIZA 一 (Ag 一 B)， 设 Er 由 把 
了 中 每 一 个 素 成 分 P 改 为 ITP 而 得 ; ET 和 E+ 相 似 ,但 只 当 了 单 

独 时 《 即 E AH) Pt) 或 当 P 直 接 在 & 或 V 的 辖 域 之 内 时 或 当 
P 在 盖 的 辖 域 的 第 二 部 分 时 才 把 了 换 为 IP; E* 与 E? 相似 但 
即使 P 在 过 的 辖 域 的 第 二 部 分 时 亦 不 改换 。 
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例 3( 续 完 ) 

E 3) T{ [Vx A(x) & BJg77Vx T7177[A(x)& TBI}, 

Et 49 [Wx 1 A(x) OB] DTVx7[77A(x)D 41748); 

Et 为 [Wx I TA(x) DAB] DIV [ARD TB], 

E#' 为 {4 [Wx A(x) & TB] & TI IV IL ACKER IB] }. 

就 命题 演算 言 ， 不 可 能 有 逆 定 理 以 把 直觉 主义 系统 化 归于 古 
典 系 统 ， 其 中 直觉 主义 的 命题 联结 词 显 式 地 由 古典 的 命题 联结 词 
而 定义 。 和 否则 我 们 将 对 直觉 主义 命题 演算 而 得 到 一 个 真 值 表 的 判 

定 过 程 ,这 与 哥 德 尔 Gödel [1932] 相 矛 盾 . 

定理 60 (a) 对 任何 公式 E, 命题 演算 内 的 , 谓词 演算 内 的 ， 
数论 形式 系统 的 ,我 们 都 古典 地 有 HE ~E ~E ~E? t~e 
~E”, (HH *56, *83, *58 及 *49.) 

(bl) 对 命题 演算 言 ， 如 果 古 典 地 FE， 则 直觉 主义 地 LE. 
(b2) 对 数论 形式 系统 言 , 如 果 古 典 地 THFE, 则 直觉 主义 地 ’E’, 
〈 哥 德尔 Gödel [1932—3]. ) 

(c) 对 数论 形式 系统 言 ， 如 果 古 典 地 THE， 则 直觉 主义 地 
T°HE?, (24k 19361, 38 532 页 , 伯 尔 奈 斯 .) 

(d) 对 命题 演算 ， 谓 词 演算 或 形式 数论 系统 言 ， 如 果 古 典 地 
THE, 则 直觉 主义 地 PEt (X PTL ER TYE, 

- WEBA (bl1) 由 (a), 如 果 古 典 地 上 FE, 则 古典 地 HE’. (2 E' R 
含 运算 子 & 及 TI, 故 由 定理 59 系 可 得 (bl1). (RZ, 由 (b1) 可 
得 定理 59 KH.) 

在 证 明 下 列 引 理 后 ,我 们 先 证 (c) 再 证 (b2). 

引 理 43a RMCBAKAA, WEFR D, «7, V 外 没 

D 容易 君 见 , 断 言 (b)(c) Cd) 的 逆 仍然 成 立 ， 事实 上 ， 例如 在 直觉 主义 系统 内 有 

广 上 E ， 则 显然 在 古典 系统 内 有 THE, 再 由 (a) 项 , 在 古典 系统 内 便 有 TH 

E. 因此 运算 ”，，,0# “+, * 是 逼真 的 运算 . 《一 个 把 公式 变 成 公式 的 运算 m 

做 逼真 的 ， 如 果 公式 下 在 古典 系统 内 的 可 推演 性 等 价 于 cE 在 直觉 主义 系统 内 

的 可 推荐 性 ; 这 里 aF 是 指 应 用 @ 于 公式 E AMM RNS 

宁 C1954], [1955] 所 引入 并 研究 ， 第 一 个 有 逼真 运算 由 郭 尔 莫 哥 洛 夫 [1925] 所 


作出 , 借 它 之 助 他 证 出 了 一 大 部 分 古典 数学 的 相 容 性 ，、 只 楼 假设 直觉 主义 数学 
的 相应 部 分 的 相 容 性 便 成 参见 定理 60 系 2) 一 一 俄 译注 . 
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有 其 它 逻 辑 符号 (在 特例 , WRAAE EF A E), 则 直觉 主义 
地 二 一 FOF (因而 上 "了 IF~F). (根据 哥 德 尔 Gödel [1932 一 
3]. ) 

引 理 43a 的 证 明 就 F 中 逻辑 符号 (出 现 7 的 个 数 而 作 归 纳 。 

Ai: F 呈 ss 一 上 形 而 st 为 项 . H §40*158,-+ s =t VO 
s =t AFH *49c, FT Is =t Ds =t, 

归纳 推 步 。 情形 1: FHADB. 由 归纳 假设 得 (i) HM 
BDB. FH *60g,h 44 Gi) T(ADB)- ADB, Ai) 
EENH, TTCADB)- ADB. HD25|l#$H (AD 
B)>(ADB). (62: FHA&B. HORB, HT TADAR 
FOI 74BODB. FA *25. 情形 3: FY TA. M *49b, 情形 4: 
F 为 VxA(x)。 用 归纳 假设 ,*69 及 定理 17 系 中 的 HIbDIc,. 

定理 60(c) HIER WR TH EWK 
纳 ,分 别 情形 如 下 . 

情形 1: EE 是 特殊 公理 14 一 21 之 一 ， 或 根据 11 以 外 的 模式 
而 得 的 公理 。 这 时 E 为 玉 或 为 根据 同一 模式 而 得 的 公理 ,或 者 由 
根据 同一 模式 所 得 的 公理 在 古典 命题 演算 内 推广 出 的 (用 *56 及 
$26 定理 6); 因此 在 下 系统 内 E° 是 可 证 的 , 即 由 古典 命题 演算 加 
和 人 其 它 公 理 及 公理 模式 而 得 的 .。 (Bin, 如 果 玉 是 根据 模式 lafi 
得 的 公理 AD(BDA), 则 E° % A°D(B°DA°), 这 是 根据 同一 模 
起 而 得 的 公理 。 如 果 E 为 根据 模式 5a 而 得 的 公理 ADAVB, WM 
E? X AOD ACA aB?) IX BY FY ADA? VB 根据 *56 及 定理 
6 而 推 得 ， 因 为 被 换 的 部 分 并 不 在 量词 的 辖 域 之 内 . ) 故 由 定理 
59(b), 在 直觉 主义 数论 系统 内 有 OTE; 再 由 引 理 43a, EH 
觉 主义 内 又 得 FE?. 情形 2: 公理 模式 LL. KN EX Alt)Dax 
A(x), iff E° 为 ACHDTVETACK), 这 可 由 公理 YTA? (x) 
TAC) 根据 换 质 位 (*13) 而 直觉 主义 地 证 出 ， 

情形 3: 规则 2. 我 们 必须 证 明 ,直觉 主义 地 有 A°, (ADB)? 
HB?。 {H (ADB)° 本 是 ACDB°, 情形 4: 规则 9。 仿 此 。 情 形 
5: 规则 12, 利用 *12 及 引 理 43a。 


定理 60(b2) 的 证 明 根据 引 理 43a 及 §27*58b, T° 及 E° 内 
{Ef A D B 的 部 分 都 等 价 于 AmB). 

引 理 43E ”就 命题 演算 或 谓词 演算 言 ,如 果 F 除 汪 , & T, V 
外 不 含 别 的 有 逻辑 符号 (在 特例 ,如 果 有 公式 EE 使 F 为 E*)， 则 直觉 
= MHA IFT DF (因而 HO 7Ft~F*), 

引 理 43b 的 证 明 仿 引 理 43a, 在 黄 基 中 不 用 *158 及 *49c 而 
用 *49b, 

定理 60(d) 的 证 明 ”就 数论 系统 及 “+ 而 言 ,由 (c) 根据 引 理 
43a 而 得 。 就 命题 演算 或 谓词 演算 及 “+ 而 言 ， 由 引 理 43b 而 得 ， 
EM (c) 之 由 引 理 43a 而 得 一 样 . ( 若 用 引 理 43a 或 43b，*58e 及 
*49b, 结 果 可 改 为 TeYFE?+; 若 又 用 *58b, 结 果 可 改 成 T* EY.) 

附注 1 就 不 除去 规则 9 的 谓词 演算 言 ， 定 理 59 不 成 立 , 又 
就 谓词 演算 言 ,定理 60(b) 不 成 立 , 要 证 明 这 两 点 ， 可 取 Vx 一 一 
A(x)D17WxA(x) 为 例 。 命 这 公式 为 “E”， 则 古典 地 FE, 得 
直觉 主义 地 既 没有 LE, 没有 LITE ($35 定理 17 系 及 定理 58 
()) HRA LE’, 否则 由 EE 根据 *49b 及 *58b 可 直觉 主义 地 推 
演 得 E 了 。 INADA 这 例子 证 明了 定理 60(c) 对 命题 演算 或 谓 
词 演算 不 成 立 ; ITALA 这 例子 证 明了 具有 假定 公式 工时 定理 
59 系 及 定理 60(b1) 不 成 立 。 对 不 除去 规则 9 的 数论 系统 言 ， 定 
理 59 不 成 立 , 用 以 证 明 它 的 例子 须 待 下 一 节 ( 定 理 63(ii)) 以 后 才 
能 举 出 ， oe 
子 , 它 是 古典 可 证 但 直觉 主义 地 不 可 证 的 . i 

RCH (c)) 对 数论 形式 系统 言 ,如 果 T, EHR, a, 一 ， 
YV 以 外 没有 其 它 逻 辑 符号 ， 又 古典 地 THE， 则 直觉 主义 地 THE， 
GIDA "" 言 )， 同 样 地 ,对 命题 演算 或 谓词 演算 亦 然 ,只 须 假定 
在 工 ,下 中 除却 作为 一 蕴涵 式 的 前 件 外 ,不 含有 非 否定 的 字母 . 

系 2( 对 (b2)(c) 或 (d)) 如 果 直 觉 主义 数论 系统 是 简单 相 
容 的 , 则 古典 数论 系统 亦 然 ， 

系 2 的 证 明 如果 在 古典 系统 内 1 一 0 是 可 证 的 ， 则 在 直觉 
主义 系统 内 亦 然 。 
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讨论 哥 德 尔 说 ,“ 这 定理 [60(b2) 或 (c)].… 证 明了 , 直觉 主 
义 算术 或 数论 只 不 过 是 表面 上 比 古 典 的 为 狭 ;事实 上 ,[ 它 ] 包 含 了 
全 部 吾 典 [数论 ], 只 不 过 它 作 略为 不 同 的 释义 里 了 .” 海 丁 接着 说， 
“但 对 直觉 主义 者 说 来 ,这 种 释义 是 最 主要 的 事情 .”([1934*], 第 
18 Bl. 

德 伊 洪 说 ， 根 据 我 们 意义 主义 者 〈Significist) 的 意见 ,直觉 主 
义 数学 最 重要 的 优点 在 于 、 它 在 每 一 事例 之 下 都 区 别 了 直接 证 明 
的 及 间接 证 明 的 命题 ,并 把 数学 概念 分 析 成 一 系列 的 概念 ,具有 不 
同 程 度 的 间接 性 的 ?3.”([1948] 第 746 I.) 

凡 但 泽 (Van Dantzig) [1947] 建议 考查 ,到 底 古典 数学 可 以 
在 直觉 主义 数学 内 发 展 到 什么 程度 ,正如 上 文 所 说 的 ,对 初等 数论 
说 来 那 是 全 部 都 可 以 的 。 为 了 这 个 目的 , 古典 公式 E 便 被 译 成 一 
个 古典 的 等 价 式 F, 而 F 是 直觉 主义 地 稳定 的 , 即 有 片 一 一 FE 一 F 
的 (参见 引 理 43a)。 凡 但 泽 暗 示 说 ， SB EDERE 
个 直觉 主义 系统 稳定 部 分 之 内 全 部 加 以 释义 。 

关于 相 容 性 问题 现在 所 得 的 结果 可 以 看 作 是 ; 证 明了 直觉 主 
义 数 论 正和 古典 数论 一 样 ， 同 样 需要 一 个 元 数学 的 相 容 性 证 上 明 ， 
或 者 ,如 果 我 们 根据 其 释义 而 接受 了 直觉 主义 系统 的 相 容 性 ,便当 
看 作 是 保证 了 古典 系统 的 相 容 性 . 

有 些 形式 主义 者 指出 ， 直 觉 主义 初等 数论 的 方法 超出 它们 的 
有 和 穷 性 的 范围 (参见 希 尔 柏 特 - 伯 尔 奈 斯 [1934], 第 43 RAR 
斯 Bernays [1935])。 他 们 说 ， 直 觉 主义 者 对 复杂 的 命题 使 用 否 
E, 并 且 使 用 一 个 以 复杂 公式 (例如 一 个 全 称 公式 或 另 一 蕴涵 式 ) 
为 前 提 的 蕴涵 式 ， 而 这 便 率 涉 到 什么 是 直觉 主义 的 证 明 这 个 一 般 
逻辑 概念 。 全 靠 这 样 地 使 用 否定 及 薄 涵 式 , 布 劳 维 及 其 门徒 才能 
够 对 构造 主义 数学 发 展 得 很 远 ， 比 布 劳 维 的 先驱 克 伦 涅 客 所 发 展 
的 远 得 多 了 . 

直觉 主义 者 并 不 企图 一 般 地 对 证 明 这 个 -观念 加 以 描述 、 他 们 
D 所 谓 间接 证 明 即 指 反 证 法 一- 俄 译注 。 
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说 ,原则 上 这 个 描述 是 不 可 能 的 ， 

因此 ,直觉 主义 者 对 于 否定 及 蕴涵 式 的 使 用 , 必须 理解 为 ,只 
是 要 求 我 们 认 出 某 一 个 给 定 的 证 明 是 可 以 直觉 主义 地 接受 的 ， 或 
者 ( 当 他 们 证 明 具 (4 > B) > C 形 的 陈述 时 ) 认 出 , 如 果 我 们 能 
够 作出 一 个 可 直觉 主义 地 接受 的 由 一 陈述 4 到 另 一 陈述 B 的 推演 
时 ,根据 这 个 推演 我 们 亦 可 以 用 一 个 给 定 的 方法 肯定 地 作出 一 个 
关于 陈述 C 的 可 直觉 主义 地 接受 的 证 明 . 

伯 尔 奈 斯 [19381 曾 企图 替 坚 钦 的 直到 se 的 超 穷 归纳 ($79 R) 
作 辩 护 ， 说 它 对 于 狭隘 的 有 穷 性 观点 所 作 的 推广 比 之 整个 直觉 主 
义 数论 的 方法 所 作 的 推广 要 少 得 多 。 

德 伊 洪 [1948] 略为 提 及 关于 直觉 主义 及 其 倾向 的 各 种 讨论 
《尤其 是 关于 意义 学 派 〈Significs) 的 ， 后 者 由 曼 奴 里 《Mannoury) 
[1909, 1925, 1934] 所 代表 )。 

定理 60 系 2 可 说 是 用 直觉 主义 观点 来 给 古典 数论 作出 相 容 
BIER. 这 证 明 的 第 二 部 分 将 是 暗中 地 或 明显 地 核验 直觉 主义 数 
论 形式 体系 是 直觉 地 正确 的 . 

因为 定理 60 系 2 的 证 明 是 完全 初等 的 , 故 根据 哥 德 尔 关于 相 
容 性 证 明 的 定理 ($42 定理 30), 第 二 部 分 便 不 能 这 样 了 .2 

很 有 趣 的 ,我 们 可 以 看 见 , 正 如 在 坚 钦 的 相 容 性 证 明 中 用 到 了 
直到 se 为 止 的 超 穷 归纳 那样 ,现在 的 相 容 性 证 明 , 若 加 以 分 析 , 可 
以 看 见 完全 依赖 于 唯一 的 一 个 非 初等 步骤 ,即使 用 一 个 谓词 ;数论 
公式 的 真 假 性 这 个 谓词 , 它 是 归纳 地 定义 的 ,在 该 定义 的 归纳 推 步 
中 出 现 了 两 类 量词 。 我 们 现在 便 定义 这 个 谓词 . 

EHS 0, 7, +, 作 通 常 的 释义 ， 把 变 元 释义 为 自然 数 变 
元 ,把 由 项 构成 项 的 运算 释义 为 显 式 定义 的 非 形式 的 运算 ,在 这 种 
释义 之 下 , 任何 一 项 xz， …，xs); 只 包含 不 同 变 元 mm，.….， Xn» 
都 是 表示 一 个 原始 递归 函数 :(x1,…… ,x。), 而 当 # = 0 时 ， 则 表示 
一 数 +。 在 一 的 通常 释义 下 , BPRS reran 的 素 公 式 P(x， 


D 如 果 十 典 初等 数论 是 相 容 的 的 话 __ 俄 译注 . 
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es r.) 都 表示 一 个 原始 递归 谓词 Pes ta x,), 而 当 = = OT 
则 表示 一 命题 P。 在 我 们 的 原始 递归 函数 理论 中 ， 对 每 个 闭 素 公 
AP SP 的 真 或 假 都 是 确定 的 (并 且 是 能 行 地 判定 的 ), 因 些 在 真 
假 性 定义 中 我 们 将 不 对 这 部 分 下 工夫 . (的确 ， 对 该 理论 还 可 以 说 
得 多 一 些 ; 参 见 下 文 例 4.) 
(A) 把 这 些 作 为 基础 , 对 任何 闭 的 数论 公式 EE 言 ， 我 们 将 就 
E 中 的 逻辑 符号 (的 出 现 ) 个 数 而 归纳 地 对 下 为 真 的 ? 加 以 定义 .。 
在 这 定义 中 ,如果 当然 指 “ 当 且 仅 当 ? ,正如 通常 的 定义 一 样 。 
1. 一 闭 素 公式 P 是 真 的 ,如 果 P, 即 如 果 在 递归 函数 论 中 了 是 
一 个 真 命题 . 
”在 句子 2 一 5 中 ,A 与 B 为 任何 闭 公 式 . 
2. A&B 是 真 的 ,如 果 A EAR H BERAR. 
. 3. AVB 是 真 的 ,如 果 A 是 真 的 或 B 是 真 的 . 
4. ADB 是 真 的 ,如 果 A RAAM B 是 真 的 ( 即 ， 4 为 真 的 只 
当 B 是 真 的 ). 
5. A 是 真 的 ,如 果 A 不 是 真 的 . 
在 句子 6 与 7 中 ,x 是 一 变 元 ,而 A) 为 一 公式 ,只 含 自由 的 
x PGX r 为 一 自然 数 时 ,x 便 是 相应 的 数字 ,$41.》 
6. 3xA(x) 是 真 的 ,如 果 有 自然 数 x 使 A(x) HBR. 
7. VxA(x) 是 真 的 ,如 果 对 于 每 个 自然 数 +x, A(x) HAA. 
(B) 一 个 只 含 不 同 自 由 变 元 yy,……, yw 的 数论 公式 Aly,， 
5 ym) HHA, MM FER SRR mK hs m 
ACYis °° +5 Yn) BERN. 《这 里 我 们 无 需 限 制 y,,… syn 全 都 自 
由 出 现 于 ACi +, ym) 中 , 亦 无 须 限制 出 现 的 次 序 , 因为 如 果 一 
公式 对 Yis tto Ym 的 次 序 作 某 种 选择 时 是 真 的 ， 则 作 别 的 任何 次 
MA, 一 个 没有 变 元 的 公式 王 是 真 或 假 ( 即 不 真 ) 可 用 2ER 
值 表 而 判定 ;任何 一 个 不 含量 词 且 只 以 x,,-…… ,xs 作为 变 元 的 公式 


D 或 者 根本 不 含 自由 变 元 -一 俄 译注 。 
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Ai) 都 表示 一 个 原始 递归 谓词 4(x1,，……,x,),， 使 得 
A(xs, -ta Xn) = {A(x,, eig. x,) 是 真 的 }. (参见 §79 定理 5] 
前 .) 由 8$41(A), (C), O) 可 得 : 在 数论 形式 体系 中 , 每 一 个 没 
有 变 元 的 真 公式 都 是 可 证 的 ， 每 一 个 没有 量词 的 公式 A(%4，……， 
Xn) 都 数字 地 表示 一 个 谓词 ACen tto rn) 该 谓词 亦 即 在 释义 之 
下 它 所 表示 的 谓词 . | 

用 这 定义 ,我 们 便 可 以 证 明 下 述 定理 , 证 法 正和 证 明 $37 定理 
21 那样 , 该 定理 便 是 在 谓词 演算 内 与 它 相 当 的 定理 . 

定理 61 (a) 如 果 在 直觉 主义 的 数论 形式 体系 内 有 THE， 
而 公式 了 是 真 的 , 则 己 是 真 的 . 〈(b)2 对 古典 数论 形式 体系 亦 同 此 。 

(a), (b) 的 证 明 中 唯一 的 不 同 点 是 : 对 (b) 而 言 ， 在 处 理 根 
据 古 典 公理 模式 8 而 得 的 公理 时 ,我 们 需 用 古典 方法 。 我 们 对 (a) 
标 以 “N”, 乃 表示 其 推理 虽 是 直觉 主义 的 ,但 已 使 用 了 非 初 等 的 方 
法 ;《b) 部 分 标 以 “C” 乃 表示 已 使 用 了 非 直 觉 主义 的 古典 方法 (参见 
§ 37), 

因为 A 与 一 A 不 能 都 是 真 的 , 故 定理 61(a) C4 T Z) 便 
涵 了 直觉 主义 数论 的 简单 相 容 性 ,再 由 定理 60 A 2 可 得 到 古典 数 
论 的 相 容 性 , 作为 一 个 “N” 结果 。 若 直接 由 定理 61(b) 而 推出 后 
者 ， 则 须 算 作 一 个 “C” 结果 ， 但 若 利用 定理 60, 它 却 是 可 以 作为 
“N” 结果 的 。 

AS (a) 如 果 一 个 V 引 前 束 公式 是 真 的 ， 它 必 是 一 般 递 归 地 
真 的 ($79)。 例 如 ,如 果 Vvawo3wiC(v，wo, w) 是 真 的 , 这 里 C(v， 
wo Wi) 不 含量 词 并 且 只 含 写 出 的 不 同 的 变 元 , 那 末 当 取 w(v) = 
CuwC(o, (wo, (w)ı)); 时 便 有 (v) {C(v, wle), wiw)%t}, 
根据 $45 井 19 及 557 定理 II 可 知 wi(z) 是 一 般 递 归 的 。 (by Ne 
故 根 据 定理 61(a) R (b) 可 得 : 在 数论 形式 体系 内 ,每 一 个 可 证 
的 Y 引 前 束 公 式 都 是 一 般 递归 地 真 的 . (BIL $79 附注 2.) 

在 我 们 对 公式 所 作 的 哥 德 尔 编号 下 ， 谓 词 'A 是 真 的 便 变 成 
一 个 数论 谓词 Ta), 其 值 可 以 由 下 命题 给 出 , 该 命题 由 原始 递归 
谓词 通过 命题 演算 的 运算 子 以 及 量词 而 作成 ， 后 者 使 用 的 个 数 可 
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DEER, 由 定理 30 TER, MAT) AMA RMAR 
示 ， 而 其 基本 性 质 亦 不 能 在 系统 内 证 明 ， 和 否则 我 们 便 可 以 把 上 述 
的 相 容 性 证 明 形式 化 于 系统 之 内 了 。 (参见 希 尔 柏 特 - 伯 尔 达 斯 
[1939], 第 329—340 I.) 

事实 上 ,下 述 每 个 谓词 (Ex)T(a, a, x*),(x)(Ey)Ti(a, a,x, 
Y)s (Ex)(y)(Ez)T3(a, a, x, y, z), °° (AT $57 定理 V 第 二 部 
分 (b) 都 可 以 表 成 TC(g(a)) 形 , 而 峭 为 原始 递归 ?3， 这 可 由 $49 = 
HLA pie 定理 27 AMS, REM RABAT. Tr, 
Ts °°: 的 公式 在 释义 之 下 亦 表示 它们 ) 以 及 $52 例 : 2 而 知道 . 因 
此 ,由 定理 VI(d) 与 V, 7T(a) 不 是 算术 的 . 

关于 形式 体系 的 真 假 性 定义 乃 首 先 由 塔 斯 基 [1932 ,1933] 所 
研究 。 他 证 明了 ,如 果 一 个 包括 有 数论 的 (能 行 的 ) 形式 体系 是 相 
容 的 ， 必 然 不 能 够 把 关于 这 系统 的 谓词 7(a) R-AK Ta) HK 
示 , 使 得 只 和 要 4 是 一 个 闭 公 式 A 的 哥 德 尔 数 时 ，T(a) ~ A ER 
统 内 都 是 可 证 的 ,因为 ,否则 埃 皮 曼 尼 德 诗 论 的 推理 ($11) 便 可 以 
在 系统 内 作出 来 了 . 《更 详细 些 见 希 尔 柏 特 - 伯 尔 奈 斯 [1939], 第 
254—269 Tq, )® 

公式 的 真 假 性 这 个 观念 ,直觉 主义 的 与 古典 的 应 该 有 所 区 别 . 
上 述 的 真 假 性 定义 是 对 两 者 同样 措 词 的 ， 观 念 的 任何 差异 必然 由 
于 对 定义 中 所 用 的 字 作 不 同 的 理解 而 起 . 

在 $82 中 ,我 们 给 出 真 假 性 的 另 一 个 定义 ,并 有 一 定理 相当 于 
定理 61 的 ,但 它 只 适用 于 直觉 主义 系统 。 它 的 一 些 初步 结果 正和 


D 要 定义 T(a) 可 根据 哥 德 尔 数 4 而 恢复 原 公 式 ， 再 应 用 上 面 的 关于 真 假 性 的 递 
HEX. AHERE Ta) 时 ,公式 的 每 个 量词 都 相应 于 一 量词 MARAE 
词 的 个 数 是 可 以 生意 地 多 的 .) 一 -- 俄 译注 . 

2) dla) 是 ,例如 ,公式 3xVy3zT,(a, a,x, y>z) 的 哥 德 尔 数 , 这 里 T， 是 根据 定 
理 27 的 方法 而 得 的 ,数字 地 表示 T 的 公式 一 一 俄 译注 . 

3) 设 s%) 为 用 下 法 所 得 的 公式 的 哥 德 尔 数 ,在 以 为 可 德尔 数 的 公式 中 把 变 元 a 
的 所 有 自由 出 现 均 换 为 k《 如 果 这 定义 不 能 应 用 , 则 CK) HO, Mik 为 公式 
TTGC(4)) 的 可 德尔 数 。 这 时 TCa) 一 A。 便 可 推演 出 TGs(p))~~ 了 1T(s(p)). 
AK RAS ARAM MARU RY PRCA RMIT, 在 这 样 一 个 系 
统 内 不 能 形式 地 定义 下 一 概念 : “定义 一 个 数 的 项 "一 一 俄 译注 . 
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定理 61(a) 一 样 ,将 是 直觉 主义 的 ,但 非 初等 的 (“N”), 但 由 这 些 结 
果 却 可 以 得 到 一 些 元 数学 结果 (狭义 的 ). 


$ 82. 递归 地 可 实现 性 


我 们 的 问题 是 把 直觉 主义 数论 的 释义 用 一 种 方式 表示 ， 使 得 
它 和 古典 系统 有 所 不 同 的 某 些 特点 可 以 明显 起 来 . 

对 直觉 主义 者 说 ,存在 陈述 句 “(Ex)4(z)” 的 意义 可 以 如 下 释 
义 , 即 它 是 下 列 陈述 句 的 不 完全 的 传达 ,该 陈述 名 给 出 一 个 x 使 得 
A(x)( 希 尔 柏 特 - 伯 尔 奈 斯 [1934], 页 32), 18 “A Ce)” ASIP AT 
以 是 不 完全 的 传达 。 因 此 ,我 们 应 该 说 ,“(Ex)4 (x)” 是 一 个 不 完 
全 的 传达 ,要 把 这 个 传达 补充 完全 , 须 给 出 * 使 得 4(*) ,同时 还 须 
就 该 * 而 给 出 关于 “4 (x)” 的 完全 传达 . 

这 个 意念 可 以 推广 到 其 它 的 逻辑 运算 .例如 我 们 可 把 全 称 陈 
述 句 “(x)4(x)” 直 觉 主义 地 看 作 一 个 不 完全 的 传达 , 要 补充 完全 
须 给 出 一 个 能 行 的 一 般 方法 ， 使 得 对 于 任何 x 都 可 找 出 一 个 消息 
使 就 这 个 * 而 获得 关于 “4 (x)” 的 完全 传达 . 

仿 此 ,蕴涵 式 “4 -> B” 亦 可 看 作 一 个 不 完全 的 传达 , 它 可 如 下 
WAS, 给 出 一 个 能 行 的 一 般 方法 ， 只 要 补 全 “4” 的 那个 消息 给 
出 后 ,这 个 方法 便 可 以 补 全 关于 “B” 的 消息 。 

否定 可 以 化 归 到 蕴涵 式 去 (参见 $74 93). 

但 当 所 需要 的 是 自然 数 时 ， 所 谓 能 行 的 一 般 方法 便 是 递归 方 
法 (860,$62,$63)2。 还 有 ,利用 哥 德 尔 编号 后 ,消息 可 由 自然 数 而 
得 到 。 

合并 这 些 意念 ,我 们 将 对 数论 公式 的 一 个 性 质 加 以 定义 ,在 所 
暗示 的 释义 下 , 这 性 质 大 抵 相当 于 该 公式 之 为 真一 事 。 但 我 们 不 
说 “ 真 ' 而 说 “递归 地 ) 可 实现 ' ， 以 区 别 于 把 形式 逻辑 符号 根据 相 
应 的 非 形式 语言 而 直接 翻译 时 所 定义 的 “ 真 假 性 ;($ 81 A). 

DER $13 一 一 俄 译注 . 
2) 所 给 的 须 是 自然 数 ; 这 亦 可 由 课 德 尔 编 号 而 得 -- 一 俄 译注 。 
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把 一 个 只 含 自 由 xo tto Xn RID tas etto x) XA o 
BEARBEITET, 把 一 个 素 
AR PC to xn) 释义 为 原始 递归 谓词 P(xs,… ,xo), 或 当 
n = 0 时 释义 为 一 命题 P(§ 81 末 )， 这 无 论 古 典 的 或 直觉 主义 的 
都 没有 不 同 。 我 们 根据 这 点 而 建立 “可 实现 性 的 定义 ， 它 把 应 用 
于 数论 公式 的 逻辑 运算 子 直觉 主义 地 加 以 释义 。 

首先 ,我们 就 闭 公 式 下 中 有 还 辑 符号 (HWE) 个 数 作 归纳 而 定 
义 什么 叫做 一 自然 数 。“( 递 归 地 ) 实 现 ” 了 E (或 者 e 为 E 的 “实现 
数 ”).? 

(A) le 实现 了 一 闭 素 公式 P, WE e = 0 而 ?为 真 ( 换 句 话 
说 , WR e =O KP). 

在 句子 2 一 5 中 , A 与 B 为 任何 闭 公式 ， 

2.e 实现 了 A&B, 如 果 。 = 7:3 而 a ZILA, b XI B. 

3.e 实现 了 AVB, 如 果 e = 二 2.3 而 4 实现 A 或 e 二 2:.3 
im 6 XB B. 

4.e 实现 了 ADB, WẸ e 为 一 元 的 部 分 递归 函数 9 的 哥 德 尔 
数 ,使 得 只 要 a 实现 了 A, 则 pla) 实现 B。 

5.e LBP TA, wR e TMT ADI = 0. 

在 句子 6 与 7 中 ，x 为 一 变 元 ，A(x) 为 一 公式 只 含 自由 的 
x, 

6.¢ 实现 了 3xA(x), 如 果 。 = 2+ 3°, 而 a 实现 了 A(x). 

7. e KILT VAG), 如 果 。 为 一 元 一 般 递归 函数 中 的 哥 德 尔 
数 ,而 对 于 每 个 x, p) 都 实现 了 A(x). 

现在 我 们 便 对 任 一 数论 公式 而 定义 “(递归 地 ) WERE’ in 
Fe 
(B) 不 念 让 由 变 元 的 公式 A 是 可 实现 的 ， 如 果 有 一 数 娟 实现 


1) 这 一 段 应 如 下 理解 ， 在 下 述 定义 的 直接 句子 (A), 一 (A), 之 后 ,还 应 加 入 一 个 
限制 句子 (8$6)* 即 : 只 有 由 《A) 一 (A)， 所 给 出 的 。 才 实现 了 一 闭 公 式 A 一 一 
REE. 

2) 或 根本 不 含 自 虫 变 元 一 一 俄 译注 
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TA. 一 个 只 含 不 同 的 自由 变 元 mn m (mS0NARA 
(yon) 是 可 实现 的 ;如果 有 一 个 普 元 一 般 递归 函数 pCM 
Ayit tto Ym) 的 实现 函数 ) ER, NET Y tto Ym > PO 

+5 Ym) 都 实现 了 Al(y1， ++ > Ym). CH $44， 如 果 一 给 定 公 式 对 
Ya 的 一 种 选择 是 可 实现 的 , 则 对 别 的 选择 亦 然 . ) 

在 这 个 可 实现 性 的 定义 中 , 对 自由 变 元 的 处 理 与 克 林 [1945] 
的 处 理 不 同 。 它 可 以 简化 第 一 个 定理 (定理 62) 的 证 明 , 然后 便 可 
推出 这 两 个 定义 的 等 价 性 《由 系 1). 

上 述 的 可 实现 性 的 定义 是 只 就 我 们 的 数论 公式 的 观念 而 立 
论 , 即 只 就 我 们 的 形式 体系 的 形成 规则 而 立论 的 . 

别 的 可 实现 性 观念 ， 提 到 系统 的 公设 表 力 至 提 到 假定 公式 TT 
的 ,可 以 更 改 下 列 三 句 而 得 . 句 3: 把 “a 实现 A” 改 为 “a 实现 A 
ATA,” #8 “b 实现 B” 改 为 “8 实现 B 且 THB. ”名 4: 把 “a 实 
现 A” 改 为 “a 实现 A 且 THA.” 旬 6: 把 “a 实现 A(x)” 改 为 “a 
实现 A(x) 且 THA(Cx).” 这 样 修整 过 后 的 实现”[ “可 实现 性 ] 可 
叫做 (TH) 实现 ICH) 可 实现 性 ]. 

定理 62N (a) 如 果 在 直觉 主义 数论 形式 系统 内 有 THE, M 
各 公式 了 是 可 实现 的 ， 则 王 是 可 实现 的 。〈 纳 尔 孙 David Nelson 
[1947], 第 一 部 分 ). 

Cb) 仿 此 ,把 "可 实现 的 ? 改 为 “CTHF) 可 实现 的 .” 

引 理 44N ”如果 x 是 一 变 元 ，A(x) 为 一 公式 ， 除 x 以 外 没有 
其 他 变 元 , t 为 一 个 没有 变 元 的 项 ， 因 而 它 表示 一 数 :， 则 。 实现 
A(t) 当 且 仅 当 e 实现 A(t). 

引 理 44 的 证 明 如果 A(x) 是 素 的 ， 则 A(t) 的 真 假 等 价 于 
A(t) 的 真 假 。 故 由 名 1 本 引 理 对 素 公式 AG) RI. AKT RE 
出 发 ,就 A(x) 中 逻辑 符号 (的 出 现 )2 个 数 而 作 归纳 ,并 按照 “实现 ， 
的 定义 中 各 句子 而 穷 举 , 那 末 本 引 理 对 任何 其 他 公式 A(x) 也 成 立 
T. 


1) 译 者 加 “的 出 现 ” 三 个 字 一 一 译 者 注 . 
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引 理 45N 设 玉 为 闭 公式 , 在 FE 中 把 每 个 呈 TA 形 的 部 分 (4 
为 一 公式 ) 都 换 为 ADL = 0 后 得 一 公式 , 则 。 实现 EE 当 且 仅 当 e 
实现 该 结果 公式 
-如果 把 “< 实现 ” 换 为 “e(CTH-) 实现 ”时 ， 引 理 44 与 45 仍 成 
立 , 这 里 上 是 就 直觉 主义 数论 系统 而 言 的 ,了 为 任何 公式 . 《对 引 
FE 44, 这 时 我 们 可 引用 $41(A) 及 $38 定理 24(b).) i 
定理 62 的 证 明 ”我们 只 陈述 (a) 的 证 明 , 读者 (愿意 的 话 
optionally) 只 须 略 为 花费 一 些 精 神 ， 便 可 核验 对 (b) 所 增加 的 条 件 
是 满足 的 。 本 证 明 可 就 所 给 推演 THE 的 长 度 而 作 归 纳 ， Far 
们 的 形式 系统 的 各 公设 而 穷 举 。 
: 首先 ， 我 们 考虑 各 公理 . WER Alyı> is Ym) 为 一 公理 ， 其 中 
只 含 自由 变 元 nm， …'， ym， 则 根据 E), 要 证 明 它 的 可 实现 性 , 我 
们 必须 给 出 一 个 一 般 递 归 函 数 p(y. +s ym) 使 得 ， 对 于 每 个 自 
PRI yis tta EP) 都 实现 了 Ay“, 
You). 但 是 对 命题 演算 的 每 个 公理 模式 言 ， 我 们 总 可 以 找 一 数 使 
得 ,对 根据 这 模式 而 得 的 任 一 公理 A(y，.…，, yw) 言 , 它 都 实现 了 
A(y1，,*…* ,ym)。 只 给 出 这 个 数 ( 它 实现 了 根据 这 模式 而 得 的 闭 公 
DEET, AY ABT yi «+> ym 出现 时， 我们 可 把 p(y,， 
to Ym) 取 作 m 元 常 函 数 而 永 以 这 数 为 值 (544)， 仿 此 5 对 特殊 数 
论 公理 言 ， 我 们 只 须 给 出 一 数 以 实现 把 公理 的 自由 变 元 任意 代 以 
数字 后 所 得 的 结果 便 够 了 。 仿 此 ,对 公理 模式 而 言 ,我们 所 给 的 实 
现 数 是 * 的 一 般 递 归 函 数 , 它 只 依赖 于 用 以 代 人 x 处 的 数字 x; 对 
公理 模式 10 与 11 a> 我 们 所 给 的 是 X", NIT RBA 
数 , 它 只 依赖 于 + 以 及 用 以 代入 它 的 变 元 xs «++, x, 处 的 数字 x， 
tX, KH MH Yis °° °s Ym 包含 有 别 的 变 元 时 ， 便 可 利用 人 么 项 
数 (844) 把 所 得 的 函数 扩张 变 成 兼 包含 新 变 元 的 函数 ， 因 而 得 
PW ym) T. 
对 于 每 个 公理 模式 及 特殊 公理 ($819， 23), 我 们 都 用 $65 的 记 
号 来 表示 我 们 的 实现 数 或 实现 函数 .至 于 它们 为 实现 数 或 实现 函 
数 的 证 明 、 以 及 必须 的 关于 递归 性 的 核验 ,我 们 不 作 详 细 的 讨论 ， 
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读者 可 自 为 之 ， 

le. 根据 上 面 的 预备 附注 ， 我 们 可 只 讨论 根据 本 模式 而 得 的 
不 含 自由 变 元 的 公理 AD(BDA) 我 们 证 明 ，Aahba, 即 AaAb 
Ulla, b) G 44) 实现 了 AD(BDA). AX, ike 实现 A; 由 句 4， 
我 们 必须 证 明 (AaAbda}la) 即 Aba (由 $65(71)) 便 实现 了 BDA, 
要 证 明 这 点 , 设 b XI B; 我 们 必须 证 明 {Aba}(2) 即 a, 实现 了 A, 
但 由 假设 , a 的 确实 现 了 A. 

1b. (ADB) D((AD(BDC))D(ADC)) 被 ee 
PUD ARA. RH, P ENT ADB; 我 们 必须 证 明 {ApAgAh 
a{q(a)}(P(a))}() ER AgAa{(q(a)) }(p(a)) 实现 了 (AD(BD 
C))D(ADC), 要 证 明 这 点 , 设 4 实现 了 ADC; RILATE 
明 Aoly(a)}(p(a)) XRT ADC. FERKA, ee 实现 A; 我 
们 必须 证 明 {gla)}plo)) 实现 C。 但 由 假设 , P'E ADB ijf a 
实现 A; ik pla) 实现 B。 NICH ADDCO) 而 < 实现 As 故 
qla) 实现 BDC. 既然 g(a) KM BIC 而 Pla) 实现 B; 故 {g(a)} 
(p(a)) 实现 C, 这 便 是 所 想 证 的 。 

3. AD(BDA&B). AaAb2* + 3°, 

4a. A&BDA, Ac(c) (BU § 45419), 

4b. A&BDB. Ac(c).. 

5a. ADAVB, Aa2° » 3%, 

5b. BDAVB, Ab2! - 38, “i. 4 

6. (ADC) >((BDC)D(AVBIC)). ApAgArx(p, q, ce Mr 
中 Xp gr) =C) 当 (r) 一 0:9((r)) 当 (r) 一 1], 用 
定理 XXc。 设 ?实现 AC, 4 EI BDC Hr ZA AVB, 我 们 必 
， 须 证 明 XCO, gsr) RC, El: + 一 23.3: 而 a 实现 A， 则 
Ch 一 0 而 (>) =a. AP XH ADC M Cr) 实现 A, PCC) 
实现 C。 但 (r), 一 0; 故 ( 且 因 p((r),) BEN) X(p, q,r) 一 
eC(r)s) Mii GS C, 如 所 和 欲 证 。 情形 2: > = 二 21. 3 而 5 实现 
B。 念 上 . 

7.(ADB)DCCADMB) DIA). H5% 45, 凡 实现 根据 公理 
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模式 lb 而 得 的 闭 公理 (特例 ,以 1 = 0 FOC HABE CAB 
实现 根据 本 模式 而 得 的 公理 。 l 

8. TIAD(ADB). 0， 因 为 如 果 了 实现 TA, MWAH 5, PK 
MADI 一 0。 但 这 时 没有 一 数 a 可 实现 A， 否则 po) 将 实现 假 
的 闭 素 公式 1 二 0, 与 句 15 相 矛盾 。 因 此 空虚 地 可 说 ， ar ?实现 
A 而 a 实现 A, 则 {0(p)}la) 实现 B。 

(读者 可 以 试行 核验 : ATER SRAM ERAS, 
8, 那 将 是 有 益 的 ). 

10; 设 该 公理 中 的 t 恰巧 只 含有 不 同 的 变 元 zx， 
WII MO) 并 设 2Cx1，…, x，) 为 它 所 表示 的 原始 
递归 函数 ( 当 # 二 0 时 ,为 一 数 )， 根据 预备 附注 ,我 们 可 假设 该 公 
REx yx, 是 自由 的 ; 设 写 之 为 VxA(x, u, tey aR) D 
Alla, Xn) X19 5%). TAH tx, rey: Xn) 对 A(x, Xi 
… ,xe) 中 的 x 是 自由 的 , 故 把 公理 中 的 kotea x, (HSL) 
代 以 数字 RR, 的 结果 便 是 VAG, X, °°, m )DAlılz,, 

Ru) Ki X). nn eers xaJ) 实现 这 
公式 ,而 当 en BH, CE x,,:…, x, 的 一 般 ( 事 实 上 是 原 
始 ) 递 归 函 数 ， 根 据 句 4， 我们 必须 证 明 ， 如果 :实现 VxA(x, x, 
a ln, te) 实现 ACEC, x), ey 
x) 但 如 果实 现 了 VxA(x, x, 2.) MENT 75 PCi 
)) 实现 ACE, Ki, ++, Ke) 而 :一 上 xz，xzo); 故 由 引 理 :44， 
PCC oy RER ACK, +++), R oy Me). 试 设 
x 为 x, 公 理 便 是 Vx ACs -*+5x,) DAGO, °°, 1a)» Ks", 
Xw) 等 等 。 ES i 

TELA (tris ttt, tb my ttt Xa) DIKA = Xp oy: ad. 
Aaien) . 30 i : 

13, A(Dsvx(ACO DAG" DAW. 我 们 处 理 ACs) 只 含 自 

由 并 的 情形 ， 然 后 根据 预备 附注 便 可 以 处 理 一 般 情形 了 ER 
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D 似 应 说 “与 限制 句子 相 和 矛盾 2( 参 见 上 面 的 附注 REE. 
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ETE EN plr, a) mE; 

a a) = (a) 

p(x’, a) = {{Go):}C) CoC, a)). 
我 们 今 证 ,对 每 个 x, 数 Aap(x,a) MM A(O)&Vx(A(x)DA(z)) 
DAC) MEA + 的 原始 递归 函数 .要 证 明 这 点 (名 47); 戈 们 可 就 
x 作 归 纳 而 证 明 : 如 果 a IM A(0)&Wx(A(x)DAQ’)), W eG, 
a) ROL A(x). BH, 如果 a 实现 AOMaAa) DAAH 
名 2，p(0, oa)[ 一 (a)o] 实现 A). ASR. 仿 此 ,(a); 便 实现 
VeARJDARI)): CH 7) (Ca): }(*) ERA AGDA). 但 
由 归纳 假设 ,p(x, a) 实现 A(x), 故 (名 4)p(x', a) [= Wh 
CpGxya))] 实现 了 AG’). 

.14. 代入 数字 后 由 这 公理 可 得 a = b'Da = b, 这 公式 被 
4p0 所 实现 。 因 设 > 实现 a' 一 b' ， 我 们 必须 证 明 0 ENa — by 
Wa = b 是 素 的 ， 它 之 被 实现 只 当 它 是 真 的 时 站 D 只 当 :o = b, 
Ham b, AE a = b IAM o 实现 它 . u 

. 仿 此 ,对 其 它 公 理 言 , 在 代 人 数字 后 ， RITER FAIRIS. 

15, 18 一 21:0。 16:ApAg0. 

. (17, Apdo. . van 
， ”推论 规则 . 2. 我 们 利用 在 可 实现 性 定义 处 所 作 的 附注 ;把 各 
公式 君 作 依赖 于 出 现 于 各 公式 上 的 全 部 变 元 ee 
BM .; . 1 . 
j Ayas 3 5 Alyıs tts Ym) DB, ++ 

BOs …，ym) Bin Se gc 
aaa 两 前 提 Ais tto Ym)  Alyıs °° 5 Yu OB(Y,, 
OOS Yo) 都 是 可 实现 的 ， 即 有 一 般 递 归 函 数 a 及 峭 使 得 对 每 个 自 
Pm ir Vis ott > Ym E> A(y1 ym) 被 数 alas tts Ym) BT 
实现 而 Alyı> oes Ym)>B(yı> ee Ym) 被 数 PCy, °° "3 Ym) 所 实 
SL. WI. (Cis tta Ym) Haris ++ ,ym)) 显然 是 容声 
的 部 分 递归 函数 ,但 对 每 个 7，'…，yw 言 ， 它 的 值 都 是 一 个 实现 
数 , 故 它 必 对 每 一 个 nm， +++ ye 有 定义 ;因此 它 是 一 般 递 妇 的 , 故 
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结论 BCs …，ym) 便 是 可 实现 的 . | 
“9. Clyis +++ Ym DAR; Jis * e, Ym) 
COs +++ Ym) DWXACK, Yis ，ym) 

根据 归纳 假设 及 可 实现 性 的 定义 ， 有 一 般 递 归 函 数 少 使 得 ,对 每 个 
Xs Yis aes »Ym Es Pts Yis to Ym) 实现 了 CCyu Yn)> 
ACX, Yis "> Ym). 我 们 今 证 ， HEN Yis tto Ym B AcAx{¢ 
Ges yas ts Im} CO) 实现 了 COs yn) DVEACR, yis os 
Yo). 这 样 便 得 出 结论 的 可 实现 性 ， 因 Acar bx, Yis tts Im} 
(e) È yis ++ ym 的 原始 递归 函数 ， 当 然 更 是 一 般 递归 的 了 。 因 
Kate 实现 了 C tts Yn); 我 们 必须 证 明 Artola, yo …， 
¥m)} Co) 实现 了 YxA(x, Yis “5 Yn). 要 证 这 点 ， 我 们 必须 证 ， 
RER 21602 Yas 9m dee) BEB ACK, Yis yo). 但 
Ae < 实现 Cly,, +- to Ym) LEBRE, Plr, Yis m) 实现 
Clos es Ym)DA(X, Y,» Ne yn)， 故 {6(z Yis os yw) He) 
MAT AK, Yis ss ym). CER, WRC A AH x, 12% 
“C(x, Jis "to Ym)» 则 本 证 明 失 效 . 这 时 我 们 须 假 设 有 党 当 使 € 
实现 : C(x, yis >, Ym) ART REM ABE, Wh se, 
{ d(x, Vio (oe) 实现 了 Al, yp， Ym) 但 我 们 需要 
的 是 对 每 个 = 而 有 该 结论 . ) 
COIR O AG Yis eres Ym)>Ckyıs +t Ym) 
Ge. O BAC, Yon yIDClyis yn) ne le 
仿 前 ;如 果 几 为 前 提 的 实现 函数 , 则 APL CCP Ji > 2 
FAREN ERER: | 

波 定 理 包 售 了 直觉 主义 形式 数论 系统 的 简单 相 夺 性 CH @), 
T 取 为 空 公式 而 下 取 为 1 = 0), 正和 定理 .61(a) BE, 关于 这 广 
面 ,定理 62 的 新 兴趣 在 于 ,加 入 什么 样 的 新 公理 工 后 ,简单 相 容 性 
仍 可 保持 ,对 于 这 一 点 ， 它 给 出 一 些 不 同 的 条 件 (这 将 在 定理 63 Uh 
后 进一步 讨论 )。 

RIN 如 果 Yis ,ym 为 不 同 的 变 元 ， Alyı> NE ym) %- 
公式 : 则 Alyı “…，ym) 是 可 实现 的 当 且 仅 当 Vyır- “VymAly,, 
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ees Yn) 可 实现 时 ， sad ee e 
因为 在 直觉 主义 形式 系统 Rs Ais tts m) 与 Vy Wyn 
Alyıs >*t > ym) 是 可 以 彼此 互相 推演 的 ， 

”这 个 系 ( 当 应 用 于 下 列 情况 ,自由 变 元 y，:……， yo 依 它们 在 所 
给 公 息 中 自由 出 现 的 先后 而 排列 ) 给 出 了 这 里 的 可 实现 性 定义 人 ( 训 
林 [1948]) 和 克 林 [1945] 的 定义 之 间 的 等 价 性 . . u 

HN (a) 如果 是 可 实现 公式 , ACy,x4，,…… ,xs) 为 一 公式 ， 
只 含 不 同 的 自由 变 元 x，-……, x。，y， 又 在 直觉 主义 数论 形式 系统 
WA Tr ayAQu, tts xs，y)， 则 有 一 个 一 般 递 归 函 数 y 一 (a, 
EIN Sr 使 得 对 每 个 reee "> x, 言 ,A(xi， "+ Eno y) 都 是 可 实 
现 的 (这 里 y = plr +t r)). 

(b) 同样 地 ， 可 把 “可 实现 的 " 改 为 下 列 任何 一 个 合并 性 质 ; 
O “FF) 可 实现 与 可 由 工 推 芽 出 的 ,”(i)"(FH ) 可 实现 ,可 由 工 
推 莹 出 以 及 真 的 , Gi)“ Te) 可 实现 ,可 由 工 HE DR A De BT SER 
ar 可 实现 ,可 由 :F 推演 出 , 真 的 且 可 实现 的 

证 明 (0) BEER (a) 及 定义 申 的 (B) 和 (A) .6. (b) DR 
用 定理 的 6), G) 更 用 定理 6Ha) 以 证 明 ACx,，.… ,xs y) 是 
HHI Cii) 更 用 定理 的 (a) 以 证 明 A(x, ---, x,, ATEM 
m. 

TRRERBEN ATE HEE RAT Ns 直觉 主义 地 
说 ,A(x,,…; x,,y) 是 可 实现 的 将 蕴涵 它 是 真 的 , 即 命题 4(%， 
nam )) 就 其 直觉 主义 意义 来 说 是 成 立 的 .公式 BAG $ t 
Xay) 则 断言 说 ,对 每 个 +,，。*……, x, 都 存在 一 个 依赖 于 san 
的 > 使 得 .4(x,,……, xs。,y); 换 句 话说 ， 存在 一 函数 y plr, 
er 使 得 对 每 个 a 言 都 有 4L(xi Gres Pla“; 
ed: 由 系 (a)( 当 并 为 空 时 ) 可 知 ， 只 当 存 在 这 样 一 个 一 般 递 归 函 
数 史 时 ,该 公式 才能 在 直觉 主义 形式 系统 内 证 明 。 简单 地 说 ,一 数 
论 函数 只 当 它 是 一 般 递归 时 才能 够 直觉 主义 地 证 明 其 存在 . 《这 
里 我 们 只 考虑 下 断言 ， 在 所 有 的 变 目 ” 矢 n,o r, 处 函数 值 
plain", ta) 都 存在 ,因此 和 我 们 直觉 主义 地 使 用 部 分 递归 函数 
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- 事 并 不 冲突 )。 

这 结果 如 果 作 为 是 由 G) 推出 的 ， WRT RIE FI 
点 ,A(Xi,，*……, Xas Y) 的 可 实现 性 蕴涵 它 的 真确 性 . 但 若 使 用 (b) 
C4T ERM GN, 因为 我 们 对 T 没 有 加 以 什么 条 件 , 我 们 可 以 取 
最 强 的 形式 (iv) 作为 结论 , BAC, es Xn y) 是 ( 广 ) 可 实现 
的 ,可 证 的 , 真 的 及 可 实现 的 )， RUN ER 
论点 。 

了 之 出 现 于 系 由 表明 了 、 若 加 入 适当 公理 而 把 该 形式 系统 
扩张 , 这 结果 仍然 成 立 。 如 果 可 实现 性 直觉 主义 地 蕴涵 真确 性 这 
论点 被 接受 了 , 那 末 只 要 求 这 些 新 公理 可 实现 便 成 了 。 否则 它们 
AH Te) 可 实现 且 是 真 的 (至 于 可 贝 T 推 演出 一 事 ; 则 从 关于 工 
ed . 

这 结果 可 对 下 列 两 者 作出 一 连 系 ， 即 由 海 丁 所 形式 体系 化 的 
ee Bia 以 及 印 吉 论 点 ($62), BRA — A Ea EFT 
地 可 计算 的 。 这 两 者 都 是 构造 主义 观点 而 出 发 的 ;但 在 细节 方面 ， 
以 前 两 者 是 互 不 相关 的 ， we 

公式 3 引 A(x1，。.……, Xe y) 并 没有 断言 , 使 得 A4(xi, a 
P(x, ring tn)) 成 立 的 函数 》 zu p(n, 85 xq) 是 唯一 的 ， 这 需 
要 31yA(xs my) (9 42); 

:古典 地 说 , 若 知道 存在 一 函数 9 使 得 ,对 一 切 yy ye 都 有 
Alzıs tts tes Pla xs)) 以 后 ,由 最 小 数 原 理 便 可 以 形式 地 
得 到 一 方法 来 描述 一 个 特殊 函数 (§ 40*149 及 $ 41*174b), ARE 
义 地 ,我 们 并 没有 最 小 数 原理 .但 由 系 2 我 们 的 确 知道 , 任 对 一 个 
BER 要 A(m，:… ,x,，y) 的 公式 作出 特殊 的 直觉 广义 的 证 明 后 ,我 
们 都 可 以 根据 该 证 明 ， 非 形式 地 描述 一 个 特殊 的 一 般 递 归 函 数 
Pan 32) BARTH 0 BA Als en 
(xy nts Xn). : > 

例 1 (参见 $74 例 8 (c). x KS, 为 直觉 主义 数论 系统 . 设 
AQ, y 为 一 公式 只 含 自由 的 x, y。 设 对 于 每 个 *, 恰巧 有 一 个 
使 A(x,y) 为 真 。 则 当 我 们 引入 t 及 其 公理 A(x, f(x)) 后 (以 得 
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到 G), 这 公理 便 把 f 刻 划 为 , 在 释义 之 下 它 表 示 某 一 函数 w。 内 
新 公理 根据 习 引 可 得 IAG, y). 今 设 上 及 其 公理 AG, f(x)) 
是 可 消除 的 . 则 上 ,ayA(x, y)。 故 由 定理 62 系 2(b)Gi) CATH 
空 时 ) 得 : 有 一 个 一 般 递归 函数 = oie) 使 得 , WET, AG, 
y) 是 真 的 . 但 这 样 便 得 p= op. Ak, 在 直觉 主义 数论 系统 内 ， 
如 果 引 入 一 新 函数 符号 上 (表示 一 函数 p) ERAH, E ACx,f(x》) 
形 的 ,这 里 AG, y) 只 含 自由 的 x Sy, 而 AG, y) 恰巧 只 当 y 一 
p(x) 时 是 真 的 ， 那 末 只 当下 为 一 般 递 归 时 ， 该 函数 符号 f 及 其 公 
理 才 是 可 消除 的 . | 

M2 AG, y) 为 任何 公式 ， 只 含 自由 的 x, y 而 有 yA 
(x, y)， 则 和 例 1 向 样 ， 有 一 个 一 般 递归 函数 > 一 pi(x) 使 得 ,对 
每 个 x, A(x, y) 是 真 的 。 它 的 证 明 ( 主 要 点 在 定理 -62(b) 的 证 明 
中 ) 是 构造 性 的 ;给 出 一 个 关于 BA (x,y) 的 证 明 (或 这 证 明 的 哥 德 
KR) 我 们 都 可 找到 一 方程 系 卫 来 递归 地 定义 HERAN 
副 德 尔 数 )， 又 可 以 能 行 地 判定 : 一 数 。 EIER ByA(xsy) 的 公式 
的 证 明 的 哥 德 尔 数 (情形 1) 或 否 (情形 2), 这 里 A 只 含 自由 的 x 与 


ys l 
So 6(a) -{* 的 一 个 哥 德 尔 数 ， 当 情形 1, 
Axx (A Ui 的 一 个 哥 德 尔 数 ), 当 情形 2 时 ， 
STARKE p 的 那 一 个 哥 德 尔 数 ，U! 的 那 一 个 哥 德 尔 数 ,这 含混 
性 可 用 适当 的 约定 而 除去 。 eh O(a) 便 是 能 行 地 可 计算 的 ." 牙 
ERERARTITUNME ba) 是 一 般 递 归 的 。〈 事 实 上 ， 容易 证 
A, O(c) 是 原始 递归 的 ， 只 须 先 证 明 : (1) A-TRAK 
F(a) 使 得 ， 如 果 oe SE RRM RAA-- MERE, 
则 E(a) 为 其 尾 公 式 Alyıs nr Yn) 的 (Hr) 实现 函数 Pn why 
Ym) 的 一 个 哥 德 尔 数 , 这 里 mn，……，y” 是 尾 公式 中 的 不 同 变 元 , 按 
我 们 的 变 元 表 中 出 现 先后 而 排列 的 . ) 令 p(x) = {09(x)}(x) +1, 
则 glx) 是 一 般 递归 的 。 SIAC, y) 为 一 公式 ,恰巧 只 当 y 一 
p(x) 时 A(x, y) 才 为 真 (例如 ,数字 地 表示 中 的 公式 ,参见 $59 定 
理 32(a))。 如 果 我 们 把 这 个 公式 作为 例 1 中 的 A(x,y), 又 设 f 及 
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其 公理 A(x, f(x)) 是 可 消除 的 , 我 们 便 会 引起 一 矛盾 因此 (2) 
有 一 个 一 般 递 归 函 数 pg， 使 得 在 直觉 主义 数论 系统 内 ,一 个 表示 有 
的 新 函数 符号 f 及 它 的 具 AG, f(x)) 形 的 公理 是 不 可 消除 的 * 这 
HAG, y) 只 含 自 由 的 x 与 y, MAG, y) 恰巧 只 当 y 一 pk) 时 
为 真 (又 对 任何 一 个 这 样 的 A(x, y), IYAC, 7) 是 不 可 证 的 .9 
定理 63N. 对 适当 选取 的 公式 A(x) ,B(x) 及 C(x,y) A FA 
的 古典 可 证 公式 是 不 可 实现 的 , 因而 (由 定理 62(a)) 在 直觉 主义 
数论 形式 系统 内 是 不 可 证 的 .( 特 别 地 , 设 A(x,y) 为 数字 地 表示 $57 
的 谓词 T,(x, x, 2) 的 公式 ,由 $49 定理 27 系 而 得 的 , : 令 A) 
3zA(x, z), B(x) 为 A(x) V u 而 C(x, y) 为 了 Ne 
y= 0).) 
G) A(x) VAG) 
Gi) ¥x(A(x) V 一 A(x)) (GD 的 闭 包 ). 
(ii) IIVElARK) VTAR)) (Gi) 的 双重 否定 )。 
Civ) Wx71B(x)D VxB(x). 
O) AT{Vx 9 B(x) D7 7VxB(x) } (Civ) 的 双 Ee 
(vi) 3yC(x, TE <yO71C(x, yl Pa $46 
*149), o, p 
(vii) Byly < w&C(x, y)&Wz(z < yD C(x, i 
“Wyly <wD7CG; y)] (参见 *148), fork SY 
UR (vi) 及 (ii) 的 闭 包 及 闭 包 的 双重 BER. Sr 
STE I O : 

“ 引 理 46N (a) 如 果 A 是 可 实现 的 , B 是 不 可 实现 的， iu. ADB 
是 砂 可 实现 的 。 故 : 如 果 A 是 可 实现 的 , 则 一 A BAAR, 
(b) 如 果 A 是 闭 的 且 不 可 实现 的 , 则 ADB Ram)” A en 
的 ,又 (由 (a) I-A 是 不 可 实现 的 . 

引 理 46 的 证 明 (a) 由 定理 62(a) 或 其 证 明 中 关于 规则 2 z 
部 分 可 得 : MRAR ADB 可 实现 ， 则 B 亦 然 。(b》 对 一 闭 的 B 
言 , 任 何 数 , 例如 0, 都 实现 ADB, 因为 空虚 地 有 : Le SRA 
《但 永 不 实现 ), 0(a) 都 实现 了 B, 
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SIRAT 如 果 在 直觉 主义 数论 形式 体系 中 ,P(x ………, x,》 
数字 地 表示 一 个 一 般 递归 谓词 Pa, te) UNTERM: 
1,2 言 ,P(Xi，***, Xs) 是 可 实现 的 当 且 仅 当 P(x7,-…, ta) 成 
X. o 
引 理 47 的 证 明 NER PCr x.) RI, MSG), m 
P(xi，……，x,)， 故 由 定理 62(a),P(x，.…，x,) 是 可 实现 的 ， 反 
ZAP, +++, x,) 是 可 实现 的 , AA Pla "> ta) 是 一 般 递 
归 谓 词 ， 故 我 们 (构造 性 地 ) 有 : ”对 任 给 的 a. nd RE 
Phris >e zn) 或 者 P(x,, > n). 但 在 后 一 情形 时 ， 由 $41 (ii). 
Bi PCa, +++, Xe) > TE 62a), TP, +++, x.) 是 可 
实现 的 ,根据 引 理 46(a), 这 便 和 我 们 的 假设 , 即 P(x, «++, x.) 是 
可 实现 的 , 相 矛 盾 . 

定理 63 的 证 明 Ci) BAGOR 3zA(x, z) V 一 3zA(x， 2) 为 可 
实现 的 。 OA) 为 它 的 实现 函数 ; 并 令 p(x) = Col) W 
o(s) 是 一 般 递 归 的 并 只 取 值 0 及 1( 由 定义 的 (B) BH (A)3). R 
HECHE. 情形 1: p) 一 0. ME SMT. 
BxA(x,2)3 因而 (ep(x))u 便 实现 了 ACK, z)( 当 z 一 (9(Cx))io 时 7， 
由 引 理 47, 这 时 有 TiC, x, z), 故 得 (Ez)T,(x, x, z)。 情 形 2: 
P(X) = 1, 这 时 《p(x)), 实 现 了 3zA (x, z), M (p@)), 实现 
了 3zA(x,z) 刁 1=0. 这 时 可 证 得 《Ez)7T,(x; x，z)。 因 为 ,如果 
有 一 x 使 得 T(x, x, z) H51% 47, A(x, z) 将 是 可 实现 的 ; 设 k: 
实现 它 。 则 2:. 3 REA 3zA(z， z);{(qp(x))1}(2* - 34) 将 实现 
1 一 9 而 这 是 不 可 能 的 。 由 这 两 情形 便 证 明了 一 般 递归 列 数 so(*) 
CES) Ces es 2) 的 代表 函数 . .但 (Ez)Ti(x，zri zx) 不 是 递归 
的 《$57 定理 VC15)); 故 这 样 的 一 般 递 轨 p(x) 不 可 能 存在 。 由 反 
ur Qi) 是 不 可 实现 的 . 

"Ha 根据 Y 消 可 由 (ii) 而 直觉 主义 地 推广 出 : Dei 
= 2620), Gi) 亦 是 不 可 实现 的 ; BER Gi) 是 闭 的 , 由 引 理 46(b)， 
Gi) 亦 不 可 实现 . 

Gv) 着 用 $27*514 BV 31 Ci) 可 由 Gv) 推演 出 。 
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(vi) 我 们 今 证 明 由 (vi) RAG). 由 1 一 1( 那 是 可 证 
的 )。 根据 V 引 及 3 引得 ayCG, y)， 由 此 再 由 (vi) ROHR 
3y[C(x, yaWz(z<yD7C(x,:z))]. A TRE & BRIM, & 


C(x, y)> 即 . 

(1) y= 1V(A(x)&y = 0) 

及 Vz(z<yDC(x, z))， 即 

(2) Vz(z<yD1[z = 1\(A(x)&z = DJe 


我 们 用 穷 举证 法 由 (1) 借 助 于 (2) 而 推广 G). BEI 假设 7 一 
1, 为 了 使 用 反 证 法 , 更 假设 A(x)。 由 此 及 0 = 0, 根据 & RY 
引得 0 二 1V(A(x)&0 = 0). 但 又 由 y = 1 及 *135b 得 0<y; 夏 由 
(2) 及 VY 消 ( 把 0 作为 t) ROWS {0 = 1V (A(x)&0 一 0)}. 
故 由 反 证 法 可 得 TA). VSI AG) V A(x), BEE CO ft 
HAGE HET y (Cy 是 我 们 建议 的 习 消 变 元 ). 情 形 2: 假设 AG) 
&y 一 0。 由 & 消 及 V 引 得 ACx)V TAQ). ia alas $64 fil 6 的 
直觉 推理 相应 . ) 

Gi) 由 Cvi) 可 推广 (vi), 见 由 *148 到 *149 的 证 明 ; - 

定理 63(i) 一 (v) ARE, ee AS 
不 可 证 的 ,而 在 直觉 宇 义 谓词 演算 中 ,VxCA(x)V TA). NV 
x(AC(x)V TA(x)), YTA) DITA) EATV 
TAC) D TTWxA(x)} 亦 是 不 可 证 的 , 这 由 定理 57b 及 定理 58 
(a) 及 (c) 已 经 知道 了 。 这 里 的 证 明和 上 文 根 据 坚 钦 范 式 定理 布 
作 的 证 明 比 较 起 来 是 不 够 初等 的 ， 但 它 对 直觉 主义 逻辑 如 何 地 作 
为 数论 推理 的 工具 这 事 说 来 却 给 了 透彻 的 阐明 。 我 们 证 明了 , 在 
直觉 主义 数论 中 ， 只 当 自 由 变 元 x HAN, AVTA An 
By) 

系 ( 对 (iD)N AR WARME 
可 证 公式 的 否定 ) 是 可 实现 的 。 

由 Gi) 及 引 理 46(b). 


1) 古典 地 说 * 对 闭 公 式 A 言 ,公式 AV TA 是 可 实现 的 ,由 引 理 46(b), V 引 及 定理 
62(a) 可 知 ( 克 林 Kleene [1945]) 一 一 俄 译注 。 
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.公式 Vx(A(x)V A(x)) 是 古典 地 可 证 的 , 改 在 古典 释义 下 
是 真 的 .但 它 是 不 可 实现 的 。 因 此 ,如 果 把 可 实现 性 接受 为 直觉 主 
义 真确 性 的 一 个 必要 条 件 , 则 它 是 直觉 主义 地 不 真 的 ,因此 不 但 在 
目前 的 直觉 主义 形式 体系 内 不 可 证 ,而 且 用 任何 直觉 主义 方法 亦 
AWE. 

ur HY Ze ee Sg ZE Ah EAA ERY BoE EAA STR 
ER S 14 所 暗示 的 那样 , 以 为 我 们 的 古典 形式 系统 可 以 作为 直觉 
主义 证 明 的 工具 ,除却 属于 非常 狭隘 的 一 类 公式 以 外 (包括 $42 R 
的 形 为 B(x) 及 VxB(x) 的 公式 , 但 不 包括 这 里 的 公式 Yx(A(x)V 
“A(x))). 

该 公式 的 否定 站 Vx(A(x)V 了 A(x)) 是 古典 地 不 真 但 (由 系 ) 
是 可 实现 的 ， 因 此 如 果 我 们 把 (直觉 主义 地 建立 的 ) 可 实现 性 作为 
直觉 主义 的 真确 性 的 充分 条 件 的 话 , 它 便 是 直觉 主义 地 真 的 . ，; 
-* “内 此 便 出 现 了 一 个 可 能 性 , 即 直 觉 主 义 地 断定 下 公式 MYA 
VAR). 以 前 我 们 本 来 把 直觉 主义 数论 看 作 十 典 数论 的 一 
个 子 系统 的 ,现在 却 可 以 把 直觉 主义 数论 加 以 扩张 ,使 得 直觉 主义 
数论 与 肖 典 数论 有 所 分 歧 ，、 在 直觉 主义 数论 内 有 一 Vx(A(x)V 一 
六 (x)); 和 而 在 古典 数论 内 有 .VxCA(x)V 一 A(x)). l 

x* 对 数学 家 说 来 ;这 种 分 歧 是 熟悉 的 ,如 欧 氏 几何 与 5 非 欧 几何 或 

其 他 的 例子 ,但 在 算术 中 却 是 一 个 新 现象 .第 一 个 实例 ( 按 在 算术 
中 一 一 译 者 ) 是 加 入 ALP) 或 一 As(p) 于 数论 形式 系统 内 而 得 的 ， 
参见 $42 KR 575. 

不 但 公式 一 Vx(A(x)V 一 &(xz)) 本 身 是 可 实现 的 ， 根据 定理 
62(a)《 把 它 作 为 T), 把 它 加 入 到 现在 的 直觉 主义 形式 体系 后 , 在 
扩张 系统 内 亦 只 有 可 实现 公式 才能 证 出 。 RE, 在 可 实现 性 释义 
下 ,每 个 可 证 公式 都 是 真 的 、 在 特例 ， 我 们 便 根 据 释 义 而 证 明了 ， 
加 强 后 的 直觉 主义 系统 是 简单 相 容 的 "。 


D AN RMB GRH) 这个“ 加强 的 直觉 主 义 系统 ;> 即 算术 中 可 实现 公式 系 
， 统 是 不 可 公理 化 的 ,因此 不 是 形式 系统 .实际 上 ,古典 地 说 ， 每 个 闭 公式 或 其 否 
“ 定 都 是 可 实现 的 ( 引 理 46(b)), 根据 关于 直觉 主义 系统 的 哥 德 尔 第 一 定理 (定理 
29), 算 术 中 可 实现 公式 集 不 是 可 递归 枚 举 的 (参见 附录 1) 一 一 俄 译注 . 
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更 详细 的 讨论 可 见 克 林 19457, 在 那里 他 提议 把 未 加 强 的 直 
觉 主义 数论 形式 系统 STK, 以 得 到 一 个 与 古典 系统 S 有 所 不 同 
的 一 个 加 强直 觉 主 义 系统 5', 他 的 提议 实质 上 是 把 真确 性 与 可 实 
现 性 看 作 等 同 . B 
HRID ER FE T Y RT PE HEY LI 
[194718 I—IV 部 分 (及 克 林 [1945]). 因 为 它 都 牵涉 到 数论 形式 
系统 的 相 容 性 , 所 以 不 可 能 期 望 有 完全 初等 的 处 理 。 但 在 纳 尔 名 
著作 的 结果 中 ,这 种 不 初等 性 却 减 少 到 充分 的 程度 , 即 , E S 的 简 
单 想 容 性 的 假设 之 下 ,其 结果 可 以 在 初等 元 数学 中 作出 证 明 . 在 畦 
例 ; 由 这 些 结果 及 哥 德 尔 {1932 一 3] (参见 定理 60 系 2) WELSCH 
学 地 得 出 ， 如 果 s 是 简单 相 容 的 , 则 5 及 5. 亦 然 ,( 纳 尔 孙 的 5 
并 不 是 我 们 的 直觉 主义 形式 体系 而 是 下 列 系统 ， 除 却 无 关 重 要 的 
相等 性 公设 外 ， 在 我 们 的 公理 之 上 再 加 入 一 些 新 函 教 及 它们 的 奸 
义 方程 .这 些 方程 满足 $43 的 模式 (D 一 (V) 或 密切 类 似 的 模式 ,但 
此 外 还 容许 一 些 串 值 递归 式 ， 若 用 纳 尔 孙 第 332 ERIGI) 
可 知 ， 对 串 值 递归 模式 的 每 一 次 应 用 ， 都 可 以 不 用 该 模式 而 仍 证 
出 具有 同样 形状 的 一 对 方程 ,不 过 E g h, 须 换 为 P, go h, y E 
T; 因此 串 值 递归 模式 是 可 消除 的 。 然后 由 $74 例 9 及 它 前 面 的 
附注 ,新 增 的 函数 符号 是 可 以 消除 的 ). nee 
_ WARY Nelson [1949] 引入 “P 可 实现 性 ”一 观念 ,用 它 我 们 
可 以 建立 一 个 数论 系统 ， 与 加 强直 觉 主义 系统 及 将 典 系统 都 不 相 
=: wari 
”罗斯 G. Rose (11952] 就 直觉 主义 命题 演算 而 研究 可 实现 性 
O 克 林 [1950a] 计 划 使 用 递归 函数 以 释义 直觉 主义 集合 论 . “| 


D 命题 演算 中 某 个 公式 叫 丝 可 实现 的 ， 如果 由 它 作 代 人 而 得 的 记 有 算术 公式 都 是 
可 实现 的 .罗斯 [19533 证 明了 ,下 面 公式 (这 里 D 为 AV7B) .， ， 
P(A, B):((T TDDDIDCT ADV 7D))3(7 7 DV 7D) 是 可 实现 的 , 昌 则 
是 不 能 直觉 主义 地 证 明 的 (这 点 可 借助 于 , 比如 说 ， 定 理 56(d) iz). Tr 
现 性 则 可 如 下 推出 , 把 闭 算术 公式 M, NRA PCA, B) 后 所 得 的 每 一 个 公式 
PCM, N) 都 可 以 被 同一 数 所 实现 , 即 被 下 列 函 数 的 哥 德 尔 数 所 实现 ， 
Abuc{LLC{E}CA o = 0V EXCA) = O]&e= 1) V LEXA) 
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例 3 (a) Ht. fa 分 别 读 为 可 实现 的 ”不 可 实现 的 ”不 
知 的 (或 无 关 的 关 时 ， 如 果 把 运算 子 了 ， 一 :&, V 应 用 到 闭 公式 A 
与 B 去 , 它们 将 服从 强 三 值 真 值 表 ($ 64, 但 用 现在 的 符号 重 述 )， 
即 ,由 关于 A 与 B 的 可 实现 性 或 不 可 实现 性 的 消息 出 发 ,这 些 表 只 
给 出 关于 ADB, TA, A&B, AVB 的 可 实现 或 不 可 实现 性 的 正 确 
WE. ER. RAR > ， 如 果 B 是 可 实现 的 , 则 由 $26*11 RE 
理 62(a), ADB 亦 然 ， 这 便 相 应 于 过 表 中 第 一 直行 的 三 个 t 如 
果 A 是 不 可 实现 的 , 则 由 引 理 46(b), ADB 是 可 实现 的 ,这 相应 于 
第 二 横行 的 三 个 t。 如 果 A 是 可 实现 的 而 B 是 不 可 实现 的 ,由 引 
H 46a), ADB 是 不 可 实现 的 , 这 相应 于 第 一 横行 第 二 直行 处 的 
f。 关于 一 的 表 简 单 地 就 是 汪 表 中 的 1 直行 表 ; 关于 & 与 V 仿 此 
处 理 。(b) 没有 变 元 的 公式 是 可 实现 的 当 且 仅 当 它 是 真 的 时 。 BW 
此 它 的 可 实现 性 (及 真确 性 ) 或 不 可 实现 性 (及 虚假 性 ) 是 能 行 地 可 
判定 的 , 只 须 用 0,“， 十 ，* ，= 的 通常 释义 以 及 关于 二 ， 了 ， 
& VV 的 古典 二 值 真 值 表 作出 一 个 赋值 过 程 便 成 了 《参见 5 79 定 
51 AU). 证 明 用 $ 81 例 4, 或 如 下 : 对 闭 素 公 式 ,真确 性 与 可 实 
现 性 是 相同 的 , 因而 可 被 判定 。 由 它们 根据 命题 演算 的 运算 子 而 
构造 复合 公式 时 ,我 们 经 常 停 留 在 三 值 表 中 前 两 横行 直行 处 ,(c) 
我 们 把 一 数 。 叫做 一 个 闭 公式 E 的 R BIER, REN 一 24， 
39° GAN e = (e):) Me KRE, 或 c 一 2 .3 而 E 是 不 可 实 
现 的 。 对 开 公式 言 , R 赋值 函数 便 仿 “ 实 现 函 数 ” 而 定义 . 一 公式 
Clz,, ARE zm) 如 果 不 含 任何 量词 且 只 含 不 同 变 元 Zr Zu (> 
0), 则 必 有 一 个 原始 递归 的 R RER C +++, 2m), ERICH 
证 省 篇 幅 起 见 ,省 去 “z，…*…, zm). 情形 1: C 是 一 素 公 式 P, 则 


= 1&({5}(42))o = 1]&c = 2)}, 
， RHA, 5h ARERI 与 2 的 哥 德 尔 数 。 罗 斯 基本 上 是 作 这 样 证 明 的 ， 但 排 
中 律 内 对 下 列 的 断言 而 使 用 的 ，[({8}(h.))o = OVEA) = 01V IC {5} 
Me 18&C{5} (h) = 1].《 这 个 析 取 式 相 应 于 下 列 的 选择 : “了 MV 了 IN 
或 是 不 可 实现 的 或 否 . ) 若 和 计算 {1} 5 {i} 的 步 又 相合 并 (NER 
之 后 计算 便 会 结束 的 ) 并 确定 了 所 得 的 数 的 奇偶 性 后 、 我 们 便 可 以 证 明 所 说 的 
PRAT. 所 说 步骤 的 存在 性 亦 可 以 借助 于 诺 维 科 夫 结果 (参见 附录 VI 最 后 
邑 庄 7 而 直觉 主义 地 建立 起 来 一 一 佟 译注 。 
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P 表示 - -原始 递归 谓词 P, 命 其 代表 函数 为 p. 令 Y 一 27 .3". 情 
%2; C 是 A 汪 B， 而 由 归纳 假设 ，A 与 B 分 别 有 原 始 递 归 R 妖 值 
通 数 a 与 8. + 

2°- [3expAa(@),] 当 (8), = 二 0 时 ， 

y= 42+ 3% 4 (a) = (8) 一 1 时 ， 

2:.39 此 外 情形 时 ， ly 
情形 3: CATA. 同情 形 2 但 取 86 一 2.3%。 情形 4: CH 
A&B, Ar 

oa 全 “ [3exp2: + 3%] H (a) = ($) = ORT, 

2 3° 此 外 情形 时 . 
IES: CHAVB. HE. (d) 一 前 束 公式 是 可 实现 的 当 且 仅 当 
它 基 一 般 递 归 地 真 时 。〈 参 见 $79 附注 2 及 $81 例 5.) 证 明 。 再 
考虑 $79 中 作为 例 释 的 公式 G。 设 A(Cy Xı> Ya» x2 Y3) 的 原始 递 
JAR 赋值 函数 为 aly,» X19 Y29 X29 为)。 这 时 ， 如 果 G 是 递归 地 真 
的 , 它 便 被 下 数 所 实现 ， 
V’ı[l3expAx,2’: + [3expAr; 2n 。3 
exp[a(¥15 x,» y(x); SAET x.)) J). 

反之 ,如 果 8& 实现 G, 则 G 是 递归 地 真 的 ,可 取 y, = Cg) ICa) 
VIII RI x) 一 《{({《g),}(x,)),}《x,))。 作 为 所 要 求 
的 数 及 一 般 递归 函数 . 

A4 设 采取 下 论点 : 若 (x)(Ei)B(x, i) 直觉 主义 地 成 立 ， 
则 必 有 一 个 一 般 递 归 的 a 使 (x)B(x, o(x)) (ME, REH 
Kleene [1943] 第 69 页 上 论点 M), RAE AERA: 
(a) ()CEi)caAGs (yi) > (Etc ACi, Y) 
不 能 对 所 有 4 都 直觉 主义 地 成 立 ( 参 见 $57 (20))。 因为 ， 若 用 
$ 61(51), 可 得 

(x) (y) (Ei) iW i(x, N). 
因而 如 果 我 们 直觉 主义 地 有 (a), 则 我 们 将 直觉 主义 地 有 

Cx) EDic(y) Wx, y); 
再 由 上 论点 ,有 某 递 归 RRE <2 使 得 (x) (y)Walx)(x,y); 因 
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而 (#)CEY) Way (x, I); 故 对 每 个 * 都 有 

ib) (Ey) W(x, Y) —> alx) = 1, (BEJ)V(zy) 一 ac) 一 0 
但 我 们 可 取 ale) = 1 作为 $ 61(57) 中 的 Roz, y), Male) = 0 
作为 561(58) 中 的 R(x, Y). 这 样 或 则 AN 二 1 或 af) = 0, 
如 果 alf) = 1, MICEY)RCh, y7， 因 而 和 在 $ 61 中 一 样 得 (Ey) 
why) 5 ©) 相 矛 盾 。 如 a(f) = 0, it. 
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RRP ” 哥 德尔 第 二 定理 的 证 明 


我 们 根据 希 尔 柏 特 - 伯 尔 奈 斯 [19391 的 意念 来 补 入 定理 30 的 
ER. 假定 读者 已 经 读 过 本 书 前 54 节 以 及 第 十 四 章 573 & WA 
我 们 将 考虑 一 形式 系统 8$， 它 由 第 四 章 的 系统 加 人 运算 子 w 
《参见 $ 74) 而 得 ,但 我 们 的 讨论 可 以 毫 无 损害 地 转 到 下 情形 去 ;并 “ 
当 $ 含有 有 穷 多 个 新 函数 符号 、 谓 词 符号 及 公理 时 。 这 个 系统 可 
用 $50 的 方法 而 放 人 广义 算术 去 ,这 时 :应 该 考虑 作 一 个 新 的 (第 
14 个 ) F; 对 上 面 所 述 的 新 函数 符号 及 新 谓词 符号 , 如 果 有 的 话 ， 
亦 应 该 用 同 法 处 理 .。 在 $ 52 所 给 的 可 德尔 算术 化 中 符号 对 应 
于 数 29。 我 们 仍然 使 用 f(x, wey Xn) MAIC S DLR 替 wwFGu, 
> Xe» W) (参见 §74). -| ¥ 
我 们 今 证 明 第 231 页 中 在 表述 定理 30 前 所 引 六 的 公式 (由 
何以 在 系统 5 中 推出 , 由 $74 的 结果 (定理 42) 重 可 推 得 ,公式 (ID 
可 在 第 四 章 的 系统 内 推出 (或 在 如 下 的 系统 内 推出 ,由 它 加 入 存 鹤 
多 个 辅助 函数 符号 及 谓词 符号 及 公理 而 得 的 ; FSRKE Ray 
乡 个 ,只 要 它们 可 数 合成 ; 对 公理 的 个 数 亦 然 , 由 于 本 附录 596: 页 
的 附注 及 下 列 事 实 ， 由 递归 可 数 的 公理 集 所 作 的 后 承 集 亦 是 递 籽 
可 数 的 , 故 有 这 结果 ;参见 在 $ 72 定理 38 的 证 明 中 关于 Fla) 的 
附注 入 2 Sa ee 
:由 此 便 可 以 证 明定 理 30 T. 
在 下 文 ， RO Eee > Den. gt" eS 
AIX p(x tety Xp) 为 随便 一 个 原始 递归 函数 ， 而 Pry 
pr =o) Meme RER. 根据 874 9, SHAR 
数 符号 三 f 用 以 表示 函数 Pis "Pr 其 意 为 ,在 3$ 内 可 以 


D 傻 译 本 主编 人 并 没有 参加 这 些 附录 的 编辑 一 - - 俄 译注 . 
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把 下 列 一 切 方 程 证 出 ， 它 们 是 作出 po > p AD 
(Vb) 的 应 用 ($43), 然 后 把 每 个 pi 换 为 所 ,把 直觉 变 元 mm BR 
为 形式 变 元 xx， …' 而 得 的 。 对 于 每 个 这 样 的 符号 上 ,我 们 说 ，, 它 
形式 地 表示 相应 的 函数 .@; (这 个 在 与 9 间 的 关系 与 所 给 函数 和 
的 原始 递归 描述 有 关 .X《 我 们 亦 说 ,项 f(x;，*…， Im) 形式 地 表示 
函数 Piles tto m) im: BHAT BR 9 AU BAR Pa 
Rp 的 变 目 个 数 . ) 若 就 函数 pCi: Ta 的 原始 递归 描述 的 长 
BER 而 作 归 纳 ， 并 利用 每 个 函数 pio teo pr 的 可 计算 性 (4 43)， 
我 们 便 容易 证 明 ， REA ee PCr 032) IR Es) 
而 言 * 有 = 
(1) l - Cæ): e(r OHP = ..., 2,) = y = EEK, 
uo igi : 一 了 }。 © i > ATA 
an 如 果 项 fix °° we. u): 形式 地 表示 函数 En eng eye AY 
全 xy o Xe) DAF WR A PAR plr ++ te) RRA “… 
(n> eig Xn) = y> Hf, „.., x,) ui GE 
Bo PCRs tt te) EI ut iO Ky 
,其 次 若 就 函数 pC, y) 的 原始 递归 描述 的 长 度 而 作 妇 纳 , 容 
BEN CH *66), WRM f(x, y) 形式 地 表示 函数 PCy), WA 
tx) 形式 地 表示 函数 p(x,9), 这 里 4 为 随便 一 个 固定 的 数 ;其 
次 ,在 同一 假定 下 > WR gO) 数字 地 表示 原始 递归 函数 站 (2) 分 贴 
f(x, g(p)) 形式 地 表示 函数 plam) XE m 一 Cp) (A ARE 
一 个 固定 的 数 尖 使 用 定理 :24b). ; oe 
今 设 PCr tee ty) 为 原始 递归 谓词 P(x,5 etz x.) 的 代表 
函数 4$45)， 而 项 fx, ---, x.) 形式 地 表示 函数 olen “9 x). 
凡 满 足下 列 关 系 - 
2). BEL E TO 
的 每 一 公式 PCa, ++ xn), RAL, CRAMP P(x,， 
..,2) (这 个 在 P(x tts Xa) 5 PCr tts 2.) 之 阅 的 关系 与 
代表 函数 9? 的 原始 递归 描述 有 关 ). . 
对 每 一 个 原始 递 妇 谓词 P(x,,:…… Xs), 都 有 一 公式 Pay: 


«576° 


Xe) 来 形式 地 表示 它 。 例如, 公式 fx，-…，xn) 一 0 便 是 , 这 里 
Ex 5%) 为 一 项 ,形式 地 表示 该 谓词 的 代表 函数 .: 此 外 (3) 对 
形式 地 表示 任 一 原始 递归 谓词 Pla, ---, x.) 的 每 一 公式 P(x， 
…，xn)， 都 有 一 项 fx，'…，xnw) 形式 地 表示 该 谓词 的 代表 现 数 
Phris a) or 并 使 得 下 式 成 立 
Ho x) = 0 ~ P(x, etts ES 
ERBETEN Fe (1),- 71 = 0, C) 及 *30) 可 
以 推出 ， 如 果 公 式 P(x，-……，xn) FERIEN PK xy 
…，xw)， 则 
《4) Ga) Ga {Pris tts te) m P(e, rg En ; 
hho = a cane 形式 地 表示 谓词 PCxi,，. 
x9) AR Pus +++ > Xe) 亦 数字 地 表示 该 谓词 。 PERN 
SHARTENAHRR). i ah 
HH (2), *158 及 *16@ 可 以 推出 ， 于 形式 地 冰原 的 过 
的 每 一 个 公式 PCs tts xn) oe Da 


te: $ Sr 2 5%) V TPC ig Xn de’ se ag: 
oa SHE AROERI FLA . Se 
© XX, DRS, h a) (BM $52 ML) es 

ya 2 so)<{ > 4 XHAR S 的 公式 时 ，， “i l Be 
1% x 此 外 情形 时 . 人 


` B(X, F) = BF(X)a{X} XF(S UL $51 Dal2), . ad 
o DRs); elx), BCe, y) Sakic EM 
及 相应 的 谓词 .用 $52 的 方法 可 以 证 明 它 们 的 原始 递归 性 。: 
| 在 内 容 算术 中 定义 B(x, y) 的 有 一 公式 ， 若 依 245 页 的 表 而 
翻译 , 则 在 系统 5 内 得 一 公式 B(x, y)。 显 然 ,B(x,,y) PEAREN 
B(x,y), 
再 设 s(x, y) 与 e(x)》 为 项 ,形式 地 表示 (x57) 及 ele), a 
$ 52 的 方法 而 定义 的 。 

不 致 于 丧失 普遍 性 ， 在 今后 的 考虑 中 我 们 可 约定 在 公式 Ba, 

b) 及 项 s(x,y), e) 中 ， 变 元 a, b, e 不 再 约束 出 现 (参见 213 


r 37 + 


页 脚注 ). 
' 在 分 别 数字 地 表示 B(x,y), s(x, y) 及 elx) 的 一 切 可 能 的 公 

式 及 项 中 ,对 公式 B(x,y); M sC y) 及 e(x) 所 作 的 这 样 的 挑选 将 
f 古 做 特异 选择 ,在 今后 它 将 起 非常 重要 的 作用 . 

但 现在 我 们 假定 , sy) 与 e(x) 为 随便 一 些 不 含 变 元 aybye 
的 项 ,它们 分 别 数字 地 表示 函数 (r, y) 与 e(x) Bex, y) 为 数字 
地 表示 原始 递归 函数 p) 的 随意 一 公式 ,p(x) 则 对 系统 5 的 一 
切 可 证 公式 加 以 枚 举 .。 《这 样 的 公式 可 由 $60 定理 XIV 及 其 系 得 
到 , 亦 可 由 $53 未 所 说 的 得 到 ). 

今 设 在 哥 德 尔 编号 下 公式 Ye 一 Bu (c, sla, a)) 的 哥 德 尔 数 
为 P, 上 与 此 相应 这 公式 可 表 为 Aa) (参见 $42, 第 226 页 ); 这 时 公 
RAP) EEVeTBle, p, p). 这 公 这 的 哥 德 尔 数 是 
PP). 如果 假设 它 是 可 证 的 , 即 假设 有 
Go. Fve"B(e, s(p, p)), : 
设 依 2 而 对 所 有 可 证 公式 作 枚 举 时 ， 它 的 号 码 为 pR. 这 时 
p(k) = CP, P) At +B Ck, s(p, P))3H 3518+ 3cB,(e, s(p, 
P))> 由 *83a: 得 HiVeB,(e, s(p, p)) 与 (5) 合并 这 便 表 示 
系统 5 是 不 相 容 的 . 因此 如 果 系 绕 S 是 相 容 的 , 则 没有 Alp). 

这 是 定理 28 第 一 部 分 的 证 明 的 变种 《其 变种 在 于 选取 公式 
Bu(6，a) 作为 $42 引 理 21 中 的 Ala, 8); 这 个 变种 亦 可 适用 于 这 
定理 的 第 二 部 分 ).' 正如 在 442, 第 227 页 处 一 样 ， 在 哥 德 尔 编号 
革 , 断 言 “ 非 FAP 可 由 公式 un 表示 ， 而 整个 讨论 的 结果 则 
en. 
(m) 2 = la 
(参见 第 231 页 ). 这 时 作为 出 现 于 (1) 中 的 公式 consis, REN 
选取 公式 
Kid, © Va(3eB(e, a)&3cB(c, c(a))); 
它 等 价 于 下 二 公式 (参见 *86 及 *58b): 

—13a(35B(b, a)&3bB(b,c(a))) i 

mo Va(3bB(b,a)D>3bBlb,cla))) 3 
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《第 一 个 是 第 230 页 公式 3a(36C(a, 5)g3aeD(a, c)) 的 变种 ， 
而 第 二 个 是 希 尔 柏 特 与 伯 尔 奈 斯 所 考虑 的 公式 ). 

我 们 还 认为 ,在 consis 中 eCa) 形式 地 表示 ela); ME Ala) 
中 的 BCe, a) 形式 地 表示 谓词 p(c) =, 

今 开 始 在 下 列 假 定之 下 而 推演 CID’: 

《0) 对 wid 中 出 现 的 公式 .3cB(e, a) 以 及 形式 地 表示 谓词 
pla) 一 和 的 某 一 公式 Bla, b) 言 , 这 里 pla) 是 把 系统 8 NES 
的 哥 德 尔 数 加 以 枚 举 的 一 个 原始 递归 函数 ,都 有 : 

H-3cB(e, a) ~ 3cB,(c, a). 
又 对 于 形式 地 表示 函数 :ae, b) 及 ela) WH re b) 及 a) ER 
下 列 三 断言 LIU 是 成 立 的 (参见 希 尔 柏 特 - 伯 和 尔 泰 斯 [1939 15:98 
285 一 6 H). (SEA, 永远 表示 以 n 为 哥 德 尔 数 的 公式 ， SuM 
226 Ki). 

I. WER AA; 则 en A) SacB(e, D 

I. H3cB(e, e(b))D3cB(e, e(s(b, d))). 

mM. RW f(a) 形式 地 表示 一 元 原始 递归 函数 p(a), 而 7 为 
FR fla) = 0 的 哥 德 尔 数 , 则 . ss 

Hf(b) 一 0>3eB(e,s(r, b)). 

SRS) MET bla, c) 使 得 
(6). Fb(ay c) = 0 ~ Ba, e). ae 
Bi bla, c) 形式 地 表示 谓词 pla) 一 PM 的 代表 函数 ,: 因此 , dla, 
s(P,.P)) 便 形式 地 表示 一 元 原始 递归 函数 ， 即 谓词 pla) 一 (ps 
P)? 的 代表 水 数 ， 这 里 ?是 上 文 所 定义 的 固定 的 数 ; Br 为 公式 
b(a,s(p, P)) 的 哥 德 尔 数 , 亦 即 e(r) 为 公式 bla, s(p， un = 
0 的 哥 德 尔 数 . 

由 JI 得 ee 

t-b(b, s(p, p)) = 0D3cB(e, s(r, DE z nek 4 E 
由 此 再 根据 (6) 得 ; 


D 原文 分 别 误 作 “9(c) =a” 及 “9(c) = sp, PP, SRE— EEE. 
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(7) +-B,(6,; s(p, P))D3cK(e. sir. bY). . 
我 们 有 VeB,(e, s(p, p)) 上 一 Bi(a, s(p, P))(V 消 ), IF BD 
( 参 帆 (6)) Ant Ans 由 于 工 (以 及 下 二 断言 , 当 q = s(P>P) 及 
“一 c(r) 时 有 FFs(p,p) 一 q 及 e(r) 一 s) 可 得 Zn 
H3cB(e, s(B, P))JD3cB(e, e(r)), — 
又 因 根 据 了 及 *66 有 广 3cBkec， Ea PRELE u b))), 故 由 
*2 得 
(8) H3eB(e, s(p, p))>3eBCe, e(s(r,.5))). 
此 外 ， 我 们 有 +B.(b, s(p, p))>3e¢B,(ec, s(p, p)) 
11), 故 由 (0) 及 定理 6 可 得 
(9) č +B(b,; s(p; P))D3cB(e, S(p» p)). 
根据 *2;. 由 (8)C9) 可 得 
(10) -Blb, s(p, p)) D3cB(e, e(s(r, 5))). 
根据 永 真 命题 公式 “ - 
(ADB)>((ADC)>(AD>BaC)), 
FA(7( 10) BT 
+-B,(6, s(p, p))>3eB(e, s(r， Deaeae, e(s(r, &)) 
再 根据 换 质 位 (*12) 可 得 
F(a3cB(e, s(r, 6))&3cB(e, e(s(r, B))))>—B,(b, s(p, p)). 
又 因由 Y 消 及 2 引 可 得 HwidD—(ScB(e, s(r, b))&3cB(d, 
ceGr，8))))， 故 由 *2 可 得 HwidDB,(b, s(p; p)). 根据 规则 
9 (BE*73) 可 得 HwidDVenB.le, s(p, p)) BI Hwid>A,(p} 
”因此 ,在 上 述 各 假定 下 ,我 们 证 明了 (IT), 因 而 证 明了 定理 30。 
”车 一 对 一 地 转 到 系统 S 中 公式 的 另 一 个 哥 德 尔 编号 去 ， 并 没 
有 使 情况 有 所 改变 , 至 少 在 下 条 件 之 下 如 此 : ”这 个 转变 及 其 逆转 
变 分 别 由 一 般 递 归 函 数 罗 及 Xx 完成 ， 即 由 该 两 函数 把 随便 一 公式 
F 在 原来 编号 中 的 如 德尔 数 以 及 在 新 编号 中 同一 公式 的 哥 德 尔 数 
彼此 转变 ,并 且 此 外 还 有 项 f Re, 分 别 数学 地 表示 函数 上 四 及 xX 合 
得 广 g(ft(a)) 一 a。 事实 上 ,如 果 对 公式 Be, a), 3cB(e, a) È 
Bis(a, b), (a) 分 别 选 为 Bile，g(a)), 3cB(e, g(a)), f(s(g 
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(a),b)) 及 fCe(gCa))), 则 断言 (0) 及 I, II, II 仍 对 新 编号 成 立 。 

今 证 明 , 对 系统 8 A, 如 对 BG, y) six. y) 及 a 作 特 异 选 
择 , 则 我 们 的 命题 (0) 及 I, I, WERTEN. 

命题 (0) 的 正确 性 可 由 把 $60 定理 XIV AN TE RARE KREIS 
去 而 得 ,或 简单 地 在 wid 内 把 B(x, y) 选 为 B(x, y) 而 得 . . 

”还 须 证 明 , 如 对 BC, y) s(x, y) 5 e(x) 作 特异 选择 , 则 断言 

LI, 对 系统 8 是 正确 的 .为 这 目的 ,我 们 转 而 考虑 第 十 章 的 广 
义 算 术 , 对 它 我 们 一 开始 便 作 出 一 些 形式 体系 化 . 

在 我 们 的 广义 算术 中 只 有 有 限 多 个 可 容许 的 s 值 (参见 第 
270 一 1 页 ), 这 将 叫做 “容许 数 "。 在 今后 ,不 附 有 足 码 的 s 将 表示 
最 大 的 容许 数 ; 其 它 的 容许 数 将 以 附 有 足 码 的 s 而 表示 之 。 RM 
有 兴趣 的 系统 $s 只 是 * 一 2 而 0 及 1 亦 为 容许 数 的 情形 〈 这 三 个 
容许 数 我 们 将 以 s s Rs, HZ). 

在 第 十 章 我 们 曾 定义 广义 算术 中 的 客体 ， 并 叫做 “实体 ”在 
$51 及 $ 52 中 并 曾 考虑 关于 这 些 实体 的 谓词 及 函数 ， 在 第 十 章 中 
关于 实体 及 其 谓词 的 议论 是 在 内 容 语 气 上 进行 的 ， 但 今后 我 们 将 
把 广义 算术 的 命题 写成 公式 的 形状 ， 并 把 借 谓词 而 表示 的 初等 合 
题 用 命题 联结 词 等 加 以 联结 ,并 利用 关于 实体 变 元 x, yi 的 量 
词 ( 在 通常 意义 下 )。 系统 5 的 表达 式 作为 广义 算术 的 客体 时 , 我 
们 仍 继续 使 用 在 系统 S 内 的 写法 )( 参 见 272 页 ); 注 意 ,尽管 这 样 ， 
在 系统 S 内 使 用 的 记号 以 及 在 广义 算术 中 使 用 的 记号 并 没有 彼此 
混乱 的 可 能 ;因为 后 者 的 谓词 永远 使 用 哥 德 体 字 母 或 别 的 记号 ,而 
这 些 在 系统 $ 内 是 不 使 用 的 .在 广义 算术 公式 内 所 遇见 的 系统 S 
的 符号 ,它们 之 应 该 以 系统 $ 的 意义 来 理解 , 当 且 仅 当 它们 出 现 于 
广义 算术 的 一 项 的 成 份 中 而 不 是 整个 该 项 时 。 (广义 算术 的 项 是 
指 一 些 表达 式 ,它们 可 以 作为 谓词 的 变 目的 ;对 广义 算术 我 们 不 引 
进 运算 ew). a 

因此 ,广义 算术 可 以 看 作 形式 系统 ,这 系统 将 记 为 配 ， 今 列举 
这 系统 的 公设 ,在 今后 它们 对 我 们 将 是 有 用 的 (但 不 顾 到 它们 的 独 
TH). 


. 5816 


首先 取 作 公 设 的 是 那些 根据 具 相 等 性 (把 记号 “><*” 理 解 为 相 
等 性 ) 的 谓词 演算 的 公设 而 得 的 公式 . 〈 变 元 的 自由 出 现 及 约束 出 
现 则 照 第 四 章 而 定义 . ) 这 样 在 系统 三 内 便 可 以 使 用 $23. 
定理 2 中 所 有 的 推演 规则 ; 我 们 仍然 使 用 它们 原来 的 名 称 (a 
引 等 等 ). 
关于 一 元 x 函数 {x}; 的 公理 (对 任何 i < I): | 
对 于 任意 的 容许 数 71, mRi<skir(r HBO, WD 
人 l 
ee rn x1)} Co» =o, x) B {C20 * Km) RK 
又 271 页 上 所 提 到 的 EDERE, m Aue, 
(po) 0X, ie RH, 
(pi) I oi, xR + x) 41am Bt | 
(p) (Ks tt x1) (yoo ara y) DXX yk: i “xi 二 yy 
(ps) (Co x) ROCK = 0, +, 7). 
归纳 公理 模式 (s,，，…, s,( 二 s) 为 所 有 的 容许 数 ): 
AJ ACO )J& :+&A(O)& Vxo “Vx (ACE + &AC,, JD 
O AC Cos +t ts Xe) ) ber + BK! Wx, CAC BO *&A(x,,)D 
© Als ++ +5 Xa) DAC). 
这 个 可 式 全 但 我 可 以 全 用 下 9 的 关于 PEBRA T: 
G) > A), 5 ACO), 
l AGH) & ++ BAR, DAC xD)) 


AGa)&: CRAG y JDA ** +> %)) 
A(x) 
RISA NR 
PC x9 "3 Xn) ~ A(xo，. Xe Ys 

这 里 ,每 一 Ban Al en ner Rare 
一 公式 ， Bl, xe 外 不 含 其 它 自由 变 元 , 而 BORE 
谓词 符号 ,不 出 现 于 这 公式 以 及 以 前 所 引用 的 公理 之 内 ， 

借助 于 这 公式 我 们 可 引入 谓词 B(x, y) GALE). 
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为 了 无 须 考虑 递归 定义 理论 的 全 部 细节 ， 我 们 限于 下 殉 的 公 
设 : i 
对 $51 中 Dn1 一 Dn13a 所 定义 的 谓词 我 们 都 引用 一 个 相应 的 
公理 ,这 个 公理 呈 等 价 式 的 形状 , 左 端 是 所 考虑 的 谓词 符号 ,而 以 
不 同 的 变 元 填 人 其 变 目 处 ， 而 右 端 则 是 这 个 谓词 的 归纳 定义 中 限 
制 句子 和 所 有 直接 句子 的 析 取 式 两 者 所 作成 的 合 取 式 ， 且 须 以 同 
样 的 变 元 填 于 相应 的 变 目 处 ,这 时 ， 直 接 句 子 是 把 定义 Dnl 一 Dn 
13a 中 这 一 种 类 句子 的 相应 语言 表达 式 加 以 形式 体系 化 而 得 的 ， 
限制 甸子 则 是 一 蕴涵 式 , 其 前 件 和 该 公理 的 左 端 相 同 , 而 后 件 则 是 
en 
Ew 内 我 们 对 这 些 谓词 继续 使 用 在 SSL 中 的 符号 . 
l 谓词 xy (HAE $50 中 所 引入 ) 的 归纳 定义 不 适合 于 作 这 
样 的 形式 体系 化 的 ,因为 在 直接 句子 中 y 被 写成 《xo，… ,x,) É. 
我 们 今 把 它 改 为 下 列 四 种 形状 的 公理 ， 这 里 ? nie 
而 iSl; 
ren > x); 
也 le EELE TERESE TE 
Ok = 0, ur); ee a 
Co +++ x7) Dy Kx Vx V Vy Vys. 
不 含 变 元 的 项 叫做 常 项 。 
为 了 要 用 递归 式 而 定义 新 函数 ， 我 们 引进 一 SARER, 类 似 
$ 43 的 模式 (ID 一 (Vb) 及 $45 的 红 ， 并 分 别 记 为 nie 一 (Vb) 及 
SP’, 模式 (ID ' 一 (IV) 可 由 $43 的 相应 模式 中 将 mm， ,x 换 为 
tn HS = ” 换 为 “二 “而 得 ,而 4 KR. 模 
vy 则 是 下 列 的 “方程 "组 
(eo is X29 °° t> Xa XG; (x5 2 = Os ++, oe 
P(o trta Yi) Xatt’ Xn) XX: (yo AS »YısP(Yos%2> A * Xa)» oP 
OC Yio kas xs) yxo) 对 任何 容许 的 1 (X 依赖 于 
?十 21 十 1 个 参数 ). 
模式 (Va) 则 由 《Vb》 中 换 0.0 +> xn) 为 随便 一 个 常 项 ， 
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并 删 去 “x，,.……, x,” HB. 

最 后 我 们 还 引入 一 个 用 以 定义 新 函数 的 模式 F, PAAR 
(Va) 的 推广 ,为 简单 起 见 , 我 们 先 写 出 这 个 模式 , 它 在 后 面 亦 用 
到 的 ,然后 再 证 明 它 如 何 地 形式 体系 化 于 W N. 这 写法 很 仅 $ 38 
所 叙述 的 内 容 方式 

XC p(y» Xia °° %s Xn)» ...,;. Plyı>Xı> os ts Xa)» 


Xis °° % Xn -HQ 9p(y， Xis “Xn >t’ 
Plyıs Xis “> Xn > Xis "> Xa) HS ， 


as 


PCCyo> syn) 

Xis °° % > Xn) pn eo» X "°° oXn)o° a »Plyrs Xis’ tt’ u) 
Xis "73 Xp „u nC PCVo5 Re Xj °’ P 

Visxi9 Xa) Xis" Xn 3 


KP msl PCs Xis ttt’ xn)， very Plys ` Big tt’ 
Du za)» Xis “xn)， 当 其 它 WEN. ey 
这 里 Qly tsyo xo 0) 为 系统 WW 内 的 公式 ,不 含 符号 
9， 而 且 所 有 形 如 一 (Qi(yo sy Xis ** )&QKyo *syrs ks 
ER 力 的 公式 是 可 证 的 . == 
BKRLZARTWERAVWNERTE REISEN, R 
们 把 起 参数 作用 的 变 元 x,，.…, x, BST; 其 右 端 今后 将 记 为 
“Filx}”): 
PRIXy ~ Bl) exh) X<yeQCpC{xho)s° - 
elix} V NV (Cn(p(Ctxjo)，， PUR y&Qn(p 
(x) px)))V 
(pnrCpl{x}o}, ... plx} ))Xy TQ: $ -&1Q„)? 
WORE BGG soso os :而 变 , 便 得 到 模式 *F'( 的 各 个 
情形 一 一 译 者 )。 形式 地 说 ,#F' 的 右 端 是 各 项 30: .3x(x = {x 
+5 x S&F{x}) 的 析 取 式 。 
这 模式 有 一 特例 如 下 : 


1) 在 最 末 一 个 析 取 项 中 我 们 把 Q:,…, Qs 的 变 目 省 写 了 .原文 泼 挤 “& 了 Qi&-…& 
Qe", SABRE . 
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pla) Ras æ 19 (ag) Zk» (Ait 7> àk WwW hiie): 
C(x yX, p(y)), Q(x, y) 时 ; 
PCl ys Z))KXCx, phy), P72)), H RG y, z) 时 3 
POX 当 其 它 情形 时 . 
这 写法 应 该 理解 为 下 模式 的 写法 
19 当 x<(a) 时 ， 
s Zk» 当 x<(ar) 时 ， 7 
PX a, p({x})), 4 ayIz(xX(y, z)&Q(y, z)) HH 


X(x, p({x}ı)> we 当 3y3z3w(x(y， Ze w)&R 
Yo ZW 


x 当 其 它 情形 时 ， 

:我 们 说 ,模式 (ID 一 (Vb》 及 HF 都 定义 了 记 为 PORTE 
数 ， 

在 模式 (I) 一 (Vb) H, MEFE p, d, X (具有 足 码 ) BK 
过 是 态 中 函数 符号 的 名 (8$50, 第 274 页 )。 为 了 要 从 这 些 神 式 之 一 
而 得 到 公理 ,必须 把 每 一 个 名 w、X (有 足 码 或 否 ) 换 为 圈定 的 函数 
符号 , 预先 由 这 些 模式 之 一 定义 的 , 或 从 头 便 有 的 如 Gosta x) 
Q 为 容许 数 ) 或 {x}; 等 ， 而? 则 须 换 一 个 新 函数 符号 与 所 有 以 前 
定义 过 的 或 从 头 便 有 的 那些 函数 符号 均 不 同 。 为 了 要 得 到 这 样 的 
符号 ,在 广义 算术 中 无 须 考虑 引入 新 的 零 ,可 以 使 用 第 272 页 中 获 
BMRB a, au" 的 办 法 ; 只 不 过 ， 例 如 , 把 a 改 为 “ “合成 
(XS 11856, 5% 303 页 )。 至 于 记号 “|” 的 个 数 可 以 取 任 何 一 数 , 姑 
须 还 未 曾 在 这 个 目的 上 使 用 过 便 成 ， 例 如 当 把 这 公理 依 $52: mr 
映 象 时 其 左 端 的 哥 德 尔 数 . 

在 应 用 模式 *F' 时 每 次 都 必须 先 证 明 ， 它 满足 各 0,0; a 互 
不 可 兼 的 那个 条 件 . 

这 样 、 我 们 便 完成 了 系统 Ww 的 描写 。 我 们 用 HI 表示 在 这 系 
统 内 的 可 证 性 及 可 推演 性 . 

注意 ,在 Dnl 中 定义 的 谓词 Ny) (“为 一 数字 ”) 在 我 们 系统 


a 
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中 由 公式 Ny) 所 代表 . 根据 $74 例 13。 这 医 使 得 我 们 能 够 在 厂 
内 引入 新 种 变 元 (把 Ny) 作为 该 例 中 的 公式 NMCw))。 我 们 将 把 
这 些 变 元 叫做 数字 变 元 , ARK a, b,c RZ. CRIDER 
TRIER RRWARBARRTARRWA.) F 

在 $52 内 已 经 定义 了 把 广义 算术 的 客体 一 一 实体 与 谓词 及 函 
数 一 一 映 到 自然 数 的 内 容 算术 去 的 映 象 。 以 后 可 使 用 第 245 页 的 
RRS 中 已 有 的 运算 子 iw 而 把 这 个 内 容 算术 上 映 象 到 形式 系统 5 
去 (参见 $ 74 例 9)， 然 后 借助 于 很 自然 的 方法 把 系统 W 内 的 运算 
FRRES 中 去 ,这 样 便 可 以 把 广义 算术 中 实体 ,谓词 及 函数 在 S. 
MRR HAWS SRR. 这 时 在 系统 WW 中 每 次 的 规则 
2, 9 或 12 的 应 用 都 变 成 在 系统 5S 中 同样 规则 的 使 用 . 

这 时 玉 的 每 一 个 公理 都 相应 于 系统 8 的 一 个 可 证 公式 ， 例 如 
当 ?一 2 时 ，(p;) 变 成 一 条 算术 定理 2%. 3%. 5% = 2% 53T. 
Sx 一 yo&x = Yan = yo m CD 给 出 ( 当 7 一 13 而 0,1,2. 洲 
所 有 的 容许 数 时 ): ; a: $ 

E(x) DLA(00)&- + -&A(013)&Vy( (Ey )&A(y) DA(2”)) 

© &WyoWy (EC yo &ECy1 J&A y &ACy,) DA(2% + 3%) )& 

VyeVyiVyi( EC yo) &E(y, REC ys &A Cy.) &A Cy &ACY2) > 

| A(2% + 3% © 5%) DA(x)], es 
这 里 E(x) 表示 一 算术 谓词 ,相应 于 (452) 谓 词 “为 一 实体” 、 

对 于 系统 区 内 所 定义 的 每 一 个 函数 (用 46 相应 于 模式 ©} 
及 *F' 的 方法 )， 都 可 以 证 明和 相应 的 算术 函数 的 原始 递归 性 《 浇 较 
$52》。 其 次 在 y 中 每 一 个 用 以 定义 函数 的 公理 都 变 成 系统 挝 的 
某 一 公式 ， 并 且 在 模式 中 用 字母 9 表示 的 函数 符号 都 变 成 相应 的 
算术 函数 的 符号 ; 正如 $74 (参见 定理 42 及 例 9) 一 样 ; 我 们 把 这 
记号 亦 引 和 人 S 中 ;所 得 公式 在 S 中 的 可 推演 狂 可 由 $74 um 9 的 结 
果 而 知道 . 

入 此 ,在 三 中 每 一 个 用 以 定义 函数 的 公理 ,都 变 成 系统 4 4 
个 可 证 公式 . 

关于 访 中 其 它 公 理 亦 可 作出 类 似 的 结论 
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因此 在 Ww 中 每 一 个 证 明 都 变 成 系统 S 内 相应 公式 的 证 明 。 

因此 , 在 Ww 中 每 一 个 由 公式 B;,.…, Br 到 公式 A 的 推演 都 变 
成 在 系统 5S 内 由 相应 公式 Bo +++» Be 到 相应 公式 A’ 的 推 资 . 

有 了 时， 和 在 第 十 章 中 一 样 、 我 们 把 Ww 中 的 变 元 用 大 写字 母 玲 
IR. i 

RB. (VII PABA: “Y 是 系统 S 内 由 公式 2……， 
zx 到 公式 x WER”, 这 谓词 的 定义 可 由 以 前 的 定义 得 到 ， 只 须 在 
$51 Dn8 中 增加 直接 句子 0。 
0. DXz V -e VDXz;. 

同时 , Dn12 便 变 成 一 谓词 的 定义 , 该 谓词 可 记 为 Pl... CY), 
而 Das 亦 变 成 一 谓词 的 定义 ,可 记 为 U,..,(0). l 

这 个 修整 过 的 谓词 PR... (Y) 以 及 当 定 义 谓词 5.(Y, x) 
时 所 需要 的 其 它 谓 词 都 可 以 用 系统 态 内 已 有 的 模式 而 定义 出 来 ; 
实际 上 ,它们 的 定义 并 不 需要 二 元 递归 式 ,为 了 核验 这 点 ， 只 要 想 
BRAY PENS HELTEN Dni —Dn13a T 

词 是 一 样 的 .- 

. 注意 ,谓词 Bx(y, 2) 是 可 判定 的 ， BIT FERIEN x,y32 p 
A tby; z) R 上 一 9x(y; z) (而 且 可 证 公式 是 真 的 ;对 下 文 所 
这 到 的 可 判 定 的 谓词 亦 有 类 似 的 注 语 )。 这 亦 同样 证 上 明了， 每 一 个 
原始 递归 算术 谓词 的 可 判定 性 ($43 一 $45 及 $54)。 ， : 

为 了 证 明 论 断 I，I, 我 们 可 考虑 在 柬 内 的 祖 应 论断 了 = Ir, 

在 下 内 论断 I 可 写 如 下 : 

IY%x(Y, yJK.AZB(Z, x) D32Z8(Z, y). 

我 们 今 证 更 一 般 的 论断 工 ; l 
3Y%,..,(Y5 y) IZV(Z, xı)& + -&AZB(Z, x,) S y). 
今 就 :一 1 情形 而 考虑 ,并 说 出 当 s > 1 时 应 作 如 何 更 改 。 

AT SiH. 设 8Y, y) 及 BCX, x). > 
模式 而 定义 函数 p: 
P(x) ) RZ 
p((D, P))X(D, p(P))， WH PBi(P)&C(D, {P}o), 
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9((D, P, Q))X(D, p(P), p(Q)), MER BLCPIEPECQ) 
| &E(D, {Phos {Q}o), 
p(y) xy, YEH. nt ye 

(4 s>l 时 把 p((x)) XZ 换 为 等 式 组 pCO) ) Zs" ° “sp((xs)) 
<z.) 
ar EPECYI DPKE Dal pO) }o. 

， 我 们 可 就 工作 归纳 而 证 明 (11), Ask, ae 
# F' 的 定义 及 第 280 页 的 (1)), 有 

-Ph(Y) ~ 3D(YXDeA,(D)) V 

(12) 3D3P(YX(D, P)&Bi.(P)&C(D, {P},))V 

3D3P3Q(YX(D, P, Q)&Pi,(P)&PE(Q)EE(D, {Phos {Q)). 

《11) 的 证 明 : BH: 容易 由 (2;) 及 (12 ) 得 ' 

YXO .PC0;).. ; 

“归纳 推 步 : 设 YX, P,Q) MA BECY)s KAE (RDA 
WAEA Y E DNSHAN ATT ENT RREA 
的 ;因此 第 三 项 必须 是 真 的 。 为 了 3 习 消 起 见 , 今 设 YX(D,P,Q@)n 
ED, {Phos {Qjosq$i(P)&qi(Q); 根据 对 P 及 Q 的 归纳 假设 有 
PICGP))» BCPC) 有 {P LXLP); (LXLP 由 此 得 
EMD, {pP) ho» {p(Q EYD, pC(P).p(Q)) 即 对 PCY) 
而 有 (12) 的 等 价 式 右 端的 第 三 析 取 项 , Ki pA EGAN 
去 一 一 中 ,整个 析 取 式 是 真 的 ,而 由 于 这 个 等 价 式 (这 和 (12 关 一样 ， 
同 在 广义 算术 中 可 证 )， 我 们 便 得 BEN). 此 外 5 te 
CY) }oXD. 亦 即 BCPA PCY) h. H YX(D, P) 及 
YX) REDE 3s HEHE LY} Xf CY) h 可 由 8(Z;x) HEH, 
PCY)RY 的 情形 是 显然 的 。 再 借助 于 习 消 ，V 消 ， PRENN 
纳 模式 便 可 以 证 明 (11) 了 . 

HN 给 出 P; 由 (11) 得 LCE), 又 因 :{g(Y)} 尖 
{Y}oxy (后 者 由 于 3(Y, y) 故 )， 故 得 SCl), y), BAH 
得 3Z3(Z,y)。 因 为 这 时 对 假定 公式 8.(Y,y) 及 B(Z,x) hse 
TOY RZ 是 圈定 的 , 故 子 消 是 合法 的 ($24 引 理 7b)， 在 这些 习 消 
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中 借助 于 二 引 便 得 到 了 了 Zur 

由 论断 了 立刻 可 得 I。 实际 上 ， 由 论断 1 的 人 条件 有 某 Y 使 
8, YA) HA. By: 2) 的 可 判定 性 , MXP Y TE By, 
(Ys Ar) 其 次 再 由 习 引 得 FayYSA(Y, A). 由 了 得 上 :328 (Zy; 
Ay) DAZB(Z, A). ARES 内 可 得 H-3zB(z, IR D, 
而 且 可 取 e 以 作 z. 

REIT. H3XB(X, e(b)JD3X&(X, e(s(b,d))). SEE, 如 
在 第 十 章 一 样 ， 若 使 用 广义 算术 的 语言 考虑 , 并 把 e(b) 及 s(e(b), 
d) 看 作 系统 S 内 (无 定义 的 ) 公 式 , 我 们 便 可 以 看 见 有 一 个 由 第 一 
个 公式 到 第 二 个 公式 的 推荐 Yeb) sle), d). 作为 这 样 的 Y 
可 取 下 列 的 广义 算术 中 的 实体 : (eb), d), (Vbelb), (a 
0),(a’ = 0 二 Vbe(b),( 一 a' = 0De(b), (e(b)), (elb) D(a’ =, 
0>e(b))))(Wbe(b) Ds(e(b) A. IANA YE HERR e(b) Lae 
(b),d) 在 广义 算术 中 的 代表 而 得 到 的 .这 推广 由 VY 引 ,V MAR: 
对 V 消 这 里 换 为 公理 11; 而 Y 引 则 根据 $23 第 102 页 的 方法 而 撤 
消 ,作为 C 则 选取 公理 15. 注 意 ,Bewy(Y, s(e(b), d)) 是 广义 算术 
的 一 个 真 公式 ,由 于 在 本 中 谓词 8.Cy, z) 的 可 判定 性 ,我 们 有 上 -只 
人 hb)(Y:SCeCb),d))。 其 次 有 hiSCeCb),d) 汪 seCe(b,d)), 〈 依 归纳 
AD): 由 此 得 : PE .d))) .再 由 3 引 便 得 Ka 
m e(s(b, D 最 后 由 并 得 

,3XB(X, e(b)) DaXB(X, e(s(b, d))).. ; 

xan Ir. DE I’ RRR EI AGE S 07 
wa © 

‚AI. EEE: OMX BRA ER 
3 把 每 一 实体 变 成 下 列 的 结果 ， ， 抬 变 元 a 的 所 有 自由 出 现 换 为 数字 
Roce BIG y 的 所 有 自由 出 现 换 为 数字 y( 除 变 元 a, -- YZ . 
外 可 能 还 有 其 它 变 元 ).: 这 函数 可 如 下 定义 , 当 式 为 系统 S 的 项 或 
-公式 时 :重复 应 用 函数 E(E, t, x) 而 得 ， 当 XX 为 一 证 明 时 ., 则 借助 
于 条 件 S(D, P, Q)X(SD, SP, SQ) 及 对 S(D, P) BR S(D) 的 
类 似 条 件 而 得 . 《这 里 及 下 文 ED 均 为 G8:3D 的 缩写 ,并且 在 一 
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公式 中 台 的 所 有 出 现 处 ， 这 个 缩写 都 应 该 用 唯一 的 方式 加 以 复 : 
原 ). 如 果 a,- y 是 在 系统 5 的 字母 表 中 开 首 的 字母 , 那 末 我 们 
GE STIX BA SX, a。,…,y)。 Ceras) 是 相应 于 
S(X, a,"…,y) 的 算术 函数 ,而 sx, a, .…,y) 为 一 项 ,在 系统 $ 
内 形式 地 表示 这 函数 ， 并 用 $52 方法 而 作成 的 (参见 下 文 (N2)) :人 

B, a y) 为 系统 三 的 谓词 ， 意 指 : X 为 由 公式 Ais * äh, 
RAR zs …，zk 到 公式 7 HER, WADHAH! 14—21 作 代入 
而 得 , 在 推演 中 并 未 用 到 规则 9 及 12. 

借助 于 就 (A, B) 的 归纳 (71), 容易 证 明 
MH S(ADB)<X(SADSB), 
UEC (D, E, F) 而 归纳 ) FE(D,E， in SE, SF); 由 
此 (再 就 (X,Y, Z) 而 归纳 ) 便 得 : s 
(13) » HÊ, (X, Y)>%.,(6X, SY). er 
此 外 由 于 HAs ….， HARTE ET Aath 
(14) 0 0.0 HERBLKV)DIXB, (X, Y). 
bagi 须 作 下 列 的 附注 . en 

E-E Alx +, x;) 为 系统 S 的 公式 ; 对 于 随意 的 数 Rig $e 4y Xp 
simone Mis + X, RAAR ACs os x) 的 
ETE, 所 得 的 公式 记 为 A(x, en x,) 《参见 § 41， 第 212 Ti). 
公式 AG, +++ x, HRAW PHD Ww Pew shy 
AR RASNE UREN bys eT RR RAW h 
其 变数 字 的 项 表 为 A(x,、:……, x,) (Ast, Wa RRS ob 
等 式 a 一 b 写成 a。 一 5). Sala, …,x,) 为 一 算术 函数 ;对 
ERW e, eir 言 其 值 等 手相 应 公式 A(x,,:……; x.) BBR 
数 ,而 PKxi， Res ,Xs) 为 一 项 ,在 系统 S 内 形式 地 表示 这 出 数 ”， 这 > 
时 在 由 系统 W 到 S PRR FE ACs -…, x,) 便 变 成 系统 5 
ws X) FÈ S 中 的 项 亦 可 作 同 样 的 奉 注 。 


DM -CAB) 归纳 而 证 明 公式 PCA,B) Toast x 归纳 而 证 明 Phas (a) En 
: PCAs B, C) 仿 此 一 一 俄 译注 . 
2) 用 $52 的 办 法 作成 .对 CNL) 中 的 Kxyy)，(197 中 的 PCat)» 第 594 页 上 的 
fo 及 ho 均 仿 此 一 一 俄 译注 . 
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(N) 对 系统 5 随意 一 公式 A(a,b) 言 ,就 《a,b) 而 归纳 容易 
EBA FN(a)&M(b)DAG, b)<s (Alae, b), a,b), RE 简短 些 


(15) HıA(a, b)<Xs(Ala,b),a,b). 
例如 : 

(16) ia = bXs(a=b, a,b); 
(17) Hia’ = bXs(a’ = b,a,5). 


rl, 为 一 函数 ,其 值 等 于 公式 A(x,y) 的 哥 德 尔 数 ， 
用 $52 的 方法 而 作成 的 。t(x, y) 为 一 项 , 在 S 内 形式 地 表示 这 于 
数 。 这 时 在 由 Ww 到 5 的 映 象 中 论断 (15) 变 成 Hila,b) = sri e, 
6)， 这 里 ”为 公式 A(a, b) 的 哥 德 尔 数 . 对 ‘a 
bc 类 似 的 论断 亦 成 立 、 例 如 
1) He = b'Xsla = b,a, b, c)a “att 
(N) 设 x(x,y) 为 一 函数 ， 其 值 等 于 公式 x 一 y 的 村 入 IR: 
数 ， 用 $52 的 方法 而 作成 的 , 即 (x,y) = 25 . 30 50, ee 
为 等 式 a' 一 0 的 哥 德 尔 数 。 RNEHWESNIERT, LEN 
《7 的 论断 便 变 成 t-pla’, b) = sr, a, b), 这 里 nn 2 Ar 
ME S 内 形式 地 表示 G, y). 
(Ns) 设 X 为 系统 S 的 公式 ， 由 函数 (X, a,b," +, 的 定 
HR. 7 . \ 
‘a b48(X, a, b, **+,2,0)<Xs(S}X, a, Be . ey 
HFJ S 去 可 得 : wRr AEN PAA XARA 而 
q 为 SIX 的 哥 德 尔 数 , 则 : 
Hs(r,a,..,%2%,0)=s(g,a, +> en ï 
现在 开始 直接 证 明 关 于 公式 3cB(e, b) 的 论断 IN. ann 
证 明 更 一 般 的 论断 . : : y ee 
<ia CA) WR Ekas tea aX EHER 
mdM r AREA Eis …，xs) VRR IE xis u 
y 为 在 变 元 表 a, 8, c… .中 前 = 十 1 个 变 元 , 则 +) 
HECE., +++, b,) = bDAcB(cy s(r, bis ,bs b)), > 
《 若 把 (A) 应 用 于 论断 I 中 的 函数 pla) (x 一 1) 去 ,并 以 0 代 
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我 们 便 可 借助 于 (N) 而 得 到 论断 II T.) 

我 们 将 就 函数 plas ts an) 的 原始 递归 描述 的 长 度 作 归 
纳 而 证 明 (A). 此 外 为 了 对 于 每 一 个 表示 原始 递归 函数 的 具体 的 
Hi Elbi, -ee ba) 而 得 到 论断 IT, 在 特例 ,对 第 579 页 中 的 项 bb! 
s(p, p)) 而 得 到 论断 班 ,只 须 就 英 基 和 归纳 推 步 而 作证 明 便 够 了 
而 这 个 归纳 本 身 这 时 又 换 为 有 限 多 个 汪 消 . ; 

BE. k=l. Barla, b) AERA a 一 b 的 哥 德 尔 数 ;容易 看 
Rela, b) 是 原始 递归 函数 。 今 证 : 
(19) ta = bD3cB(c, pla, b)) 
(p 形式 地 表示 x). SU b 作 归 纳 b= 0. Harz: HR x 
使 BCX, z(0, 0)) 为 真 , 由 此 得 (Ex) B(x, p(0, 0)), HA ae 
H-3xB(x,p(0, 0)), HOE +0 = 0D3xB(x, p(0,0)). JRE 
3: Area’ 一 0 故 得 Fa’ = 0 D3xB(x, p(a’,0)), Kb EN 
中 的 归纳 推 步 : 设 a 一 5D3xB(x, pla, b)) Hiab, Bot 
“la 一 0 县 由 *137 得 3e(a =e); 为 了 习 消 起 见 设 a ely 这 
时 ee 一 儿 , 故 由 公理 14 得 e = b; 由 妇 纳 假设 有 Ba, pla, by). 
其 次 e 一 bre = b (A 17), WAR Y E HY, = bi), 
并 由 于 (13) 之 故 对 于 YX62i2eY 而 有 Hd (Ys sle’ = 
Bb,a,5,c))， 其 次 由 (16) 得 HÊ, e =F); 由 习 引 及 
(14) FaYg-s(Y,e' = 6); 由 了 便 得 上 -3Y8(Y,e' 一 a 
即 , 在 自然 数 的 算术 中 有 en 
H-3xB(x, ple, a ple, b'))3: 
PETTEE . i 
| -3xB(x, plé, 5))D3xB(x(p(a, b). 
即 ，3xB(x, pla, b')); 由 引得 a 二 4b 地 3xB(x，pP(e b’)),. | 

MED pa) =r. RIE +b = cD 3xB(x, s(r, b, c)), 
MH r HSK a’ = b 的 哥 德 尔 数 。 但 这 可 由 3) iai A 
(N,) 有 slr, b, e) = p(b’,e). 

BED g(x) = gq， 根据 (19), RINE Hs(r, a) = p(q, 
a), 这 里 > 为 等 式 q 一 a 的 哥 德 尔 数 . 应 用 (15) 把 q 一 习作 为 
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Ala, b). | nn 
情形 (IID) Pan 一 x。 如 前 ,利用 (19) 与 (16) 而 
证 明 本 论断 . oo Pye 
归纳 推 步 。 情形 (Vb). ”一 2。 今 设 p0, x) 一 OG), 
PCy» 2) = XCy, PVs 42) 5 22). = 9% 
由 归纳 假设 得 va 
Hg(b) = ceD3xB(x, s(p, b, e) ad 
H-h(e, b, d) = eD3xB(x, s(q, e, b, d, c))， 
这 里 与 4 分 别 为 公式 g(a) 一 5 及 h(a; b,c) +d HOE ER 
数 ,而 gla), h(a,b, e) 分 别 形 式 地 表示 (a) 及 Xas 9 e). 由 
$74 例 9， *137 及 公理 15 可 得 
(20) ` Ela, b) =e ~ (a = 08g(b) 一 e)Vaeta- 
= e'th(e, f(e, b), b) =e). 

今 须 证 明 | N 
(21) t-f(a, b) = eDaxB(x, (r, a, b, c)), 
这 里 ?为 等 式 f(a, b) 一 c 的 哥 德 尔 数 . Be Ae 

Si Ka,b)=e, HRÄEN a, b, c 而 证 明 ei ee 
a,b,c)). 我们 就 a MEAR. 

MH: a=0. 读者 自 证 。 归纳 推 步 。 由 ( ETET 
给 出 ae(a = e'sh(e, f(e; b); b) 一 c). HT MER, t a= 
e&h(e,f(e, b), 6) 一 c。 由 & 消 ,*100,& 引 及 习 引 可 得 3y(f(e， 
b) = y&h(e, y, b) =c). SAT 3 HER (6; b) = ysh(e, 
yb) =c, 且 应 用 & 消 。 今 若 使 用 关于 e@ 及 hte, b, Ay 的 归纳 
假设 ,可 得 

Hf(e, b) = yD3xB(x, s(r, e, b, y)), > 

t-h(e, y, 5) = ce D3xB(x, s(q, €, y; b; é; : 
及 -a = e’ DaxB(x, s(t, e, a)). iz 
REINER a' 一 4 的 哥 德 尔 数 (参见 黄 基 情形 及 *101). 因此 
得 
(22) 3xB(x, s(t, e, @)), 3xB(x,s(g,e,y,b,c)) 
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及 AxB(x. sr, e, b, y)). 此外, 若 借助 于 $38 定理 
V 引 ,*101 及 (20) 可 得 e = a, h(e, y, b) = ce, f(e, b) 一 
f(a, b) = ce 而 无 须 应 用 规则 9 及 12， a 
Burma Ke,sıbec,tte,b)=y(Y > f(a, b)=c). H 
由 于 B.(y, z) 的 可 判定 性 ,得 Bees 
i Ys f(a, b)=e)3 i 
由 此 根据 (13) 得 i 
(23) Lm tes, merke (SEES Y » fa, k) = c); 
蝶 (23)s 纪 引 及 C14) 可 得 . : 
(24), BY Bermanenswettendey(Y > f(a,5) = a 
把 * 一 3 时 的 Ia' 应 用 于 (24) 得 : = : 
(25) F378(Z, e = a')&3ZE(Z, hle, y, b) = Jaaze(Z。 
f(e, b) = y)DIZB(Z, f(a, b) = c). 
Sik pla, b, c) HBR, a,b,c 处 其 值 汐 等 式 f(a， 
b) 一 < URRA T-X Ca, b, c,d) 为 相应 于 hla,b,e) = dy 
类 似 函 数 ; 设 fos bo 分 别 形式 地 表示 与 Xx; (参见 第 590 页 脚注 )， 
+ 为 等 式 fa, b) 一 e 的 哥 德 尔 数 。 AERA fla, b, ce) = 
s(r, a, b, c) (参见 上 面 (N,) = 对 hy Pees 
到 系统 S 便 得 : 
“ -3xB(x, s(t, e, @)&3xB(x, s(q, €, y, b,c))&Ax . A 
sa B(x, s(r, e, b, y)) D3xB(x, s(r, a, b, me yana Mis 
再 由 (22) 得 axBGxss(roqsbse). | 
. 这样 就 对 上 面 所 选 的 公式 ‘Gonsis 而 证 明了 定理 3 30.. ven 
这 公式 若 作 其 它 选 择 亦 可 归结 到 本 情形 来 今 设 Consis 表示 公 
A 3cB(e,Y?), 而 + 为 公式 1 一 0 的 哥 德 尔 数 (BUM § 42). + 
证 wid ~ consis, RATA 1 = 0 Aani *1 及 论断 1 可 得 
H3eB(e,r)D3eB(e,r) 及 H3eB(e,r)D3e ix 
B(e, el(r)), 由 此 得 H3cB(e, r)D3cB(e, r)&acB(e, e(r)), 机 
由 3 引 及 *2 得 
(26) HaeB(e, r)D3@(3eB(e, a)&3cB(e,c(a))), 
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由 此 及 *12*86 得 H-wid-Deonsis, 另 一 方面 让 命题 演算 有 A, TA 
HI 一 0 ($23); 故 在 广义 算术 内 有 乙 使 作 ,-A(Z，1 = 0). 

今 设 (P, y) HRW AWB, Cb dss P = 
成 下 结果 , 即 在 其 中 所 有 字母 A 都 换 为 y。 

读者 可 在 广义 算术 中 作出 这 函数 并 证 明 $, (Cs(Z， y)， 1 = 
0). 再 由 于 谓词 全。 (Zw) 的 可 判定 性 可 得 (参见 上 文 关于 Bly, 
Z) 的 附注 ). 5 

+8,,-y(s(Z, y), i 一 0) k (Ha 引 与 14)》 
HIZ% (Z, 1 = 0). i 

i 其 次 ， Ms 2 BY Ia’ BH LF SZB(Z,y)eAZB(Z, oes 
Zrt 一 0)。 若 映 象 到 系统 5 去 可 得 BCe, a)&3cB(e, e(a)) 
DacB(e, r). 法 则 12 给 出 : 
(27) H-3a(3cB(e, a)&3cB(c,e(a)))>3cB(e,r). 
(26)(27),*16 及 *30 便 给 出 了 aa(3aeB(e， a)zehle,«(a))) < ~ 
consis, 即 (参见 *86), wid ~ consis, 

HER WR HTA, NAHI 0, 又 1 一 OKA, BB AsH 
A, BA, |A HI K *16 ER H3cB(c,k) ~ 3cB(o,r), 再 由 
*30 得 H13eB(e, k) ~ consis。 因 此 在 定理 30 中 作为 consis 的 
亦 可 取 acB(e, k). 

还 可 注意 ， 作 为 consis 的 还 可 取 公 XA con: 3B[F(b)&—1308 
(e, b)]. (FR) 为 WW 中 公式 F(x) 在 s 中 的 象 )。 人 
只 须 证 明 H-conDconsis; 又 由 规则 12, 只 须 证 明 
ep . HF(b)&T3cB(e, 5) consis, 
。 夺 系统 W 中 有 2Z 使 Bmo(Z, A), HR, 2 B,.(5(Z, ys yy. 由 
此 可 得 DE ,ols(Z, 站 ;7 了); 得 岂 习 引 及 (14) 得 | 片 ,3Z3wobZyy)， 
因而 根据 IT 得 
H32%(Z, 1 = 0)D3Z%(Z, SA c u Ror 
又 由 了 引得 HFGIDI3ZE(Z, 1 = 0) 53ZB(Z, y)], BRE 
于 系统 3 内 得 HF(b)D[acB(e,r)D3cB(e, 8)]， 再 由 *12 及 
“2 得 HF(b)DLT3cB(e, 6) > 3eB(e, r)], H *4 48. H-F(b)& 
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i5eB(e, b)D—3ceB(e,r), 亦 即 —F(b)&a —3cB(e, &) consis, 
如 所 欲 证 . 

但 是 必须 注意 , 如 果 在 公式 consis 中 把 BCa, b) 改 用 另 一 - 公 
R 但 仍 数字 地 表示 谓词 Bla, b) 的 ， 则 哥 德 尔 第 二 定理 的 论断 
仍 可 证 明成 立 ， 例 如 , 容易 核验 , AR Bla, 8)&x 一 B(a, r) 仍然 
数字 地 表示 Bla, b) (如果 系 统 8 是 相 容 的 ， 则 当 把 a 随意 地 并 
以 一 数字 时 ,这 合 取 式 的 第 二 项 都 变 成 一 可 证 公式 ;如 果 系 统 5 为 
不 相 容 的 , 则 根据 $41 定义 ,随便 一 个 公式 都 数字 地 表示 随便 一 个 
Hid, 只 要 谓词 的 变 目 个 数 不 少 于 该 公式 的 便 成 )。 (如 果 我 们 一 
点 不 知道 关于 系统 3 的 相 容 性 ， 则 这 里 所 作 的 议论 便 依 赖 于 在 元 
数学 上 使 用 了 排 中 律 )。 在 其 中 便 有 FFVa 一 (B(ay r)a Bla, 
rf))(*50 及 VY 引 )。 这 公式 便 表示 公式 1 一 0 的 不 可 证 性 . 这 个 
例子 ， 可 用 以 例 释 哥 德 尔 第 一 定理 与 第 二 定理 的 差别 的 ， 亦 证 明 
了 ,存在 两 个 不 同 的 , 互 不 等 价 的 两 公式 Bla, b) 5 Bla, b), € 
们 数字 地 表示 同一 的 谓词 (这 点 亦 可 简单 地 证 明 如 下 : AB 
(a,r)5a=- a 数字 地 表示 同一 的 谓词 ). 关于 这 些 谓词 的 代 
表 函 数 亦 可 作 类似 的 说 明 . 

- 哥 德 尔 第 一 定理 的 真确 性 ,只 依赖 于 下 列 三 个 条 件 便 够 了 ,该 
系统 的 相 容 性 ,在 其 中 有 第 四 章 的 系统 作为 子 系统 (参见 $76) 以 
及 可 证 公式 集 的 可 递归 枚 举 性 "， 但 哥 德 尔 第 二 定理 则 不 周 ,遵守 
(LT II 诸 条 件 都 是 必要 的 。 如 果 这 些 条 件 不 被 满足 ， 可 以 
证 明 ,表示 该 系统 相 容 性 的 公式 可 以 在 系统 内 加 以 证 明 。 OS 

ETE, 字母 4, BC“ 用 以 表示 形式 系统 ， 包 含有 第 四 章 的 
系统 ; 并 具有 递归 可 数 多 个 定理 ; 此 外 并 考虑 , B 与 已 附 有 类 似 于 
(0,1, I, 的 条 件 ,但 其 中 3cB(e，a) MA BTM ee) ,9 
及 符号 上 则 就 C 而 言 . 设 在 8 中 可 以 证 明 C 的 相 容 性 《写成 
wid, consis 或 con; 但 借助 于 公式 3eB(e， a)); 再 设 了 是 相 容 的 . 
这 时 C 亦 是 相 容 的 。 因 为 如 果 哥 德尔 数 为 ， "的 公式 1 一 0 能够 在 
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CATH WAKA pk) = r AMES PEA HBk, r) 及 
H-3eB(e,r), ES consis 合并 , 便 得 出 如 的 不 相 容 性 了 。 

再 设 4 为 一 形式 系统 ,具有 上 述 性 质 , 它 与 B 的 关系 恰 如 B 和 
C 的 关系 .这 时 前 述 的 议论 可 以 在 4 内 形式 体式 化 ， 而 这 形式 体 
系 化 便 达到 下 列 结果 ,如 果 在 4 内 可 以 证 出 B 的 相 容 性 ,在 B 
以 证 C 的 相 容 性 , 则 在 4 内 可 以 证 C 的 相 容 性 。 i 

由 上 述 可 得 ,如 果 具 上 述 关系 的 两 系统 B,C, 其 相 容 性 可 以 
在 彼此 的 系统 内 互相 证 明 , 则 两 系统 都 是 不 相 容 的 。 ‘= 

设 w-con 为 一 公式 ， 表示 所 给 系统 S 的 o Hat PE = 
第 336 页 )。 

今 设 5 为 wo 相 容 的 ; 则 3 为 相 容 的 ， 并 且 由 于 公式 - -consis 
VaBx, r) BS 为 ma 相 容 的 ， 故 把 新 公理 consis 加 到 3 后 所 
得 的 系统 5, 是 相 容 的 。 设 consis, 在 算术 内 表示 S 的 相 容 性 。 把 ; 
上 述 的 议论 形式 体系 式 , 可 得 HoconDconsis (ERA; 当然 更 
FES: A). SIRES AWA Hconsis 二 mw-con， 这 时 这 公式 穗 在 S: 内 
可 证 , 故 在 Sı 内 t-consisDconsis,, IX consis 为 5; 的 公理 HE 
SW tf consis, 另 一 方面 S 既 满 足 定理 30 的 条 件 ， 可 推 知 Sy OK 
然 (因为 由 函数 中 容易 作出 一 函数 ,用 它 来 枚 举 S HAI Kr consis DA 
的 定理 ， 亦 即 用 来 枚 举 系统 5 中 相应 定理 A; 此 外 可 以 认为 
consis; 中 的 SeB(e, a) AH SHAY 3cB(e, a) E’ consis DA Mo: 
E) RB, MEAG S 满足 定理 30 的 条 件 且 RE: N 
consis>w-con Æ S 中 是 不 可 证 的 。 . 
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附录 了 49 及 $74 中 缺漏 处 的 补足 、 


今 作出 $49 附注 1 处 论断 (a) 与 (8) 的 证 明 。 这样 同时 也 就 
补足 874 中 的 缺漏 处 了 (第 460 页 )。 由 *180b 得 二 BCw,w,0,w); 
再 引用 3 引 两 次 便 可 证 得 (c)。 至 于 (8) 的 证 明 则 殊 为 复杂 ; 我 
们 根据 希 尔 伯 特 - 伯 尔 奈 斯 [1934] (参见 $49, 第 269 页 ,$74, 第 
470 TA) 而 作证 明 。 为 简单 起 见 ， 我 们 试 对 公式 (8) 在 系统 51 内 
VEEB, S, 是 由 第 四 章 的 系统 S 加 入 下 列 的 关于 项 的 形成 规则 及 
公理 而 得 : ”如果 系统 S 的 公式 .31wF(w) 在 该 系统 内 可 证 ， 而 
F(z) 为 一 个 与 F(w) 相合 的 公式 , 则 ı wF(w) 为 该 系统 的 一 项 ,而 
公式 1) F(ewF(w)) 及 2) ıwF(w) = ızF(z) 为 该 系统 的 公理 。 公 
A 2) 容许 对 约束 变 元 w 实 施 改名 ,以 排除 对 这 新 项 中 出 现 的 自由 
变 元 作 代 人 时 的 困难 . .定理 42 容 许 在 一 切 不 含 符号 的 命题 的 证 
明 中 ,消除 这 一 类 的 项 . 

我 们 依照 希 尔 伯 特 - 伯 尔 奈 斯 2, 在 系统 S HARTANER 
EX. 

HyF(y) = ey[F(y) &Vz(z < yD1F(z)) V are Dr: 
《如 果 下 列 两 断言 是 真确 的 , 则 它 亦 是 直觉 主义 地 可 接受 的 : (E) 
F(x) V F(x) 及 (2) 六 3xF(x)V 一 3xF(x); 参见 41490, 
*174b; 如 果 有 某 项 t 使 (3) 片 3xF(x) 二 3x[x < t&F(x)]、 则 由 
“150， 第 二 个 条 件 可 由 第 一 个 推出 、 故 只 须 FF(x)V 一 F(x) 及 
G)EBT. 注意 , 当 (4) ECs) it, WOJE t = l 时 成 立 )。 

项 pyF(y) (正如 eyF(y) 一 样 , 它 可 以 出 现 有 未 明说 的 自由 变 
元 ) 表示 了 运算 子 eyF(y) (参见 562, 第 351 页 及 $74 例 8)。 容 
易 证 明 下 列 的 公式 〈m) 一 (mm) 《比较 希 尔 伯 特 - 伯 尔 奈 斯 [1934]， 


D 希 尔 伯 特 - 伯 尔 奈 斯 写 为 tx， pz 而 非 ex, px 
« 59$. 


REE. 


第 396 TL): 

(m) Fla)DFlayF(y))> 

(m) Fla)DayF(y) <a, (*13, *139, 61a) 

(u) —AyF(y)>pyF(y) = 0, 
la): 对 每 个 与 F(y) 相合 的 公式 F(z) 都 有 PEN 
(反之 ,可 以 马上 引入 项 pyF(y) 及 公理 (m)l) IN yE) 
便 是 不 必要 的 了 ， 因 为 如 果 引 入 它 的 话 ， 则 当 六 ay7FGy7 时 将 有 
-wyF(y) = pyF(y)《 希 尔 伯 特 - 伯 尔 奈 斯 [1934], 第 400 WO). 51 
入 pyF(y) 有 下 列 的 优点 , 它 对 于 公式 FCy) 并 不 要 求 任何 的 条 件 》. 

今 引入 下 列 的 定义 。 设 t(x) 为 任意 一 项 ,而 L(y,w) 为 下 公式 

3c3d{B(c, d, 0, 1)&Vili < y>3u3v[B(c, ds i’, u)& 
B(çə dy is.v)&v © TCi) = ull&B(c, d, ys w)}. 
EB *180c 4$ H-31wL(ys w). 由 定理 27 的 证 明 可 见 ， 如 果 公式 : 
t(z) = 表示 亩 词 MAR LO) 表示 谓词 Tr 
w。 今 把 项 wwL(s, w) 表示 为 H (x), 其 余 的 记号 是 : ps, t) 
表示 aR(s, ty x); s = t(mod a) 表示 
3x(s = ox +t Vt = nx +s) 

(这 便 容许 我 们 写 ， 比如 说 ， Hela, b) _ ıxR(a, b, x)> oe 
(5) ` ta = b(mod n) Se rrr a 
等 等 )、 容 易 证 明 下 列 各 论断 : | 
(6) : . Ha = a(mod n); 


(7). fa = b(mod n)Db = a(med n); | . u 
(8) Ha = b(modn)Dac = be(mod ac); . ，. io 
(9) © a = b(mod n)&a = c(mod n)Db = c(modn)3; . .. 
(10) Ha = b(mod nc)Da = b(mod n); 

(11) = b(mod n) ~ a + c = b + c(moedn); 

02) > Fa = pCa, b)(mod b). 


HF3y(a = by + r)Doe(a,b) Srs 
Hb#0Dpla,b)<b, 
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H5)8, Er =s(modb)Dr >b + sVs>b +rVr s, 由 
此 得 (13)HFa = r(mod b)&r < bDr=p(a,b). H —a=b(mod n) 
~ pCa, n) = p(b,n), 关于 在 $40 所 定义 的 sb 有 


(14) Halb ~ b = 0(moda), 
根据 (5) 这 又 等 价 于 Halb ~ p(b, a) =0, a 
(15) > Ha|b&b == c(mod a)Dalc. ; Fook] 


BRAK A PAGE SIA, CRE SCEE UF 
21) 的 成 立 ,这 些 定理 只 在 以 后 才 是 必要 的 . we 


(16) ~ Prim(a, b) ~ 3x(ax = I(modb)); °° 

由 此 得 ”，- | | 
(N '  —Prim(a,b)*& cla 二 Prim (¢,b), hie 
(18) © H+-Prim(a,n)&a wa b(mod n)>Prim(b,n), * 


HERE haxm 1(modn) 及 Hby = 1(mod n) 可 推 得 
abx .wm b(iniod.n),H-abxy =a by(mod n), #43 H(ab)(xy) = 1(mod n),. 
故 得 、 

(19) 2 H-Prim(a, n)&Prim(b, n)>Prim(a- b, n). 
我 们 还 要 求 Prim(a, b) 的 对 称 性 .“ 例 外 ”情形 b 一 0 及 b = 

1 可 借助 下 三 式 而 处 理 :* 上 六 Prim(i, a), Dee 一 Ie 

Prim(0, 1)。 此 外 : ’ 
Hb > 1&Prim(a, b) 志 3x3y(x <' bey < akax 一 by + D. 

4-4 I RL. x < bey < a&ax = by + 1; 这 了 时 3u3v g Hure 

b&y + v = a&ax = by + 1); 为 & 引 及 习 消 起 见 , 再 假设 x Has 

b，y 十 v 一 a 及 az 一 by 十 :14 这 时 ax + au = ab, by + bv=: 

ews ax ++ au == by + by, by + 1 + au = by + by,l + av = 
。 由 此 得 : bv me 1(mnod a), 而 习 引 便 给 出 Prim(b; a). ik i 

H-Prim(a, b)>Prim(b, a), 

由 此 得 HPrim(2,b)>3x(ax = 1(mod b))&3x(bx = I(mod 23.4 + 

注意 Har = | (mod b)&bs we 1 (mod a)Darq+bsk == q(mod b)&ard 

十 bsk = k(mod a)， 便 得 

(21) H-Prim(a, b)D3x(x = k(mod a)&x = q(mod b)). 
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以 后 的 一 个 定义 (“最 小 公 倍数 ”) 是 : 
l mla, b) = ux(x # 0&a|x&b|x). 
(22) m,(t(x)3 r) = ux(x # 0&Vy(y < rot(y)|x)) 
《作为 (4) 中 的 项 :可 分 别 取 ab 及 T] G)s (1) 可 借助 于 “159， 
§29 附注 (lb) 及 *151 而 证 得 )。 就 a 而 作 归纳 可 证 得 (参见 *129， 
*66 及 *56a 及 *13): HVyly <nDt(y) # 0D ert t(y) 天 OK 
AMT MA HW <t ODT] GO) (认可 就 = 而 
作 归 纳 并 借助 于 *152,*154 而 得 证 ) 便 得 ， 
FF-Vy(y < nDt(y) # 0)D3x(x ¥ 0&Vy(y < BO) 
这 公式 表示 了 ,y < nan 时 t(y)( 40) 的 最 小 公 倍数 之 存在 。 
y <n 时 t(y) 的 任 一 公 倍数 被 它 的 最 小 公 倍数 m,(t(x)3 n) 除 后 
所 得 的 剩余 ,依据 (22), 应 为 7 <n nt t(y) 的 公 倍 数 ， 得 它 既 小 于 
mx(t(x); n) 故 应 为 0. 由 (5) 及 (14) 得 


(23). H-Vy(y< nDt(y)|a)>m,(t(x)3n) la. 

此 外 有 ; 
(24) HVy(y < n>t(y) # 0)Dm,(t(x)3n) # 0; | 
(25) EWy(y <nDt(y){m,(t(x)3 n)), 


(26) tb = e(mod ‘m,)t(x)3a’))DVy(y <aDb = c(mod t(y))). 
由 (19) 再 就 n n 而 作 归 纳 得 : FF-Vx(x 二 n>Prim(t(x), a))> 

Prim ( TI (x), a) 然后 由 (23) 及 (17) 得 | 
(27) EVx(x < nDPrim(t(x), a))>Prim(m,(t(x)3, a)y a), 

*66 给 出 (把 x -k + 1 EH t(x)): 
(28) HVx(x < n>Prim(x’ +k +1, n +k + 1)) SPrim(me(x 。 
k+13n),n°-k+1), eh 
其 次 有 Fr bas n’Dr ek + l+ak= =n’ -k +1, 由 此 得 
(29) Fr +a=n Dn .k+le=a.k(modr .kt 1). 
(30) Prim(r +k+1,k), | 
(31) HPrim(k, r' +k + 1) (H(30)&(20)), 
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(32) t-a|k2>Prim(a, r -k +1) (H(31), (17)). 
由 (31)(32) 及 (29) 可 得 LalkDPrim(ak,i’-k +1). 其次， 
H (29) B19) Hajk&r 十 a 一 nm 二 Prim(a -k+l,’-k+ - 
1),M(20)4 HH: Halkar + a = n’DPrim(r’ +k +.1,n’ - k+1), 
由 此 得 
(33) 上 -3x(x|kgr + x = n')DPrim(r -k+1l,0 k 十 1)。 
容易 看 见 : i = 
(34) Be <nDx|k)D(r < nD3x(x[ker’ +x = n’)). 
(33) 及 (34) 给 
Vx(x <nDx ey < nDPrim(x -k +1, n’-k+1)), 
由 此 再 借助 于 (27) 得 | 
(35) EWx(x < nDx’|k)DPrim(m,(x’ - k + I3n),n"-k 二 1)。 
在 (35) 中 把 n 代 以 a, 再 借助 于 下 列 两 结果 及 *154， . 
| Hr < aka < ndr < n, Er < n'Dr jm; n) 
便 得 | 
(36) E-m,(x’3n’) |k&a < n>Prim(m,(x’ + k + 13a’),a” +k + 1), 
由 (21) 作 代入 得 
(37) HPrim(ma(x +k + 153a’),a” -k+1)D3lz = = c(mod mx 
Ax "k+l;a))az = p(m,a” - “q+ 1)(mod a” - “kk 十 1)]。 
车 对 (26) 作 代入 ( 依 *66) 再 用 (9), 便 得 公式 ` 
(38) E{Wyly <aDc = p(m,y' -q + 1)(mod y’ yk + 1)]eb 
== c(mod mx(x + k + 1;a’))&b = p(m,a” -q+ 1) Bs 
(moda” +k + DYSVyly < Db o(m, y’ -q 
十 1)mod(7 -k+1)]. : = 
由 (36)(37)(38) 可 得 
(39) 上 mx(x3 n’)|kaa < n>{3xVyly <aDx = e(m,y” + q 
+1) (mody -k +1)JD 3xVy[y <a'Dx = = p(m, 了 "q 
+ 1)(mod y -k + DN.: : 
借助 于 (39) 就 a MEAE: 
(40) }-m,(x’3n’)|kaa < nSxVyly < aDx = p(m,y' +q 
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+ 1)(mod y -k + 1)1. 
在 (40) 中 把 a RA n FEIERN En <n, WR: 
(41) Hmla;n)|kDaVylySnDx=olm,y+gq 
十 1)mod y.k 十 1)3 °° a 
若 在 (35) 中 把 na RA a HAIE PAAR Hr <a Dr’ |m, (x3 
n’) K hr |m,(x’5 n )am,(x5 n')|kDr'|k, Ay 
(42) Fem,(x’3 n’)(k>Prim(m,(x’ -k + 135 0’), n” k E). 
由 这 公式 再 借助 于 (41)， ENTER 
NER z 
nn Hm,Cx'; n’) [kDax{WyLy < <nDx = pm, y tqt) 
jo (mod y +k + 1)]ex = w(mod n” +k + 1) 
PEUH b 代 以 c .上 十 1, 并 注意 kt <c kk 十 1, 可 
(44) Fa em r(modc’ >k + i)&r'<kDr = (a, c ek PD 
注意 , 若 就 n 而 作 归 纳 , 则 由 *143a 可 得 Hae = 
(45) FVy(y <a'De(my’-q +1) < I (pCa +. 


由 (43)(44)(45) 可 得 
(46) t-m,(x’3 n’)| ke II (e(m,x'- q+!))’ < kaw < kDaxf Vy 


a < np yrk+)= plm, yY “q+ Dap(x, 
”ek+1)=wŢw]. 

era er TOE. 
(47), -3u(m(x’; a’) fut em x’ + q+ 1)) Sukw < u), - 

最 后 由 (46)(477 可 得 ne ee 

ala <naDe(x, y’-u+tl1) = ae 2 eq +1): 
 &plx,n’-u+l)=w], 
由 此 , 再 借助 于 项 p(s, t) HEM, RAS, 而 得 论断 [OR = 
应 用 定理 42 以 消除 含 “ 的 项 以 及 含 4 的 项 ,我 们 便 (直觉 主义 地 ) 
就 原来 的 形式 系统 S 而 得 到 论断 〈8) 的 证 明 。 
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附录 ”在 定理 36 证 明 中 由 (iv) R 的 
过 程 的 形式 体系 化 | 


为 了 把 由 Gv) 到 (v) 的 过 程 作 形式 体系 化 , 只 希 把 相应 的 内 ， 
容 议 论 引 到 公理 化 的 广义 算术 中 便 成 了 . (为 此 , KAARE- 
汉 金 的 简化 是 有 益 的 , 见 第 430 页 脚注 ,然后 再 反 它 形式 体系 化 于 
自然 数 的 形式 数论 s A.) 

注意 ,一 般 说 来 ,每 一 个 内 容 的 议论 都 可 以 经 受 这 种 形式 体系 
化 ,只 要 其 中 所 使 用 的 定义 在 附录 I 的 系统 W 中 是 容 评 的 (还 可 以 
增加 一 些 新 公设 ， 只 要 在 由 ;到 s 的 映 象 中 它们 变 成 8 的 可 证 公 
A) 还 须 在 证 明 中 没有 一 处 含有 超出 元 数学 范围 的 推 帝 , 例 好 依 
靠 于 元 数学 范围 内 的 (815 来; 或 依靠 集合 论 的 议论 的 * .的 此 我 们 
必须 把 引 理 22 的 证 明 作出 映 象 。 检查 它 以 后 ， 可 以 镍 饮 它 并 杀 
含有 任何 推演 ,超出 具有 排 中 律 的 元 数学 的 范围 ,至 少 如 果 它 的 所 
有 定义 是 可 容许 的 话 。 事 实 上 , 每 个 集 F; 都 可 以 换 为 相应 于 它 的 
固定 谓词 $;。 至 于 这 些 谓词 的 可 定义 性 ， 则 由 引 理 22 的 证 明 可 
见 , 总 有 一 些 方法 把 每 个 Sn 的 定义 化 归 到 关系 式 Fi~A 去 , 这 
关系 式 可 记 为 8(i, A). 因此 内 须 在 系统 WW 内 加 和 信用 以 定义 关系 
RIG, A) 的 模式 便 够 了 ; 剩 下 的 议论 部 分 如 要 转 到 系统 WV 去 亦 
没有 任何 困难 ?。 但 由 定理 35 的 证 明 可 见 ,满足 相应 的 SG, A) 的 
数论 谓词 FG, a) 是 算术 的 ， 因此 在 s 内 是 可 判定 的 (比较 $74 
A 8). j 

定理 36 对 具 相 等 性 的 调 词 演算 言 亦 是 成 立 的 ; 这 时 公式 F* 
可 由 FR( 第 442 页 ) 依 下 法 而 得 ， 每 一 部 分 Pilas “dj) 《其 
中 包括 有 Q 的 部 分 ) 都 换 为 公式 3xYyR; (ey 

1) 就 所 给 的 F 言 ,在 引 理 22 WEBS ALERT RA ERS OR 
运算 子 的 公式 ， 比 较 第 555 页 的 邯 注 (1) 一 一 俄 译注 . 
+ 604。 


把 每 个 变 元 w 依 $74 例 13 的 方法 换 为 w, BE AE n VwBlw) 
的 部 分 换 为 Yw(M(Cw) 二 BCw)) 简写 为 YB), 而 每 个 形 如 
3wB(w) 的 部 分 换 为 3w(MCw)&B(w)) (简写 为 SwB(w)), 这 
里 依 定义 , Mw) ~ 3 (Qy wavz(z <wD27Q(y;z))) Ce 
较 $74 例 1), 而 QCa, b) 则 如 $73 引 理 24 那样 。( 这 样 每 个 自由 
变 元 w 都 相应 地 附加 (MGCw)) 于 全 公式 之 前 ， 而 该 公式 则 括 于 
括号 之 内 .) 因 此 在 这 情形 之 下 ,形式 体系 化 便 给 出 n 
H-VyD(y)>F*, 
KE VDO) 表示 公式 下 的 不 可 了 驳 性 。 
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”附录 1V $79 例 2 中 公式 的 构成 


今 根据 希 尔 泊 特 - 伯 尔 奈 斯 [19341, 第 360 一 366 页 ,而 写 出 该 
化 归 过 程 , 即 由 A 到 3 而 具有 性 质 (1 ) 一 (4) 的 。 建 议 读者 核验 ,在 
化 归 的 每 一 步骤 中 ,每 一 公式 都 变 成 它 在 s 内 的 一 个 等 价 式 . 

在 下 面 ,字母 P» 9> `…, u 表示 随便 的 项 . FR 

首先 , WPM A RTS BREM k= Ct He, 
Zt 0=0,XYk#A0, 1 时 : s= t(mod k) ~ ax(s=t+x- 
kVt=st+x-k), ERAS 内 可 对 每 个 mm 而 证 下 公式 (就 x 作 
归纳 ): x= 0(modn)V -++ Vx =n — 1(modn)(n—1 为 相应 于 
2” 一 1 的 数字 ). (这 事实 对 于 核验 下 文 的 关于 可 比较 性 的 断言 演 
了 重要 的 作用 ;关于 不 等 式 的 断言 也 可 用 常 法 考虑 ,因为 需要 的 东 
西 都 在 这 系统 之 内 . ) 此 外 ，s 二 t ~ ac(c 十 s 一 t)， 这 些 记号 
(s+ k, s=t((med k) E s<k),RITEREBLERASIN 
的 。 凡是 形 如 WxC(x) 的 部 分 A 都 换 为 13x10). 然后 借助 于 
下 列 的 关于 表达 式 C(x) 的 变换 过 程 而 从 内 到 外 地 把 3xC(x) 形 的 
部 分 消除 (不 改变 自由 变 元 及 约束 变 元 的 写法 ). 

(a) 把 公式 变 成 析 取 范式 ,由 等 式 , 不 等 式 及 同 余 式 组 成 , 并 
处 处 作 下 列 的 改换 , s 一 t 改 为 s 二 ta&t 二 s,s 关 t 改 为 s<tV 
t< s,s <t KY t <s fi Ts = t(med kK) 改 为 s=t+1(lmodk) 
Ve Vs =t + (k — 1)(mod k)(k—1 为 相应 于 《一 1 的 数字 ), 
如 果 析 取 范 式 被 破坏 了 ,再 恢复 成 析 取 范式 ,这 时 它 的 每 一 项 都 是 
不 等 式 及 同 余 式 的 合 取 ， 

(b》 凡 在 不 等 式 或 同 余 式 一 端 所 出 现 的 表达 式 都 变 成 x 。 
D 似 应 加 条 件 “x>>1” 否则 上 文 的 Cmodk) 的 定义 须 除去 限制 到 1 一 - 译 者 注 。 
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rt 
k 十 + 或 x. 此 形 , 这 里 7 不 含 x， 为 此 ， 把 每 个 表达 式 s“, 这 里 
s ERFT kA 0, 都 换 为 s +k, 对 于 含 十 号 和 的 表达 式 都 应 用 通 
常 的 演算 规则 .然后 我 们 力求 每 个 不 等 式 或 每 个 同 余 式 所 含 扒 '* 
莉 只 在 一 边 ,为 此 我 们 把 不 等 式 x kt+r<x-k+shBre<s, 
Æ x kt+r<x-l+s MH r<x-pts, KH pal- k 
QSR) Rox -ltir<x-k+sRMHx-ptr<s; HARA 
仿 此 ; 对 后 者 还 重新 配置 两 端 使 x 移 到 左 端 来 ; 这 样 便 留 下 形 为 
x p=s(mdn) 及 x" p+tr=s(mdn) 的 同 余 式 . 我 们 把 后 
面 这 个 同 余 式 变 成 x p=s+r(n— 1)(mod n) (nm 一 1- 为 相应 
于 # 一 1 的 数字 ), 即 变 成 xp = t(mdn) PHARA, un 
把 这 种 同 余 式 一 律 变 成 
(t = O(mod n)&x + p = 0(mod n)) V(t = 1(mod er p 
-m1(modn))V...V(tmn— 1(mod n)&x ep ` 
= n — 1(mod n)); | 
然后 重新 再 把 整个 表达 式 变 成 析 取 范 式 . EEE 
A, 合 取 式 各 项 或 不 含 x 或 形 如 x :p+r 二 s， TRER REN 
x > p= z(modn), X E z 为 数字 Cr, s 可 以 不 是 数字 ).: A 
Cc) STEMx- p= 2(modn) (p, z, n ORF) BHAR 
WARR TA RET HO ARE ET ERR AA TE ESOT, 
一 个 形 如 x q (mdm) HAR, 在 人 
为 wi |(modm), BWA <0, 
“其 次 ,对 于 含有 x 的 不 等 式 的 合 取 式 ， 都 可 力求 所 有 它们 的 人 
x 的 那 一 边 都 具有 同一 的 形状 x . pk. AESA x* P+, 
n<sKBx-ptn<s, FURS . bie! 
x (BP PD) + (ni Rh P) < ptr Bs 
x (pi P+ Rt: pi) < Pete, ok 
(pi - P: 为 相应 于 Pipz 的 数字 )， 对 联 立 不 等 式 x .pi 二 过 Sy 


1) 参见 维 诺 格 拉 多 夫 《〔Bunorpaxos); 数论 基础 (1938) 第 四 章 $3 一 一 俄 译注 . 
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5 <x pty 或 联 立 不 等 式 s <x Ptn <x: ptr th 
仿 此 。 这样 我 们 可 以 减少 不 等 式 中 形 如 xe ptr 的 一 端的 不 同 
个 数 , 最 后 直到 其 个 数 变 为 1 才 止 (如 果 当 初 >1 的 话 )。 最 后 ,每 
一 个 形 如 x pH 一 sk&k….&x. pH < sn 的 不 等 式 合 取 式 都 换 
为 m 项 析 取 式 , 其 第 ! 个 析 取 项 为 

s <8, + l&s; st L&- a < Sm + 1&x - biron pil 
而 每 一 个 n <x pttk -earn <x'p+t 形 的 合 取 式 都 换 为 ， 
n 项 析 取 式 ,其 第 I 个 析 取 项 为 

n<n+tlaun<n+t1l&a er, <r, + lar, <x- ptt, 
然后 再 恢复 析 取 范式 。 这 公式 的 每 一 项 最 多 只 在 三 个 合 取 项 ， 
中 含有 x, 即 一 个 具 同 余 式 形 x = q(mod m) (q ORF), AMT 
为 下 形 的 不 等 式 a<x-p+t 及 x* Pp 十 t 二 b, 而 且 如 果 后 两 : 
者 都 出 现 的 话 ,其 中 的 xe ptt 是 一 样 的 . 

经 过 (a)(b)(c) 之 后 , C(x) 便 变 成 了 一 个 析 取 范式 ， 今 对 其 各 
项 分 配 3x(*88)， 并 把 没有 x 的 合 取 项 拿 到 3x 之 前 ER). 这 时 
x 只 能 停留 在 下 表达 式 之 内 
Ci) oe q(mod m)&s <x. p + t&x- ee, 
ATTURI 一 个 或 两 个 合 取 项 . 

“缺少 项 s <x- p 十 + 的 情形 可 以 不 必 考 虑 ， 因为 x P+t< 
uM O<x-ptrex-pt+t <u, MRD x p+, 
C< uy 则 把 整个 表达 式 换 为 0 二 1。 如果 铀 少 同 余 式 而 :? =I, M 
RAR ax(s <x + tax +t <u), aA s< uat < u. WIRD 
同 余 式 而 请 > ERE 3x(s 之 x ptter pr < 由 换 为 a= 
0(mod pj&s <x Hiax + t< u) RIE RRE p =m LE 
上 述 的 一 般 情形 亦 可 变 成 这 样 , 因 可 把 (i) 换 为 

3x(x = q- p(mod m- p)&s< x + t&x +t <u), 
然后 把 p,m- p 换 为 它们 的 数字 值 . 
因此 只 须 考 虑 下 表达 式 情形 3x(x = z(mod n)&s < x 十 tkx 填 
t <u) ZE z AAF Zz < n, GUAE z 换 为 oe 2#)。 这 样 
的 表达 式 都 可 换 为 析 取 式 (s< tat +z< DVTV …VTe， 这 
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BT, 为 下 式 的 缩写 
t < s&s + p < u&s + p = t + z(mod n). 

这 时 x 便 被 删除 了 ,如 想 把 本 来 出 现 于 C(x) 中 但 在 所 说 的 变 
换 中 消失 了 的 与 x 不同 的 变 元 a 加 以 复原 ， 可 添 人 形 如 a 一 a 的 
合 取 项 . 

这 样 ,关于 3xC(x) 部 分 的 变形 便 完毕 了 ;这 样 便 可 以 逐步 (由 
内 而 外 地 ) 和 铲除 了 一 切 的 量词 ,最 后 使 用 它们 的 显 式 定义 便 可 以 把 
REA- k, s = t(mod Rs < t RH, 所 得 的 公式 便 是 B.. 


eo: 


附录 V 等 式 及 不 定 华 状 词 的 可 消除 性 


我 们 再 导出 一 些 关于 可 消除 性 的 定理 . 设 $ 为 一 谓词 公式 ， 
可 借助 于 相等 性 公理 而 推演 出 。 Ws 亦 可 在 谓词 演算 中 RRIA 
C45 ARBRE RAH 1934), SS 381—382 页 ). So BS 

为 了 证 明 这 点 ， 我 们 先 把 所 给 公式 S 的 证 明 换 为 依据 定 = 
41(c) 而 作 的 证 明 。 其 次 ,在 这 个 证 明 内 , 我 们 把 每 一 个 形 如 x 一 
7 的 素 部 分 都 换 为 G(x, y),G(x,y) 如 下 得 到 : 把 形 如 P(a，…， 
Aj-19 Xo Astin " "> an) ar P(a,> 8 "5 321-19 Vo aitis “" “9 an) 的 一 切 
AR (CER S 内 一 切 素 成 分 的 各 变 目 处 而 作出 的 ) 作成 合 取 式 ， 
就 x 与 7 以 外 的 一 切 变 元 而 应 用 VY 引 。 这 时 公式 $ 没有 更 改 而 
定理 41(c) 内 的 公式 Eq( 一 ，P,，'…，P,) 变 成 一 个 在 谓词 演算 内 
的 可 证 公式 ， 性 没有 改变 . 

《对 具 谓 词 变 元 的 谓词 演算 言 还 必须 有 一 些 补充 步骤 ,以 便 在 
这 议论 的 开始 时 把 这 些 变 元 换 为 新 的 常 谓词 符号 ， 在 结束 时 再 换 
回来 ). 

关于 等 式 及 药 状 词 的 可 消除 性 的 进一步 结果 ， 可 见于 海尔 普 
林 (Hailperin) [1954]. 

今 考虑 随便 一 系统 S 的 扩张 系统 9。, 它 由 加 人 形 如 sxA(x) 的 
TR “s A” AG)DACexAx)) 而 得 , 这 里 上 HF AG) 中 的 x 
是 自由 的 〈 又 在 保持 相合 性 的 情形 下 可 用 约束 变 元 的 改名 规则 ). 
对 古典 系统 言 , 这 样 的 项 及 公理 的 使 用 可 代替 量词 的 使 用 ,如 果 利 
用 $23 的 代入 规则 的 话 。 BEL, 如 果 不 引 入 量词 而 只 引入 上 述 
的 项 及 公理 , 然后 把 3 作为 缩写 而 引入 ， 即 3xA(x) 为 A(exA(x)) 
的 缩写 , 那 末 每 一 个 根据 模式 11 的 公理 都 变 成 一 个 公理, MA 
设 12 的 应 用 便 化 归 为 代入 规则 的 应 用 . 若 引 用 *84 于 公理 中 , 则 
量词 V 亦 可 引入 ; 这 时 WxA(x) 将 是 一 公式 ,等 价 于 "A(ex 
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一 A(x)), 后 者 又 等 价 于 ACexTA(x)). 

(A) 设 F 为 古典 形式 系统 8 内 的 随便 一 个 公式 ,而 了 在 S.A 
可 证 , WF ES 内 亦 可 证 。 在 特例 , 如 果 Ss 是 相 容 的 , TS, DR. 
( 希 尔 伯 特 - 伯 尔 奈 斯 [1939], 第 18 页 及 第 138 一 140 页 ). ; 

证 明 。 只 须 证 明 断 言 的 后 半 便 够 了 。 在 这 以 后 , 前 半 便 可 如 
下 证 明 , (不 丧失 普遍 性 可 设 下 为 闭 的 ) 把 系统 S 改 为 把 一 F 作为 
新 公理 加 到 Ss 去 后 而 得 的 新 系统 。 换 句 话说 , 我 们 只 就 F 为 其 有 
可 德尔 数 > 的 形 如 A&A 的 公式 而 证 明定 理 前 半 便 够 了 .. 

今 设 C 为 系统 $ 的 各 公理 的 闭 色 的 合 取 式 , ÑE S. 内 而 证 明 

F 时 这 些 公 理 是 用 到 的 ;widc 为 一 个 数论 公式 ,表示 把 C 作 为 公理 
加 入 到 谓词 演算 后 得 到 的 系统 的 相 容 性 。 所 谓 “ 谓 词 演 算 ” 可 理解 
为 纯 谓词 演算 亦 可 理解 为 具 相 等 性 的 谓词 演算 . nn 
由 定理 36, 对 具 相 等 性 的 谓词 演算 言 则 由 附录 nz 1 
(p) -  Fwide>C*, 

这 里 公式 C* 由 C 依 定理 36 SHED CRI HT 的 
方法 ) 而 得 。 

SCHL GES +. 表示 在 S. 内 的 可 推 福 性 ); 根据 推定 
理 , 这 时 便 有 上 -*C2F。 今 在 这 证 明 中 作出 由 C 布 得 C* 的 二 切 改 
变 , 此 外 并 把 所 有 的 © 均 改 为 k 这 样 便 得 到 在 借助 于 疡 符号 的 算 
AHRTAR COPE ILER ID 这 时 © 公理 便 变 假 册 
AR (m) (第 599 T) 作 代 人 (〈*66) MERKAR); mi F* BGM 
Bx“ BANKER. 我 们 仍然 把 符号 上 消除， 然 后 再 用 *l2 及 
*50 便 得 到 公式 一 C* 在 算术 中 的 推广 。 由 (p) 4 das ich 19 
《在 算术 中 ) ` TE 
(q) H"Iwide. ; 

可 把 wide 作为 公式 Ba, r), Mir 为 系统 5 内 形 如 As 一 A 的 
一 个 固定 公式 的 哥 德 尔 数 ( 比 较 附录 D)。 这 时 在 古典 系统 内 ,由 
(gq) 给 出 fe 
(r) H-3xB(x, rY). 

(B(m, n) 数字 地 表示 谓词 : “m 为 在 系统 S 内 具 哥 德尔 数 = 的 公 
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式 的 证 明 的 哥 德 尔 数 ”.) 由 于 这 谓词 的 一 般 递 归 性 ($55) 以 及 诺 维 
科 夫 的 结果 (附录 VD, C) 亦 是 可 以 直觉 主义 地 证 明 的 ( 虽 则 不 
是 初等 地 ), 即 ,可 以 能 行 地 说 出 一 数 《, 使 得 在 算术 中 有 .， 

(s) . HB(k; r). 

因此 ,由 《可 以 恢复 一 个 具 哥 德尔 数 的 证 明 , 由 它 可 以 从 公式 C 
而 推出 形 为 AA 的 矛盾 公式 ， 这 亦 是 在 系统 S 内 的 Ag 一 A 的 
证 明 。 

故 由 5 的 相 容 性 可 以 推出 S. 的 相 容 性 ， 从 而 论断 (a) 证 明了 
(CEL © 定理 ”, 希 尔 柏 特 - 伯 尔 奈 斯 [1939], 第 131 一 140 HH). 这 
结果 可 用 下 公式 表示 
(t) ‚wid, wid,, > é os 
XH wid, 及 wid, B B(x, r) 形 (关于 〇 参见 T $81). 这 个 证 
明 不 是 初等 直觉 主义 的 证 明 , 但 如 果 把 它 算术 化 , 则 可 以 在 古典 算 
AN, 由 *86 及 定理 60(c) 还 可 在 直觉 主义 算术 内 得 出 公式 (2) 的 
ER. 

ÆR EMA e 符号 及 s 公理 后 ， 定理 41 已 失去 效力 ， pia, 
若 不 借助 于 公理 模式 13 及 23 ,等 式 ex(x # 0 + 0) = ex(x # 0) 
FEATHERS » Uf TAK 23 后 不 用 公设 13 它 亦 可 推演 ;这 
可 由 下 列 的 形式 体系 的 相 容 性 而 推出 : 在 没有 公设 13 的 算术 中 
加 人 .se 符号 ,8 公理 及 两 公理 ex(x #0) = 1 K ex(x # 0+0)=2 
而 得 的 系统 。 〈 这 个 相 容 性 可 借助 于 类 似 定理 51(b) 的 某 些 定理 
而 证 明 ( 希 尔 柏 特 - 伯 尔 奈 斯 [1939]， 第 60 一 61 页 脚注 ))。 由 
pda) 的 递归 方程 可 以 推出 (参见 $45 间 5) 一 a 一 0>(pd(@))’, = 
a’, 因而 s 公式 容许 把 归纳 模式 换 为 下 模式 A(a)DOexA(x) 一 
a'《 希 尔 柏 特 - 伯 尔 奈 斯 [1939], 第 85 一 87 页 ) 

”第 尔 柏 特 - 伯 尔 奈 斯 的 第 一 s 公理 是 , 设 一 形式 体系 由 把 没有 
变 谓词 的 公理 (“真正 公理 ”)，s 符号 及 s 公理 加 入 到 具有 代入 规 
则 假设 的 谓词 演算 而 得 ,该 体系 的 公理 全 不 具有 约束 变 元 ,再 设 公 

D 这 里 我 们 合并 本 书 第 三 部 分 的 内 容 算术 方面 的 记号 及 第 四 章 的 形式 体系 的 记 

号 ,这 不 应 该 引起 误会 ,因为 这 里 所 讨论 的 是 一 个 确定 的 形式 体系 一 一 修 译 注 , 
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式 F 亦 不 含 约束 变 元 。 如 果 了 在 该 形式 体系 内 可 证 , 则 不 用 约 柬 
变 元 亦 可 证 . 

汶 定理 亦 可 推 福 至 下 情形 , 即 旦 3x. .3x, A 形 而 A 不 含 约 
束 变 元 ;如 果 在 蔚 述 的 形式 休 杀 内 E WE WARP RANA 
个 关于 某 析 取 式 AV….- 忌 总 的 不 用 约束 变 元 的 证 明 ， 这 里 每 一 
个 公式 AG 一 1,…,s) 都 是 在 A 中 把 x, +++, x, 代 人 以 一 些 不 
RER, ,而 得 。 第 一 8 公理 及 其 推广 对 具 相 筹 性 
HSIN ORAS ENC 希 尔 柏 特 - 伯 尔 奈 斯 [1939]， 第 18 页 ， 第 
32 页 ;第 79—80 N). . 

由 于 有 了 第 二 s. 公理， 所 以 关于 第 一 s BARRAS EM 
只 须 就 下 列 情形 考虑 便 够 了 ;在 所 给 的 下 的 证 明 中 ,&: 符 号 并 不 出 
现 , 设 A 为 各 公理 的 合 取 式 , 在 推 冲 F 时 用 到 的 , 则 在 谓词 演算 中 
E 可 由 VA 推荐 出 ， 而 且 所 有 变 元 都 是 固定 不 变 的 :: HEE 46 
在 G1 内 将 推 资 出 YA FL 由 定理 50 及 定理 47 的 系 ; 下 或 者 :上 
述 的 某 个 析 取 式 ( 如 果 讨 论 第 一 e 定理 的 推广 的 话 ) 便 可 无 需 用 到: 
约束 变 元 而 由 下 列 的 公式 推 冲 出 ,把 项 代入 公理 后 所 得 的 公式 , 亦 
即 可 由 公理 推演 出 ， i EANA E al 
演算 的 话 . 
= ASA LAC, 则 还 需 应 用 定理 109 us 
式 Eq( 一 ，P,。-…，P,) 不 含有 约束 变 元 )。 ， Eo: 


“613... 


附录 VI 把 直到 小 于 6, 的 序数 的 归纳 法 形式 
体系 化 于 第 四 章 的 系统 内 | 


SERIEN 伯 尔 奈 斯 [19391, 第 361—366 页 )。: 
Bn AM ww”， 这 时 直到 r 的 归纳 可 借助 于 对 自然 数 
的 排序 玲 。 而 化 妇 为 通常 的 归纳 ,一 。 可 依 下 法 而 递归 地 定义 ， 
aob = a <b; a,b mib HK Okla = OVCED (Ca), .1 
< (DJak? > (ade = (b) 
(EM I45#19). 这 里 我 们 使 用 $38 HAA ESR, 并 且 相 应 
eee ad SEN 
a 
Ze ee: A paR 
ES RR T+ BIE UBER, XT A 助 于 本 数 
a(k) 而 证 明 ,后 者 可 用 下 方式 而 递归 地 定义 :za(A) 一 全 如 HKC0) 一 
Oy Swat CZ) mt + L, il 一 wn + 这 
Bin Zinn = 1, eas 一 1).`( 希 尔 柏 特 - 伯 尔 奈 斯 把 -二 si 的 
序数 看 作 形 式 表达 式 “0-w AR”, 由 “二 ”及 0 与 wo 的 符号 乘 
FAR An 3 = o+0 +o, KN PML REM 0-w BRE 
其 部 分 的 考虑 而 获得 有 穷 性 意义 。 so 是 第 一 个 不 能 表 成 0-w BX 
的 序数 .) 
今 作出 一 计划 , 由 它 可 以 把 论断 *162b" 的 证 明 恢 复 ,， 后 者 是 
在 *162b 中 把 < HA <, MBN. *162b 便 是 *162b。 设 *162 
b” 已 证 。 今 将 证 明 *172b"+:。 设 以 Dila) 表示 VYY R, naD 
A(y))3 今 设 VDE SDAR)IMIEAR), Hx 保持 固定 。 命 
C,(a,b) 表示 Vx[x < axla), # 0gx # BDb<,x]ea ¥ 0, m 
BC) 表示 WxIC,(x, DADRA GDDR G + ps))]。 首 先 我 们 证 
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下 述 引 理 
WRI px|qg> BCR) 1&D3?},(a)&VI-[ p| asami 
~<,m&pm|q) DDR (a +g). l | 
… 这 引 理 可 借助 于 把 g 的 质 因 子供 ,+ 的 排序 由 大 而 水 地 逐 
次 加 到 a 去 而 证 明 ; 再 就 数 + 一 之 (a), 而 形式 归纳 . 当 a 一 1 


时 由 引 理 得 L-WxB(x) > VxA(x), 因此 我 们 在 排序 <, FRR x fe 
归纳 以 证 YxB(x) 或 B(x)。B(0) 表示 DIE (a) oD Qa), 但 在 
Sn 02 直接 眼 着 a, 故 得 证 。 今 设 br 0&Vx[x 芭 .b>B@)]. 
今 证 BC) (fi b AE). 为 此 , 设 a 天 OeVelex „BD (p|a)le 
Dit (a). "SE Dat") Ca - ps) BY dana > p> A(d). 设 da 
a "Pa 这 时 DIT, (a), dZ,nal-A(d). DE 1 (a), a<..dt-3q 
(q> lad 一 agsve(p.|g>De<,5)). 对 这 个 9 引用 引 理 便 得 
Ala - q) BI ACd). 
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附录 Vil 用 直到 e 的 归纳 而 作 的 古典 算术 相 容 性 的 
证 明 ( 舒 提 )。 诺 维 科 夫 的 结果 o 


。 为 了 证 明 著 者 在 $79 末 所 表述 的 一 系列 的 结果 ， 并 使 得 在 许 
多 情形 下 有 根据 可 以 由 古典 证 明 转 到 直觉 主义 的 证 明 ,, 我 们 现在 
描述 坚 钦 型 算术 G,， 此 外 , 我 们 证 明 ,对 这 系统 言 ,类 似 于 本 书 定 
理 48 及 50 的 定理 是 成 立 的 (在 下 文 所 表述 的 条 件 下 ).。 、. 

MRH (型 古典 算术 ) 系统 是 指 第 四 章 的 系统 ， 但 消除 了 函数 
符号 二 及。 , 知 $74 例 lla 那样 这 系统 的 项 是 变 元 , 带 有 短 竖 的 
变 元 ( 按 指 Ay 等 一 一 译 者 ) 及 数字 ， . : 

此 外 ,根据 读者 的 愿望 可 把 万 看 作 含有 其 它 谓词 符号 ,并 且 对 
于 每 个 这 样 的 符号 Fases u) RER ms on 下 列 的 断言 
都 直觉 主义 地 成 立 -Fl(n,, +……， n) V FCn, +++, n); 这 意思 
是 说 ,公式 F(nm,,……， nt) 与 一 F(n,， on) 中 有 一 是 真 的 , 而 
另 一 是 假 的 ,并 且 有 方法 以 辨别 这 两 公式 的 真 假 性 . 

如 在 $77 中 ,我 们 用 这 系统 的 公式 以 组 成 令 列 ,作为 公理 我 们 
附加 形 如 一 下 A, 这 里 F 是 系统 五 中 的 素 闭 真 公式 ， 及 形 如 
G 一 的 叙 列 , 这 里 G 是 系统 及 中 的 素 闭 假 公 式 。 这 些 公理 ->F 及 
G 一 叫做 算术 公理 。 

作为 (谓词 中 逻辑 ) 推 沉 规 则 877 我 们 加 入 下 列 的 无 穷 归纳 规 
则 (“ 卡 纳 普 规则 ”): 


(c) 126,40) rT»>8,A(D)::. T>8,Aln)--- 


T > 6, VWxA(x). 
《直觉 主义 地 每 一 次 使 用 这 个 规则 时 , 它 的 前 提 的 证 明 都 应 该 是 可 
能 行 枚 举 的 ， 即 应 该 有 一 算法 ， 对 每 一 数 4 都 给 出 一 个 关于 前 提 
r>@,AQ@) 的 证 明 . 哥 德 尔 编号 的 使 用 (参见 $§52,58) 可 以 
使 得 每 一 次 规则 (C) 的 这 样 的 应 用 看 作 是 有 穷 性 的 客体 , ) 对 细弱 
“616° 


的 几 次 连续 使 用 ,我 们 将 认为 是 规则 “ 弱 ” 的 一 次 应 用 . 
系统 G1 内 的 证 明 苛 以 写作 树枝 形 ; 每 一 个 推演 的 应 用 都 (从 
下 面 起 ) 连 结 这 推演 的 结论 到 它 的 前 提 的 证 明 的 各 枝 去 ;而 这 样 一 
来 便 组 成 了 证 明 的 各 支 . 这 论断 的 证 明 可 以 归纳 地 由 前 提 的 证 明 
而 推 到 结论 的 证 明 ;但 是 对 我 们 很 为 重要 的 那 种 情 吏 ?不 用 这 种 时 
纳 也 行 。 

在 随便 一 个 证 明 中 对 每 一 ee 
这 叙 列 的 高 度 ?。 对 公理 给 以 高 度 1, 对 每 一 个 淮 论 规划 ( 短 换 规 - 
则 除外 ) 的 结论 ， 则 给 以 大 于 各 前 提 的 序数 的 最 小 序数 为 高 章 
短 、 换 规则 的 结 论 则 和 其 前 提 给 以 同样 的 高 度 ， 一 证 明 的 高 度 指 
它 的 尾 叙 列 的 高 度 . 
公式 的 次 数 指 在 其 中 出 现 的 逻辑 符号 ( 己 ,&yV， y, DH 
ME 分 割 的 次 数 是 其 中 分 割 公式 C 的 次 数 。 

一 证 明 的 次 数 是 指 这 证 明 中 各 分 割 的 次 数 的 最 大 者 (或者; 如: 
果 这 最 大 次 数 不 存 在 的 话 ， 则 指 其 极限 ); 和 
则 其 次 数 为 0. 

对 这 系统 言 , 引 理 36 是 成 立 的 ， ye ee TATUS 
RSMAS AEE. 

在 每 个 推演 的 前 提 内 的 叙 列 I 或 6， 其 中 公 支 的 每 一 个 出 更 
都 相应 于 该 公式 在 推演 的 结论 内 的 一 AH SL CAE ET eR O 
内 ); 我 们 说 , eS HY LE Bee A. Re Best ch SH, 
CHASEA, ENEDA RUBEE IE AAO i AARIN E 
的 。 这 个 关系 延伸 以 至 于 赵 穷 . ” i 

ZETA ORE. Ask, abe ume RICE 
SA A HH TAA A. ` 在 每 一 TREUE 
多 个 出 现 。 ， EN Ses 
. AR A TERREO E SECO REN FA a 
A E— BIA HH SL ih AR AL FE KAUAI ATH HAR A HORE 


1) PEE LEM SURE 


俄 译注 。 
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现 (在 特例 ,在 公理 中 的 出 现 便 是 ). 

今 证 ,对 于 系统 互 的 每 一 定理 E, 在 G1 pA 一 VE. 

设 EE 为 系统 及 中 下 列 公 理 或 公式 之 一 : ”公理 14 一 17 或 公式 
+ (a,0,a),+(a,b ,‚d)&+(a,b,c)>d=c', - (a, 0, 0)K-(a, 

b'sc)& - (a,b „DD + (d,a, c), Ti E! 则 是 把 E 中 一 切 变 元 代 以 
数字 而 得 .《 所 写 的 四 个 公式 乃 把 玉 中 公理 18 一 21 换 写 而 得 ， ) 这 . 
了 时 在 G1 中 便 有 .F >E. (Hiu, HAEl E, >E 可 如 下 得 
Bp BBA k 1, k= ml: =m 的 叙 列 两 次 使 用 >>, 而 该 
令 列 则 由 算术 公 再 经 细弱 而 得 . ) 再 用 规则 (c) 便 得 出 H > VE. 

RER BG) 为 公式 A(0)&¥x(A(x) DAG’)) DAG) (人 理 
13)。 这 时 A(0)&Wx(A(x) DA(x’)), AHAC), Tt x RAE, 
县 无 需 用 到 算术 公理 ， 若 用 定理 46 便 知道 ,在 G1 内 有 . A(0)&vVx 
(AG) DAG’), A(x) > AG’ )， 故 由 引 理 36 ,对 随便 一 数字 n% 
a A(O)&Wx(A(x) A(x’ D» Am) => A(n’).. . 今 对 于 每 个 n 都 可 
以 由 A(0)&Wx(A(x)DA(x’)) 一 A(0)〈 定 理 46 中 情形 4a) 并 应 
用 ? 次 分 割 而 得 证 ACO)&VxCAG) DAG’) > ACn)， 由 规则 Ce)， 
便 得 . ACOA DAG )) > VxAG), 再 由 > DA- 一 
A(0)&Wx(A(x)DA(x,)) DVxA(x) XESS FEL > YE( 参 见 *95 
RER 46,47), 

.由 此 推 得 ， 对 系统 及 的 每 一 公理 E 言 ,在 G1 Wb — VE, 
由 定理 ORAM, 对 系统 互 的 每 一 条 定理 言 亦 有 同样 的 结果 ; 这 
时 所 得 的 G1 内 的 证 明 其 次 数 是 有 穷 的 。 由 前 面 的 考虑 还 下 把 
> VE 的 证 明 写 成 树枝 形 。 这 里 只 用 到 在 系统 互 中 由 推演 的 前 所 
到 其 结果 的 归纳 ;这 个 归纳 可 化 归 为 通常 的 归纳 。 

今 把 系统 G1 内 的 证 明 写 成 特殊 的 形状 。 首先 在 每 个 证 明 中 
ESD, V 及 习 消 除 ,为 此 我 们 使 用 等 价 式 *58,*56 及 *83. i 
应 于 这 些 符号 的 推 次 规则 便 是 完 余 的 ， 因 此 我 们 把 它们 省 去 (S 

见 第 493 TBE). 

规则 (C) 及 引 理 36 使 得 当 对 不 含 自 由 变 元 的 任 -- -Sai fE E 
明 时 可 以 消除 自由 变 元 的 使 用 。〔 这 时 VV 可 换 以 规则 (C))。 
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现在 还 可 以 消除 G > C 形 的 公理 ; 事实 上 对 闭 公式 C 而 言 ， 
每 一 个 这 样 的 公理 都 可 以 借助 于 下 列 的 规则 而 证 出 ， 这 规则 相应 
于 构造 C 时 所 使 用 的 最 后 的 符号 ， 但 须 假定 对 具有 较 少 次 数 的 公 
RC 而 言 本 论断 是 成 立 的 .( 例 如, 如果 对 一 切 = 均 有 FF(n) > 
FCn), N) V 一 对 每 个 4 都 给 出 HFa) > F(n), 其 次 再 应 用 规 
BU CC) 便 得 上 YxF(x) > VxF(x)?. 

因此 今后 我 们 认为 ,系统 G1 只 含有 算术 公理 , 除 `Yxsgi a 
外 不 含 任何 逻辑 运算 子 , 并 且 不 含 自由 变 元 . 

就 所 给 的 叙 列 的 证 明 的 高 度 a o 而 作 来信 归纳 ， 可 以 证 明 下 列 
的 论断 (A) 一 (F)， 作 这 个 归纳 时 ， 我 们 暗中 使 用 下 事实 ， 即 在 使 
用 短 换 步骤 时 ,不 更 改 证 明 的 高 度 . 

(A) 如 果 所 给 的 证 明 的 尾 叙 列 具 了 -> 8，VxA(x) 形 , 则 对 每 
一 数 n, 都 可 找到 一 个 关于 叙 列 了 一 9, Aln) 的 证 明 ， 而 其 上 
<a, 

证 明 : RAR ATE a me — ARR MER 
核 升 高 便 可 达到 一 叙 列 , 它 与 了 -> 8，VxA(x) 的 差异 只 在 于 出 现 
公式 的 次 序 及 个 数 而 且 获得 它 的 推演 方法 不 同 于 短 换 步 骤 。 上面 
所 说 的 VACO 的 出 现 ,在 屁 叙 列 中 或 在 找到 的 叙 烈 中, 都 相应 于 
这 公 起 在 后 件 中 的 一 个 或 多 站 出 现 ; 今 把 它们 叫做 本 性 出 现 .… 最 
后 一 个 不 同 于 短 换 的 推广 ， 其 前 提 所 具 的 高 度 小 于 oa.:: 可 能 有 两 
情况 : (1) VxA(x) 的 本 性 出 现 之 一 是 主要 公式 的 二 个 出 现 ( 在 特 
例 ， 如 在 细弱 中 的 公式 C). :如 果 这 时 我 们 方 从 事 二 规则 《C)。 则 
对 每 个 = 都 可 找 一 前 提 ， 其 中 所 考虑 的 VxA(x) AOE D 
A(a) 一 一 在 必要 时 再 应 用 几 次 规则 一 换 及 归纳 假设 ， 便 可 以 把 
VAG) 的 每 个 相应 于 本 性 出 挽 的 都 换 为 A(n)， 并 对 所 得 的 叙 列 
找 出 高 度 < “的 证 明 , 然后 再 弄 助 于 短 换 步 踊 便 得 到 对 所 要 求 的 
叙 列 的 证 明 而 高 度 <a. 如 果 我 们 方 从 事 于 规则 强 ;: 则 必要 时 党 
应 用 规则 一 - 弱 及 归纳 假设 , 便 可 以 在 这 个 规则 弱 的 前 提 中 把 一 切 


D 这 时 ,如 果 公 式 C 的 次 数 为 x 则 对 每 一 叙 列 CC 都 可 找到 一 个 具 高 度 2n + 
1 的 证 明 ， 


s G19 » 


相应 于 本 性 的 VxAtz) 的 出 现 换 为 A(n) (n= 0,1, 2:…)， 然 后 
MAB AM) 代替 我 们 的 VAG). 然后 应 用 短 换 步骤 , 便 
HAAT — O, Aln) 而 得 到 高 度 入 “的 证 明 。 (2) 如 果 所 给 的 
VA) 的 出 现 不 相应 于 主要 公式 的 出 现 , 则 相应 于 它 的 YxA(x) 
的 出 现 必 在 某 一 个 前 提 中 而 它 不 是 短 换 步 又 , 依 归纳 假设 ,把 衣 撮 
中 每 一 个 这 样 的 VxA(x) 的 出 现 都 换 为 公式 An) 的 出 现 ;然后 再 
应 用 同样 的 推演 规则 ; EAE TEL A EATERS RA 
以 达到 叙 列 了 -一 9, An), MAR S a. 

(B) 如 果 所 给 的 证 明 的 尾 狼 列 具 T -> 8，AxB 形 ， 则 对 于 每 
个 氢 列 了 一 8,A 及 了 一 8;B 都 可 找到 一 证 明 ,其 高 度 S 

其 证 明 仿 (A). 

(E) 一 (F) 如 果 所 给 的 证 明 的 是 叙 列 具 T +, TA 形 ( 具 
HA, T —> 6 H, NR FEX A, T>e (BHT +O, A) HRW 
可 找到 一 证 明 , 其 高 度 <a, 

证 明 ; 同 (A) 一 (B). (如 果 在 证 明之 末 用 到 规则 短 -x《 规 则 一 
HEAR A 作为 C 而 缩短 ， 则 这 里 可 把 公式 TA TAAN ~ 
6G >) 中 的 C 而 预先 重复 .) ， 

: 《G) 一 (H) 如 果 所 给 的 证 明 的 尾 令 列 具 FT-> 6 Kar > 
6, GE), 而 了 为 素 闭 永 真 公式 (G 为 素 闭 永 假 公 式 )， Ama 
F> o 可 找到 一 证 明 而 高 度 <a, 

”《G) 一 (H) 和 (A) 同样 证 明 ， 这 时 在 情形 (1) ee 
(BR 一 SB). AXED MRT F (或 G) 的 一 切 本 性 
出 现 (如 果 有 的 话 ), 然 后 放弃 某 些 弱 > (> 弱 ), TER 
便 可 以 变 到 叙 列 了 -一 @ 去 了 (高 度 <a). 情形 (2) F(A) 申 的 
2) 考虑 , 便 可 以 得 到 了 T-* 8 的 证 明 , 而 高 度 志 a.。 | 

”他 设 给 出 某 种 具有 穷 次 数 的 证 明 。 我 们 将 证 。 有 一个 不 具 分 
着 的 对 同样 氢 列 的 证 明 , 这 证 明 的 高 度 不 超过 下 数 : 大 于 所 给 证 
明 的 高 度 的 、 最 小 的 Bk, 为 此 , 只 须 说 出 一 种 方法 ,使 由 所 给 的 
次 数 > 0 的 证 明 变 成 一 个 具 较 少 次 数 的 证 明 而 其 高 度 < 2 ( 去 
o°) XE “为 所 给 的 证 明 的 高 度 . 《事实 上 ,如 果 所 给 的 证 明 只 含 
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有 次 数 为 0 的 分 割 , 则 可 以 消除 分 割 ,只 须 把 每 一 个 这 样 的 分 割 换 
以 完全 确定 的 细弱 ， 这 细弱 是 经 过 把 (H) 一 (G) 应 用 于 这 分 割 的 
各 公式 及 应 用 于 它 的 一 个 前 提 的 各 公式 后 得 到 的 .》 ; .， 
这 种 变换 的 可 能 性 可 就 所 给 证 明 的 高 度 作 归 纳 而 证 明 . 设 对 
FRE 之 a 的 一 切 证 明 它 已 经 成 立 了 , 现在 对 我 们 给 出 一 个 高 度 
为 “的 证 明 。 如 果 这 证 明 中 尾 叙 列 是 从 前 提 不 经 过 短 换 或 分 着 而 
得 来 的 , 那 就 对 这 些 前 提 的 证 明 (它们 显然 具有 高 度 二 a) 使 用 归纳 
假设 ,再 对 它们 每 者 使 用 已 经 具有 的 变换 , 便 对 原来 尾 叙 列 得 到 一 
个 (完全 确定 的 ?证 明 其 次 数 较 少 而 (由 于 函数 2" 的 单调 性 》 高度 
必须 入 2*. 如 果 所 给 证 明 的 尾 叙 列 是 由 次 数 和 > 0 的 分 割 得 来 
的 (如 果 这 分 割 的 次 数 为 0 则 仿 前 考虑 )， 则 可 根据 分 割 公式 C 的 
样子 而 有 三 种 可 能 : 
情形 1. 公式 C 具 VxF(x) 形 . 设 所 考 起 的 分 割 的 前 提 昌 ro 
0, VxF(x) 及 VxF(x); A 一 4 人形， 其 高 度 分 别 为 Re. 今 使 
用 归纳 假设 把 这 两 叙 列 的 证 明 换 为 同样 叙 列 的 两 个 证 明 y 其 次 数 
<k 而 高 度 分 别 和 2 及 < 2%, MRA VxF(x) 的 次 数 < ks 
我 们 便 得 到 原来 必 叙 列 T, A>, A 的 一 个 证 明 , 其 次 数 < k 
EE < < max(2%1,2%) +12, 今 设 公式 VxF(x) 的 次 数 为 
BATRA RES th BT RASS MUAY ATE Fa) A> A 的 
证 明 的 那 一 分 支 ,为 此 我 们 要 作 一 些 预备 讨论 . 
试 考虑 该 捆 的 一 切 上 面 公式 ， 该 捆 是 借助 于 VxFCx》 的 出 x 
(作为 上 述 分 割 右前 提 中 的 分 着 公式 的 出 现 ) 而 贯通 的 ; 它们 每 一 
个 都 出 现 于 某 些 令 列 的 前 件 中 .这 些 出 现 不 能 够 是 在 公理 中 的 出 
现 ( 因 为 公理 中 不 可 能 含有 公式 VFO) 的 出 现 )， 即 它们 必 兴 起 
于 某 些 推演 的 结果 中 ;这 些 推 福 只 能 是 VE ER 
的 某 一 个 上 面 公式 出 现 于 推广 VY 一 的 结果 中 , 则 在 这 推广 的 前 提 
内 其 旁边 公式 将 是 某 公式 F(n;)。 今 把 这 前 提 记 为 F(nj)， > 
4A;《 并 设 它 的 高 度 <2%+7,7<8). 由 (A) Ha, HAN 
『 一 8，F(ni) 可 找 出 一 个 高 度 过 2 的 证 明 . 由 分 割 可 得 叙 列 
T, Ai -> 6, A; WIEN, 而 次 数 < k (高度 三 2% + p). 如果 所 考 
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AA LAR MET RA AA; 经 过 弱 而 得 的 结果 (高 度 一 
2%) 之 中 , 我 们 便 由 该 氢 列 的 证 明 借助 于 细弱 而 得 到 氢 列 T,Ai 一 
@, hj 的 证 明 , 次 数 二 (而 高 度 三 2" 十 8， 如 果 前 提 的 高 度 < 
29 tyr < e E). 

Ak, HAF VxF(x), A; > A; 的 每 一 种 情况 ， 只 要 其 中 出 
现 所 考虑 的 捆 的 某 一 个 上 面 公式 , RIESANA T, A 一 8, A; 
的 证 明 而 次 数 < k. 

SRRA VE (x), A> 4 的 证 明 的 每 一 分 支 实行 下 列 的 运 
A. 删除 不 含有 公式 VxF(x) 的 出 现 的 一 切 叙 列 (VxF(x) 属于 所 
考虑 的 捆 ), 只 留 下 下 形 的 叙 列 WFO), ,VxF(x), A > A (至 
多 只 是 前 件 中 公式 的 次 序 有 差异 ), 这 里 VxF(x) Ai; 我 们 便 把 这 
ERARA T, Ai > 8， A. 依 前 ,变换 后 的 分 支 的 上 面 的 叙 列 ， 
便 具有 次 数 < k 的 证 明 . 

把 这 证 明 附 到 变换 后 的 分 支 的 上 面 叙 列 去 . 

,我 们 便 得 一 图 式 , 亦 具有 树枝 形 ; 它 的 每 一 个 公式 都 具有 高 度 

<2ı +9, 8 为 原 有 证 明 中 相应 叙 列 的 高 度 ， 依 前 对 所 考虑 的 上 
面 叙 列 可 以 找到 具有 必要 的 高 度 的 证 明 . 可 以 证 明 新 图 式 亦 是 一 
证 明 ,至 少 当 补充 了 短 换 步 又 以 后 (而 “高 度 " 一 字 仍 是 以 前 意义 的 
高 度 )、 事 实 上 ， 上 面 所 考虑 的 捆 中 VxF(x) 的 任何 出 现 都 不 是 任 
何 推演 的 旁边 公式 的 出 现 , 也 不 是 任何 分 割 公式 C 的 出 现 。 Aut. 
变换 后 的 分 支 的 每 一 个 叙 列 都 可 由 相应 的 未 变换 的 叙 列 的 变换 
过 的 前 提 经 过 应 用 同样 的 推演 规则 而 得 到 〈 即 后 面 这 个 氢 列 在 变 . 
换 前 由 其 前 提 〈 以 及 已 提 到 的 上 面 令 列 ) 得 出 时 所 根据 的 那个 规 
则 ), 当 然 这 里 可 以 有 一 些 补充 的 短 换 步 骤 . 右 前 提 Verl), A>A 
的 变换 后 的 证 明 的 尾 叙 列 和 所 给 的 尾 叙 列 F，A -> 8, AH 同 .这 
证 明 的 次 数 k RRES 2% + 2% + 2%, . 

情形 2. ARCH AB 形 ,这 情形 与 情形 1 T 可 用 同 法 讨论 ,但 但 
更 简单 些 . 

情形 3。 公式 C 具 一 A 形 ， 所 考虑 的 分 割 的 前 提 呈 下 形 ro 
@,, TA 及 14,n>8. 它们 的 高 度 w 与 a 小 于 a。 今 (根据 
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(E)—(F)) 把 它们 换 为 叙 列 T; -> 9,, A 及 4， 一 9， 其 证 明 的 
高 度 < m 及 入 ma， 然 后 再 根据 归纳 假设 把 后 面 这 两 证 明 换 以 另 
外 的 证 明 , 次 数 二 而 高 度 分 别 <2" 2%. 然后 依 公式 A 实 行 
分 割 再 实行 短 换 便 得 到 鬼 列 T,，T, -> 9,, 0 RER, 其 高 度 之 
max(2%, 2%) 十 1 < 2m) +1 < 2", 因为 公式 A 的 次 数 比 公 
式 了 A 的 次 数 为 少 ,而 后 者 不 超过 *, 故 对 原 给 尾数 列 Don 一 6u 
9, 得 到 一 个 证 明 其 次 数 <k. 

, ;如 果 所 给 的 证 明 是 依 上 述 的 方法 (例如 ， 证 明 H > VE 的 方 
法 ,这 里 王 是 系统 及 的 定理 ) 而 得 出 的 ， 则 对 它 可 给 以 一 高 度 <e 
谤 榜 所 得 的 没有 分 割 的 证 明 其 高 度 亦 < ev， 因此 ， 在 这 情形 下 束 
个 考 存 只 使 用 到 < s 的 序数 ， 

-因为 在 G1 中 ， 若 不 用 分 审 则 空 包 列 -显然 是 不 能 证 明 的 ,所 
以 在 .G1 中 一 是 不 可 证 的 ,由 此 根据 $79 (第 530 页 ) SASH 
典 算术 五 的 相 容 性 ， 除 初等 直觉 主义 的 工具 以 外 ， 这 个 相 容 性 证 
明 只 使 用 直到 ee 的 超 穷 归纳 。( 这 里 所 叙述 的 证 明 是 舒 担 [1951] 
的 证 明 的 变形 ; 舒 提 讨 论 妃 型 系统 而 用 坚 钦 的 讨论 方式 )。 ni 
BETEN 的 归纳 可 以 用 下 列 方式 证 明 古 典 算术 的 中 相 
容 性 ; 

WR VxF(x) 为 系统 五 的 闭 公 式 , 当 ”一 0,1 ae HEH 
有 t-F(n), WE GIAE 上 Fin), KH > Fa) 具有 高 
度 <en ARERI 一 VxF(x) 具有 一 证 明 其 高 度 < so。 由 此 可 
推出 公式 一 VxF(x) 在 系统 五 内 的 不 可 证 性 ; 事实 上 ， ,如 果 这 公式 
在 及 内 是 可 证 的 ， 则 在 G1 REYSI > VxF(x). 有 一 证 明 而 
高 度 < 8, 由 (CE) 便 将 对 叙 列 YF) > 有 一 证 明 ， 其 高 度 KE 
实行 分 割 便 可 在 G1 ANRA > 有 一 证 明 其 高 度 <el. 由 
前 面 的 结果 ,将 对 > 有 一 个 不 用 分 割 的 证 明 而 高 度 < e 这 是 不 
可 能 的 . 

。 吉 典 算术 的 相 容 性 首先 由 庄 维 科 夫 [1943] 用 更 有 力 的 构造 
性 工具 加 以 证 明 . ( 即 上 面 所 述 的 那 种 归纳 , 在 GL 内 由 推演 的 前 
提 的 证 明 而 到 推 痊 的 结论 的 证 明 的 那 种 归纳 . ) 
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注意 ,在 上 述 的 古典 算术 的 相 容 性 及 ww 相 容 性 的 证 明 中 ,我 们 
分 别 使 用 了 直到 se 及 直到 6 的 超 穷 归纳 ,但 既 没 有 使 用 排 中 律 亦 
没有 使 用 下 列 ( 亦 招致 异议 的 ) 直 觉 主义 数学 的 原则 :“ 由 错误 命题 


可 推出 随意 的 一 切 “(参见 第 104 页 脚注 )。 事 实 上 ,不 用 这 原则 我 


们 亦 证 明了 ， 如 何 由 古典 算术 的 每 一 个 矛盾 而 可 以 在 G1 中 对 -> 
得 出 一 个 不 用 分 割 的 推演 。 即 ,如 果 古 典 算术 是 不 相 容 的 (wo 不 相 
容 的 ), MUS PERUSE EE LE BT READ. ETL TAS e (A 
到 e) 的 归纳 而 在 不 具有 刚才 所 说 的 原则 的 直觉 主义 算术 内 ( 即 
极 小 演算 的 算术 内 ) MER (参见 第 104 页 脚注 )。 应 用 这 原则 可 
以 由 所 得 的 藻 雇 作出 所 需要 的 推论 ,但 这 我 们 并 不 需要 . 《以 后 再 
应 用 换 质 位 : 如 果 在 G1 内 不 用 分 割 时 > 的 推演 是 不 可 能 的 , 则 
古典 数学 是 o 相 容 的 一 一 这 具有 非 莞 廖 的 前 提 . ) 因 为 古典 算术 含 
有 这 个 有 争论 的 原则 ， 所 以 以 前 结果 可 以 看 作 亦 根据 ( 当 应 用 于 算 
术 时 ) 这 原则 而 不 仅仅 是 根据 排 中 律 . 

注意 , 某 一 叙 列 如 果木 含有 >, V ) 习 及 自由 变 元 ,其 后 件 不 当 
V 并 具有 有 限 的 次 数 , 则 关于 它 的 证 明 , 定理 50 仍然 成 立 . (既然 
要 求 在 后 件 中 缺乏 Y， 又 由 于 分 割 的 可 消除 性 以 及 一 切 公式 都 是 
前 束 的 , 因而 使 得 一 -> 不 能 应 用 于 含有 Vv 的 公式 ， 这 便 保 证 了 ， 
在 作出 上 述 的 没有 分 割 的 证 明 中 ,规则 (c) 不 能 使 用 ?. 以 后 的 证 
明 仿 § 79.) 

今 设 在 古典 系统 互 中 证 出 了 一 个 形 为 3xB(x) HAAR, Ha 
B(x) 为 (直觉 主义 地 ) 数 字 地 可 判定 的 公式 。 RAT EVs 
B(x)» 并 依 前 在 G1 内 上 一 一 Vx 了 B(x); BEA 在 G1 内 
HYB) >. 其 次 在 互 内 

H-VeıB(x)D1 一 0， VxB(x)E 1 一 0. 
依 定理 46, 在 G1 内 有 HYB) 一 1 一 0. 正如 在 定理 50 那 
样 ， 我 们 可 把 这 令 列 的 证 明 修改 并 找 出 中 介 叙 列 它 只 能 具 下 形 
Bm), Bm) > 1 一 0. 它 是 可 证 的 .在 直觉 主义 系统 内 ， 


D 由 此 推 得 证 明 是 有 穷 的 一 一 俄 译注 。 
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对 每 个 i 一 1，…… ,都 有 广 B(n)V 一 BCni)( 依 假设 ,B(xz)》 AB 
觉 主义 地 数字 可 判定 性 .) 由 此 推 得 (直觉 主义 地 ) 或 有 某 些 i 一 1， 
“REBEL Bn) 或 对 全 体 i 都 有 上 一 B(n;), 如 果 第 二 情形 是 
真 的 , 则 在 G1 内 将 有 HBC) 当 一 1，.…… kN MSR 
列 应 用 万 次 分 割 便 得 , 在 G1 内 一 1 一 0( 因 而 有 一 )。 这 和 上 面 
所 证 明 的 相 矛 盾 。 因此 有 某 i Erbin) 而 这 是 直觉 主义 地 成 
VN. 由 此 再 推 得 ,在 直觉 主义 系统 互 内 有 aBC). 

由 此 推 得 下 结果 : 

如 果 直 觉 主义 地 建立 了 公式 F(x) 的 数字 地 可 判定 性 ,而 且 十 
典 地 建立 了 LaFa), 则 直觉 主义 地 亦 有 HRF), (EREE 
科 夫 [1943]*. ) 

在 诺 维 科 夫 的 证 明 中 ,使 用 了 一 种 归纳 法 ,类 似 于 上 文 所 用 的 
直觉 主义 系统 Gl 内 由 前 提 的 证 明 而 转 到 结论 的 证 明 去 的 那 种 归 
N. 

依 $81 的 用 语 , 这 是 一 个 结果 。( 它 亦 可 以 转 到 具有 构造 性 
的 卡 纳 普 规则 的 算术 去 . ) 在 许多 情形 下 , 根据 这 个 结果 可 以 由 十 
典 的 证 明 得 出 直觉 主义 的 乃至 初等 的 证 明 . (例如 比较 附录 V ,第 
二 8 定理 的 证 明之 末 ， 及 第 571 页 脚注 之 未 ， 又 参见 第 234 KM 
注 1.) = 

今 把 诺 维 科 夫 的 结果 应 用 于 $57 定理 VI(b). 

设 对 于 某 谓词 (Ey)R(x, y), ZE R(x, y) 为 一 般 递归 谓 
词 ,直觉 主义 地 有 (Ey)R(x, y) ad (Ey)S(x, y)» 而 S(x， y) 为 一 
般 递归 谓词 , 又 设 在 第 四 章 的 系统 内 及 一 3yR(x, y) ~ 3yS(x， 
Y)» ZE Rasy) 与 SGx, y) 为 两 公式 ,分 别 形式 地 因而 数字 地 表示 
Wi RG, y) RSC, y), 这 时 在 这 个 (古典 的 ) 系 统 内 有 

IRG y) V3ySGx, y)， 再 由 *88 上 3y(RCx, y) VS(x, y)). 


D 由 于 诺 纵 科 夫 的 结果 * 由 公式 Yx3y Bex, y) 的 古典 证 明 (这 里 B(x, y) 数字 
地 表示 一 个 一 般 递 归 谓 词 ), 可 推出 这 公式 的 构造 地 真确 性， 量词 3y 可 以 欠缺 
(比较 *76) 即 亦 可 适用 于 公式 VxBCx)、 这 里 BCx) 表 示 一 元 一 般 递 轨 滑 词 一 
RTE. 
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即 对 每 个 数字 n, I (Ra, y) VS, y)). 在 量词 By 之 后 是 一 
个 数字 地 可 判定 的 公式 ($41 (D)), 故 由 诺 维 科 夫 结果 ,在 直觉 主 
义 算术 内 可 得 上 -3ayCRGn, y) VS, y)). 一 一 此 外, 由 这 结果 的 
ERAHNEN, En 而 能 行 地 找到 一 数字 1 使 得 HR, 了 DY 
San). HSIAO RER = Pla). LE 
实 上 ,函数 9 可 由 诺 维 科 夫 结果 的 证 明 而 推出 ; 即 首先 须 作 出 一 个 
一 般 递 归 函 数 ,以 通过 = 以 及 下 氢 列 的 证 明 的 哥 德 尔 数 
Vy LRM, y) VS(n, y)]. 一 

而 表示 定理 50 HH Sp ROTA BE RL. ) 即 , RCG p(x)) VSG, 
P(x)) 是 直觉 主义 地 成 立 的 ,其 次 直觉 主义 地 便 有 (Ey)RCx,y)V 
(Ey)S(x,y)，、 最 后 直觉 主义 地 有 (Ey)R(x, y)V (Ey)R(xy.y)， 
这 便 表 示 了 谓词 (Ey)R(x, y) 的 一 般 递 归 性 。 

对 于 任意 多 个 变 元 4，………, te 类 似 的 论断 亦 成 立 。  … 

这 样 ，$ 57 定理 VIC) 便 相应 于 下 列 的 n 结果 (在 $81 意义 
F). 如 果 直 觉 主义 地 有 (EYR Ca» Xasta Ens Y) = CEy)S(x,, 
eris aas ?并且 下 列 的 证 明 可 以 形式 体系 化 于 古典 算术 内 (第 四 
章 的 系统 内 ), 则 这 谓词 是 一 般 递 归 的 , 所 指 的 证 明 是 : 证 上 明 所 给 
的 谓词 可 以 表 成 两 种 形状 (Ey)R(x, “ry) 及 (SC “reg 
xn?y)， 而 及 与 3 为 原始 递归 。 x 
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告 及 阐释 22。 l 

在 本 书 的 初版 (1952) 中 ， 列 有 十 一 本 当时 尚未 出 版 的 著作 。 
现在 对 这 十 一 条 文献 已 作 了 补 全 或 修正 ， 但 不 再 增加 新 的 文献 条 
E. (最 后 一 段 根据 第 六 版 添 人 一 一 译 者 . ) 


D 关于 (至 1947 ©) 苏联 学 者 在 数理 逻辑 方面 贡献 的 鸟 政 及 详细 文献 可 见于 蓝 诺 
AMER Clnosckas) [1956] 中 。 关 于 数理 基础 的 研究 的 鸟 欧 亦 见于 坚 钦 
L193 和 及 莫 斯 托 夫 斯 基 [1953] 一 一 俄 译注 . 

2) 俄 译本 所 增补 的 文献 在 中 译本 内 已 经 删除 一 一 译 者 注 . 
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一 E 
一 一 对 应 one-to-one correspondence [1, 3,75}. l 
> ”一 元 谓词 演算 one-place predicate calculus ge 75]. 
sel) uniform 
— TRERK; ja ne Aare 1m, 555%, 60, 6l» 63, 
eae, £2 65,67} … x : 
! 一 一 收敛 ; convergence [35] 
"Fr 一 method [30, 61, 62] 
一 至 性, 一贯 性 见 相 容 性 。 
一 般 递归 general recursive ` 
sho bho 一 4 函数 ; 一 funttions F55] 
一 谓词 ; — predicates [55]: 
一 一 泛 函 ; 一 一 futtionals [55] 
一 一 模式 ; schemas [55] 
一 一 集 ( 类 ); class [60] 
WERL interpretations [79]: a Be Zen? 
一 一 真确 性 ; truth.” [795:81, 82} :+ [43 4. 


H 


den 一 一 
pe E] 
ei sine a ipai ahr hi 


LAO ia S E S 
dov „it KR —basis [40, 46] T: gr AUS 
， 一 一 英 基 ; — basis [46] i. a 

ee BRS singen 327] O t 
一 一 递归 ; recursion [55] 
THAR dual fraction [5, 9, 67, 70] 
二 值 逻 辑 two-valued logics [30] 
HK Birkhoff 见 补充 文献 (下 》 
几何 geometry 
解析 
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analytic 3 (5; 14] 


多 


欧 氏 -一 ; Euclidean ; 15，8，12] 
; non-Euclidean 3 
一 一 基础 ; foundations of [8, 15, 79] 

射影 一 一 ; projective ; [14,76] 


= = 
广义 算术 generalized arithmetic [50, 53, 56, 58) 
XÆ generalized zero [50,56] 
ZIEH three-valued logics [64, 82] 
马尔 科 夫 Markov A. A. [58,71] 
ER upper bound [9] 
PR lower bound [9] 
大 前 担 major premise [54] 
KE Davis, M. [61] 
小 前 提 minor premise [54] 
小 数 记 法 decimal notation [2, 6,9, 70} 
子 情 形 subcase [22] rei 
FAZ subformula [78] | 
PHJ subproperty [78] 
FÆ subsets [2,75] 


-一 一 的 集 set of (2, 5575]: 
子 系统 subsystems [20, 76] 
谓词 演算 的 一 一 ; of predicate calculus [24, 78] 


ZM unit set [3] 

ARM identity functions [44]:: > 

凡 迪 维 Vandiver, H. S. [13] 

AA van Dantzig, D. [11, 81] 

个 体 individual [9, 12, 31,37] ， 
符号 ; —isymbeh .[16, 35, 73, 74, 75, 79] 
一 一 变 元 ; variable [31] > 


四 画 
方程 equations [54,56] 
A; system at 一 一 .554，56] 
方 格 square [67,70] 
韦 达 Vieta F. [15] 
Eğ Wang H. {37, 57, 76]. 
开始 initial 
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一 一 函数 ; function [43] 
一 一 情况 等 ; situation etc. {67, 68] 
开 公 式 open formula [33] 
元 - meta- [15] 
SCH elements, member, [3] 
元 理论 metatheory [15] 
元 数学 metamathematics [14, 15,17, 19, 37, 75] 
一 一 的 算术 化 ; arithemetization of 一 一 [50, 56, 58, 72] 
元 数学 的 metamathematical [15, 16, 30, 50, 54] 
一 一 字母 ; letters 
一 一 符号 ; 一 一 symbols | [15, 16, 30, 50, 54} 


一 一 变 元 ; variables 

一 一 定义 ; —definitions 

— fA; functions 

_ 谓词 ; ——predicates [17, 19, 51, 53, 56, 58] 
一 一 递归 ; recursion 

一 一 归纳 ; induction 


一 一 证 明 ; ”一 一 proof | [20, 38) 
定理 ; ——theorems 

E35 infinite, infinity 

基数 ; cardinals [4] 

一 一 序数 ; ordinals [79] 


一 一 序列 ; sequence [2,5] 

一 一 递 降 ; ——descent [40,79] 

一 一 集 ; set [4,5] 

—- AH; axiom of [13, 75] 

一 一 远 点 ; point at [14] 

一 一 问题 ; problem of 一 一 [13] 

(K)E—; actual [13, 14, 37, 62] 
潜伏 ; potential 一 一 [13, 15, 16, 67, 68] 


无 理 数 irrational number [5,9, 14] 


无 定义 概念 “undefined notion [8, 15] 
HM calculation un 


问题 ; problem [30, 61] 
一 一 过 程 ; procedure WR 
厄 尔 勃 朗 Herbrand J. [22, 33, 37, 55, 63,77,79) - 
RER irreflexiveness [39] 
反对 称 asymmetry [39] 
反 证 法 reductio ad absurdum [5, 20, 23] 
不 等 式 inequality [27, 39, 41, 45] 
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不 完全 定义 函数 incompletely defined functions [63] 
不 完全 性 incompleteness [42, 55, 60, 61, 74, 75, 82] 

一 一 定理 ; theorem [42, 52, 55, 57, 60, 75, 82] 
Kaj exclusive 

一 一 析 取 ; 一 一 disjunction [30] 


一 一 谓词; edicate 
` =Z es | [4，45] 
不 宛 余 的 证 明 irredundant proof [80] 
不 可 解决 


一 一 性 unsolvability [61, 65, 71, 76] 
— Bf degree of unsolvability [Qt] 
一 问题 unsolvable problem [60, 61, 71, 76] 
不 可 判定 的 undecidable 
一 一 公式 ， formula [41] 
一 一 系统 ; system [76] 
ABBR  impredicable [211] 
不 直 谓 定义 impredicative definition [12] 
AWA inconsistency MARHE. 
不 相交 集 disjoint sets [3] 
REMIR indefinite description [65] 
ER domain [3,10] 
Bie interchange [27,77] 
互相 mutually [4] 
EAB HX FR mutually exclusive relations [41 
互相 推演 的 公式 interdeducible formulas [33, 72, 75] 
互相 协调 compatible 
一 一 的 形式 系统 ; formal systems [76] 
互 质数 relatively prime numbers [48] 
B® Bache [13] 


双重 〈 见 二 重 ) 
引入 introduction [23, 24, 32] 
逻辑 符号 的 5 of logical symbols [WE] 


强 ; Strong [24] 
引号 quotation marks. [50, 54] 
ham] ‚midsequents [78] 
MÆ Behmann H. [76] 

WA) Berry [11] 

贝 列 斯 基 Bereczki I [57] 
贝 特 兰 米 Beltrami E. [14] 
分 支 branch [24,5%] 
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分 歧 公 理 ambiguous axioms [8, 75] 


分 数 fraction [1,14] 
DACE) cue [77,78] 
分 划 ( 狄 德 金 ) cut [9, 11, 12, 13] 
分 配 律 distributive laws [27, 39] 
分 析 analysis 
HER AY ; ——of a deduction [20, 47] 
公式 formula [15, 17, 30, 50,51, 77] 
公设 postulates [8] 
表 ; list of [19, 77, 80] 
相应 一 一 ; respective [23, 24, 78] 
一 一 法 ; postulational method [8] 
形式 系统 的 
公理 axiom [8] 
形式 系统 的 一 一 ; of a formal system [19] 
一 一 模式 ; scheme [19, 30] 
公理 学 (体系 ); axiomatic 
算术 一 一 ; arithemetical 


of a formal system [19] 


2 


[75] 


一 一 方法 ; method [8, 14, 15, 75] 
一 一 集合 论 ; set theory [12,75] 
一 一 -理论 : theory [75, 76, 79] 


五 


汉 金 ”Henkin L. [72， 76, 81] 
WA von Neumann J. [3, 12, 14, 30, 42, 75, 76, 77, 79] 
TUREJ redundant f : 


一 一 公理 ; axiom 
一 公设 ; — postulates | [74] 
证 明 ; —proot [80] 
主要 principal 
支 ( 主 支 ); branch [54] 
一 一 方程 ; equation [54] 
一 一 析 取 范式 等 ; disjunctive normal form etc. [29] . 
一 一 公式 ; formulas [77] 
一 一 函数 字母 ; function letter [54] 
缺 上 变换 ; f-less transform [74] 
主动 active 
情况 ; situation 
一 一 状态 ; — — state | 167] 
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KH(FE) identical true (truth) [28, 36] 
KK identical equal |28, 36] 
记忆 memory [67, 68, 70] 
归纳 induction [7, 12, 13,21, 38, 40, 50, 53, 55, 75, 76, 79, 81] 
一 一 公理 ; axiom [6, 75, 76] 
-一 穷 举 ; 一 cases [39] 
依 一 一 而 定义 ; definition by 一 一 [43,57] 
一 一 定义 ; inductive definition {6,.53, 60] 


一 一 数 ; number [7,79] 

-一 一 公设 ; postulates [38] 

受 限 一 一 ; restricted [42, 79} 

广义 一 -; generalized [79] 

一 -规则 —rule [38] 

— 5; 一 step [7] oe 

一 一 变 元 ; variable [7] 

一 一 谓词 (命题 ); predicate (proposition) [7, 75, 80] 


JS ECRIEH) reductio ad absurdum [5, 20, 23] 
未 定 值 ambiguous values [10, 45] 
ESR positive integer [1] 《又 文献 中 》 
EM regular table [64] 
正确 性 correctness [LARA HE - 
正常 配对 proper pairing [7]. l 
本 性 不 可 判定 essentially undecidable [76] 
古典 的 classical 
一 一 与 直觉 主义 的 ; 
77, 80, 81, 82] 
布局 configuration [67] > 
布尔 Boole G. [15] 
HE Boone W. W. [71] (又 文献 中 ) 
布 赛 Bussey W. H. [14] 
布 劳 维 Brouwer B. E. J. [12,13,14, 62, 80, 81, 82] 
布 拉 克 Black M. [12] 
AAB Burali-Forti [11, 12] 《又 文献 中 》 
EN printing [67] 
可 除 性 divisibility [40, 41, 45,48] 
可 消除 性 ”climinability [74, 82] ; i 
可 数 ( 可 枚 举 ) 集 countable (enumerable, denumerable) set {1,75}. :° 
可 递归 榴 举 集 “recursively enumerable set [60,'61, 62, 65, 72] 
可 计算 calculable {59] 
可 机 算 computable [62,67] 


vs intuitionistic [13, 14, 15,.24, 30, 62, 
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w/s ; w/s—— [67] 
MER reckonable [59, 62] 
可 判定 decidable 

— MAR; 

数字 地 ; numeralwise 
可 核验 verifiable 

一 一 公式 ; formula [79] 

可 换 律 ”commnutative laws [27, 39] 
可 传 律 transtive laws [3, 26, 38, 39, 72, 73] 
可 兼 的 inclusive 
一 一 析 取 ; disjunction [30] 
可 比 定理 comparability theorem [5] 
可 满足 性 ”satisfiability [36, 37, 72, 73, 75, 761 
联 立 ; joint [72] 
可 实现 性 realizability [82] 
P——; P 3 [82} 
可 推演 性 deducibility [20, 54] 
可 化 归 性 reducibility 

一 一 公理 ; axiom of 一 一 [12] 

判定 问题 的 5 of the decision problem [61,76] 

一 一 可 化 归 性 ; 1-1— [65] 

可 证 公式 provable formula [19, 30, 53, 60, 75, 76] 
TRAA refutable formula [41] 

可 解 谓 词 resolvable predicate [59, 60, 62] 

PJAN consistent interpretability [76] 

可 替换 性 replaceability [74,75] 

了 项 数 符号 被 谓词 符号 的 一 ;一 一 of function symbols by predicate ‘sy- 

mbols 
ME addition GLA 
maß Galileo [1, 5, 13] 
对 应 correspondance [1, 3, 10, 52, 75] 
X dual 

一 一 逆 ; 
对 俱 性 duality 

逻辑 的 ; logical [27, 35, 57, 77] 

射影 几何 的 ; in projective geometry [14] 
对 称 律 symmetric law [3, 26, 38, 73] 

SAFE diagonal method 见 康 托 。 
对 象 语言 object language [15] 
对 象 理论 object theory [15] re 
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closed formula [41] 
[41, 59] 


converse [28, 35] 


弗兰克 尔 Fraenkel A. [5, 12, 75, 82] 

弗 来 格 Frege G. [3, 12,15, 20, 50] 

矛盾 contradiction [27] 

皮 亚 诺 Peano G. [6, 12,15] oer 
一 一 公理 ; axioms [6, 8, 39, 75, 76] ae ahs 
广义 genealized axioms. [50] 

皮尔 斯 Peirce C. S. [15]〈 又 文献 中 ) 

卡尔 马 Kalmär L. [29,57] 《又 文献 中 ) 

Pai Carnap R. [12, 15, 19, 50] 

由 利 的 (地 ) heuristical (ly) [34, 37, 42, 50, 60, 62, 64, 15579) 

出 现 occurrence [16, 34, 77] ; 

发 生 法 (产生 法 ) genetic method [8, 14] 

外 尔 Weyl H. [11, 13, 14, 15] 

外 不 相 容 性 . .external inconsistency. : [42] 

SAR PWR Weierstrass K. W. T. [9, 13] 

代入 substitution [18, 26] 7 rad «eS one 

WEN; definition by 一 一 ; [44, 45]. ， iR 


借 

自由 一 一 ; free [19, 34] N 
一 一 记 法 ; notation [18] ir 

个 体 变 元 的 一 一 ; for individual variables; [23, 32, 34; 515. 3] 
命题 字母 的 for proposition letters [25, 30] ` 


M——; converse— [25, 34] 


谓词 字母 的 一 一 for predicate letters [34, 37] 
递归 函数 形式 体系 中 的 一 一 ; in formalism of recursive functisns; 
[54, 55, 56] : } o 
代数 algebraic - > 
一 一 方程 ; equations l 
数 ; numbers ] [5] 
代表 representing, representation. 
一 系统 的 of a system [8] 
杜 令 机 器 纸 带 上 的 on 2 Turing machine tape (67,68, 70] 
一 一 函数 ; function [2,45] 
一 一 谓词 ; predicate [41, 58, 62] 
六 = 
字 word 
坡 斯 特 一 ; Pot— [71] 
的 问题 ; problem [71] 
字母 letter 
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一 一 公式 ;一 一 tormula [73] 
一 一 上 元 矢 ; m-tuple [29] 
半 群 的 ; in a semigroup [71] 
Æ; alphabet [16,71] 
字典 dictionary [71] 
交换 ( 互 换 ) interchange 

一 一 前 提 ; of premises [26] a 
交集 intersection (of set) [3,5] i at 
产生 法 gcnetic method [8,14] 
次 数 degree [78] 
次 序 order [3, 4, 6,9, 39] 
并 和 集 union (of set) [3] 
关系 elation [31] 
闭 closed 公式 ; 
麦克 兰 Mac Lane S. [33] 
麦克 诺 敦 Mac Noughton [75] 〈 俄 译注 中 ) 
EPG Mckinsey J. C. C. [30] 
动作 act [67, 68,70] 
西 柯 尔 斯 基 Sikorski R. [72] 
WELSM Aristotle [13, 14, 15] 
HEA BHM, Pythagoras [9, 13, 15] 


formula [33] 一 一 包 ; closure [33]; 


BLA} machine 

杜 令 一 一 ; Turing 一 一 [62, 67, 69—71] 
Wk extension hr 

项 数 的 一 一 ; of function [63, 64] 

系统 的 一 一 ; 一 of system [20, 22, 29, 61, 74, 75, 76, 82] 
AZAR) finite 

一 一 基数 ; -cardinal [4,12] 

一 一 序数 ; ordinal 

一 一 序列 ; sequence [3, 16] 

一 一 集 ; —— set [4] 

一 一 域 ; ——domain [36, 37, 73, 76, 79] 

一 一 扩张 ; extension [76] 


可 一 一 公理 化 ; 
有 穷人 性 finitary 
方法 ;一 msthod [15, 80, 81] 
有 效 性 validity [36, 72, 73, 75] 

有 穷 域 内 的 一 一 ; in finite domain [36, 37, 73,76, 79]. 
AN MET 
AM rational number [1, 9, 76] 


axiomtizability [75,76] 
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ABBA nested recursion [55] 
HENKI defined 


一 一 概念 ; notions [8] 
-一 值 ; value [63] 
存在 性 existence [13, 16, 45, 82] 
唯一 unique [41, 45, 74] 


存在 量词 existential quantifier [17] 
存在 公理 学 existential axiomatic [9] 
导出 规则 derived rules [20, 74] 
观念 notion [8] 
观察 observation [67, 70] 
fal—@# principle of identity [26] 
同 构 系统 isomorphic systems [8] 
HRA cognate sequents [80] 
吕 斯 多 夫 Ristow A. [11] 
Sie REKINA Ryli-Nardzewski C. [75] 
吐 氏 Thue [71] 

一 一 系统 ; system [71]. 
全 称 (性 ) generality [13, 16, 45, 82] 


一 一 释义 ; interpretation [32] 
一 一 量词 ; quantificr [17] 


全 能 函数 universal function [58] | 

AR conjunction [13, 16, 26, 27, 29, 30, 35, 37, 82] 

合 取 范 式 conjunctive normal form [29] 

WEM creative set [65] 

名 name [16, 50, 54] : 

多 种 的 谓词 演算 several-sorted predicate calculus [37, 74] l 
自由 free [18,51] 


项 ; term [18, 51, 74] as. 
一 一 变 元 ; —— variable [18, 32, 34] | 
一 一 代入 ; substitution [18, 34] Wn 
一 一 于 代入 位 置 ; at substitution position [18] f 


自 变 元 independant variable [10] 

自然 数 natural numbers [1, 4, 6, 12, 13, 43, 75] 
FAR reflexive law [3, 26, 38, 73] 

自 名 的 autonymous 

符号 等 ; ——symbols ete. [16, 50, 54] 
后 了 consequence [19] 

后 件 succedant [77] 


规则 ; 一 rule [77] 
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后 继 者 successor [4, 6, 12, 16, 43, 44, 45] 


广义 ; generalized [50, 50} 
约束 bound 
变 元 ; variable [18, 33] 


一 一 项 ; term [74] 
约翰 孙 Johanson ” 见 补充 文献 (下 》) 


t E 
A functionals (schemes) [47, 55, 63, 67] 
沟 gap [68] 
完全 (完备 ) complete 
一 一 性 ; completeness (概念 ) [29，37，41，42，54，60，61，63， 75] 
(结果 ) [29, 30, 42, 59, 60, 72, 73, 75, 79] 


一 一 相等 性 ; equality 

一 一 等 价 性 ; esl [63, 64] 
一 一 集 ; set [65] 

— BRA 3 formal system 见 完全 竹 


— EJ; completed infinity WALES 

一 一 有 定义 函数 等 ; completely defined function etc. [63] 
JJA by cases 

一 一 定义 ; definition [45] 

— AM; induction——— [39] 
证 明 ; proof [23, 38, 40] 
g exhaustive 


谓词 ; predicate [4] 
一 一 关系 ; relation [4] 


应 用 application [9,17, 19] 
谓词 演算 ; applied predicate calculus 参见 纯粹 
序数 ordinals [5, 79] 

构造 性 的 ; constructive 
序列 sequence [1, 2,5, 6, 10, 16] 
形式 ; form [24] 
BREUER Kuznecov A. V. [58] 
EFF Well-ordering [5, 40, 79] 


[63] 


证 明 proof : 
形式 ; formal [15, 19, 30, 50, 52, 77] 
非 形式 一 一 ; informal [19] 
一 一 模式 ; schema [19] 
一 一 论 ; theory [14] 参见 元 数学 
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一 一 脉 ; thread [24] 
初等 elementary 
公理 ; axioms [75] 
一 一 公理 系统 ; axiom system [75] 
一 一 合 取 式 等 ; conjunction etc. [29] 
— RK; functions [57] 
一 一 数论 ; number theory [9, 13,16] 
谓词 ; predicate [57,58] 


补 集 complement (of set) [3] 

状态 sate [67,70] 

怀 斯 堡 Wajsberg M. [30] 

mM Whitehead A. N. [12, 15, 74] 

判定 问题 decision problem (概念 ) {30, 60, 61, 71, 76] ` : 

(ER) [30,42,60,61,71,74,75,76,79, 80] 

一 一 的 特例 special cases of . [76] 

判定 过 程 decision procedure ME 

间接 证 明 indirect proof [13,81] 

形态 condition [67] 


KR formal 
公理 学 ; axiomatics [8, 12, 14, 15, 75] 
一 一 计算 ; calculation [41, 49, 54, 59, 62] 
一 一 推演 ; deduction [20] 


一 一 表达 式 ; 一 一 expression [16] 
— Al; 一 一 implication [30] 
一 一 归纳 ; induction [38] 
一 一 推论 ; ——inference [19] - 


一 一 数学 ; mathematics [14, 15] 

一 一 客体 ; objects [15, 16,19, 50, 54] 
-一 证 明 ; proof [15, 19, 50, 51, 60] 
一 一 符号 ; symbols [16, 50, 54] 

一 一 定理 ; theorem [19] 

一 一 理论 ; theory [15] 


一 一 (体系 ) 化 ; formalization [14, 15, 16, 42, 49, 60, 72, 75] 
形式 体系 (系统 ) formalism 见 形式 系统 
数论 一 一 ; ”number-theoretic 见 数论 . 
递归 函数 的 of recursive functions. [54,56] |. 
形式 系统 (体系 ) formal system [15, 16, 50, 54, 60, 63, 75576] - 
数论 谓词 的 ; for a number-theoretic predicate {60, 63, 73] 
形式 主义 formalism [12, 13,14, 79] 
形成 规则 formation rules [17] 
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运算 operation [10,67] 
运算 子 operator 
形式 ; formal—— [17] 
逻辑 ; logical [17] 
RE Gonseth [11] 
严格 蕴涵 strict implication [30] j : 
克 林 Kleene S. C. [20, 29, 53, 55, 56, 57, 58, 60, 61, 62, 63, 64, 66, 
71,79, 80, 81, 82] 
克 来 因 Klein F. [14] 
克 累 斯 尔 Kreisel G. [75] 
克 伦 涅 克 Kronecker L. [6, 13, 62] 
ARIE lying Crean [11] 
芬 斯 勒 Finsler P. [42] 
ERRA technical notions [8, 15.] 
杜 令 Turing A. M. [60, 61, 62, 67, 70, 71, 76] 
论点 ; thesis. [60, 62, 70,.71, 72, 76] 
machine [62, 67, 70, 71] 
两 端 一 一 机 器 ; machine with two-terminals. [68] 
一 一 机 器 的 哥 德 尔 数 ; Godel numbers of machine. [69,71] 
否定 negation [13, 16, 23, 26, 27, 30, 35, 74] 


连 开 chain 
推论 ; inference [26] 
连续 continuous 
函数 ; function [5,35] 
连续 统 continuum [5,9] 
一 一 问题 ; problem [5,12] 


构造 的 3 Constructive [12] 
连通 性 connexity [39] 


层 (级 ) order 
一 层 ; first [37, 75] 
二 层 ; second [37, 75] 
IE; higher (37, 75] 


在 型 内 的 层 ; 一 一 within type [12] 
尾 公 式 endformula [20, 24, 54] 


ESF] endsequent [77] 
EiE course-of-values 


BR; function [46, 58} 
一 一 归纳 ; 一 一 induction [7, 40] 
一 -递归 式 ; 一 recursion [46, 47, 57] 
Wiek Gentzen G. 
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‘sconsistency proof for number theory 


一 一 对 数论 的 相 容 性 证 明 ; 


[79, 81] 
一 一 范式 定理 (主要 定理 ); ——'s Hanptsatz (normal form theorem) 
[77—81] 
推广 一 一 一 一 一 一 ; extended —— [79] 
型 系统 ; -一 -type systems [77,79] 
条 件 conditional 
方程 ; equation [32] 
一 一 释义 ; interpretation [32] 


收敛 convergence [9, 35] 

EGR) field [76] 

AR WAS 

Kes Dixon A. C. [11] 

KM Dedekind [5, 9, 12, 13, 49] 
一 一 分 划 ; cut [9, 11, 12, 13] 

KREH Diophanus [13] 

含混 信 UREE 

Am Hilbert D. [8, 12, 14, 15, 55, 62, 74, 75, 79] 
一 一 型 系统 ; ”一 一 type system [77] 

希 尔 柏 特 - 阿 克 曼 ”Hilbert-Ackermann [16, 29, 37, 72] | 

希 尔 柏 特 - 伯 尔 奈 斯 Hilbert-Bernays [13, 14, 15, 16, 23, 24, 37,42,45, 

49, 50, 55, 62, 72, —76, 79, 81] 

伯 尔 奈 斯 Bernays P. [12,14—16, 75,76, 79, 81] 

{ARMA Bernstein F. [4] 

系统 (体系 ) system 


方程 一 一 ; of equations [54,56] 
客体 一 一 ; of objects [8, 14, 75, 76, 79] 
BR—; forml—. 见 形式 系统 、 

纯 ( 粹 ) pure 
一 一 数论 ; number theory [9] 
一 一 命题 演算 ; propositional calculus 上 25] 
一 一 谓词 该 算 ; predicate calculus [31] 
一 一 变 元 证 明 ; variable proof [78] 


具 相 等 性 的 一 一 谓词 演算 ; predicate calculus with equality [73] 
纳尔逊 Nelson D. [42, 45, 74, 80 一 82] 
级 grade, order [22,78] 

在 型 内 的 ; order within type [12] 
纸 带 tape [67,70] 
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注视 scannéd 
方 格 ; square 
一 一 符号 ; symbol [67] 


波 里 埃 Bolyai J. [8] 
实数 rcal number [2,5, 9, 12, 13, 67] 
实体 entity [50, 51, 53, 56] 
实现 realization 
函数 ; function [82] 
一 一 数 ; number [82] 
实 函数 real function [5] 
KEF actual infinity [13, 14, 37, 62] 
实质 (的 ) material 
一 一 公理 学 ; axiomatics [8, 12, 14] 
MM; ——implication [30] 
定理 theorem 
形式 一 一 ; formal [19, 75] 
非 形 式 一 一 ; informal [19] 


元 数学 一 一 ; metamathematical 


[19] 


一 一 模式 ; scheme. [19] 
zs empty 
一 一 合 取 式 等 ; conjunction etc. [77] 
一 一 表达 式 ; expression [17,18, 71] 
一 一 域 ; range [45] 
集 ; ——set [3] 
23 vacuous 
公理 ; axiom [8] 
一 一 推论 ; inference [8, 30] 


2S HEHE vacuously [30] 
空 方 格 blank square [67] 
性 质 property [12,31] | 
变 元 variable [10, 15, 16, 30, 32, 37, 50, 51, 54] 
变换 ; change of [24, 33, 34] 
一 一 保持 固定 ; “s held constant [22, 24, 30, 32, 37] 
一 一 释义 ; interpretation of [32, 45] 
纯粹 -一 证 明 ; pure——proof [78] 
一 一 有 变化 ; isvaried [22] 
关于 的 限制 ; restriction on 
变 目 argument 


[77] 
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ARE > of funciion [10] 
变换 式 transform [74] 

主要 缺 上 ; Principal f-less 
变形 规则 transformation rule [19] 
变化 variation f 

推演 中 的 ; in a deduction [22, 24, 30, 32, 37, 75] 
庞 恩 加 来 ”Poincare H. [9, 12, 13] 
庐 卡 西 维 支 tukasiewicz J. [30, 64] 
说 谎 者 liar [11] 
VIR paradox [11,12] 

康 托 -一 ; Contors— [11,12] (又 文献 中 ) 


[74] 


说 谎 者 liar [11] 
理发 区 一 一 ; barber [11] 
贡 塞 圭一 一 ; Gonseth’s [11] 


ERSE; Epimenides' 一 一 [11, 12, 42, 81] 
欧 布 里 德 一 一 ; Eubulides’ [11] 
Bik—; Zeno's— [14] 
布 拉 里 - 福 蒂 一 一 ; Burali-Forti’s—— [11,12] (又 文献 中 ) 
贝 利 一 一 ;Berry's [11] 
罗素 ; Russell’s [11, 12] 
语言 language [15, 16, 50, 54] 
语法 语言 “syntax language [15] 
# table 
函数 一 一 ; function [10] 
逻辑 函数 的 ; logical function [36] 
谓词 字母 公式 的 ; predicate letter formula [36] 
杜 令 机 器 的 ; Turing machine [67] 
真 值 -一 ; wuh— [28,30] 
表述 formulate 
坡 斯 特 Post E. [29, 30, 57, 58, 60--62, 65, 67, 70, 71] 
一 一 定理 ; ’s theorem [58, 72, 73] 
一 字 ; 一 word [71] 
范畴 的 (完备 的 ) categorical 


公理 ; axiom [8, 75, 76] 
范式 normal form 
合 取 等 ; comjunctive etc [29, 30] 


证 明 一 一 ; 
递归 函数 一 一 ; 
斯 科 林 一 一 ; Skolem’s 
RRR lyndon R. C. [HLTA] 


for proof [77, —79] 
for recursive function [58,63] © 


[76] 
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核 举 enumeration [1,75] 
能 行 ; effective [72] 
一 一 定理 ; theorem [57,65] 
一 一 标 码 ; index in an [1] 
杨 young J. w. [14] 
极限 limit [10, 66] 
构造 的 ”constructive 
一 一 连续 统 ; -— continuum [12] 
一 一 存在 证 明 ; ——existence proof [13,82] 


一 一 方法 ; method [8,14] 
一 一 无 穷 ; infinity ” 见 潜 伏 无 穷 
一 一 序数 ; ordinal [63] 


析 取 disjunction [13, 16, 26, 27, 29, 30, 35, 37, 40, 45, 82] 
否定 ; alternative denial [30] 
一 一 范式 ; ， disjunctive normal form [29] 


拉 西 奥 瓦 ”Rasiowa H. [72] 
抽象 abstract 
集合 论 ; set theory [3, 5, 11, 12] 
一 一 系统 ; 一 一 system [8] 
直觉 intuition 
直觉 主义 (的 ) intuitionism, intuitionistic [12—15, 62, 81, 82] 


一 一 形式 逻辑 ; formal logic [13, 23, 26, 27, 30, 35, 40, . 

一 一 形式 体系 ; formal | 41, 74, 77, 80—82] 

一 一 集合 论 ; set theory [13, 80, 82] 

一 一 数学 ; mathematics ja] F 

一 一 非 形式 逻辑 ; informal logic [13,57, 58, 62, 64, 81, 82] 
奇 论 ( 怪 论 ) paradox 

加 里 略 的 Galileo’s {1, 4, 13] 


斯 科 林 的 一 一 ; Skolem’s—— [75] 

欧 布 里 得 ”Eubulieds [11] 

KILER Euclid [8, 14, 15, 30, 40] 
一 一 关于 质数 的 定理 ; theorem on primes [40, 45, 57] 

阿 贝尔 Abel N. H. [9] 

Fly Ackermann W. [14, 42,55, 77,79] 

附带 变 元 attached variable [31] 

poe function [10] 


记号 notation [1 0] 
作为 一 一 ; as a [66] 
一 一 字母 ; letter [54,56] 


符号 ; —— symbol [16, 54,73, 74, 79] 
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非 欧 几 何 non-Euclidean geometry 见 几 何 

非 算 术 谓词 non-arithemetical predicate [57, 58, 61, 81, 82] 
非 直觉 主义 方法 non-intuitionistic method [13] 

非 递归 的 ”non-recursive 


一 一 函数 ; function [63] 

一 一 谓 育 ; predicate [57, 61, 64, 71] 
非 构造 的 non-constructive 

一 逻辑 ; ——logics [62,75] 

一 一 证 明 ; proof [13] 


非 形 式 的 informal [12, 15, 16, 19, 38] 
一 一 公理 学 ; axiomatics [8, 12, 14] 
一 一 归纳 ; ——induction [38] 
一 一 数学 ; mathematics [15, 16] 
ER; presentation [38] 
一 一 符号 体系 ; —symbolism [45] 


理论 ; theory [15] 

明证 evidence [62] 

BAGH specify 

明显 explicit 
定义 ( 显 式 定 义 ); definition [44, 74] 
出 现 ; ”一 一 occurrence [34] 


固定 constant 
变 元 保持 一 一 ; variable held——- [22, 24, 30, 32, 37] 
迪克 Dekker J. C. E. [ 见 文献 ] i 
典型 系统 canonical system [62] 
典 则 系统 normal system [62] 
罗斯 Rose G. F. [82] (又 文献 中 ) 
BHR Russell B. {11, 12, 13, 15, 74] 
—eß; ’s paradox [11, 12] 
BR Rosser J. B. [20, 30, 37,42, 57, 60, 61, 62, 74, 76] (又 文献 中 ) 
Hay Pasch M. [15] 
ÆR restricted 
归纳 模式 ; induction schema [42, 79] 
量词 ; bounded quantifier [41, 45, 57, 63, 64, 79, 82] ` 
命题 proposition i ‘ 
字母 ; letter. [25, 30, 37] 
-一 一 字母 公式 ; letter formula [25] 
《一 一 字母 公式 ; 《一 一 proposition letter formula [37] 
具 数 字 的 一 一 字母 公式 ; 
一 一 变 元 ; variable [30] 


letter formula with numerals [72] 
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命题 ( 的 ) propositional 


一 一 演算 ; calculus [19, 21, 23, 25, 40, 74, 77, 80—82] 
一 一 演算 子 系统 ; subsystems of calculus [24, 33, 78] 
具 代 入 规则 假设 的 演算 ;一 一 calculus with postulated substitution[ 30] 
一 一 联结 词 ; connetives [17, 45, 47, 63, 64] 
一 一 函数 ; function [31, 45] 
推论 ; inference [79] 
爹 佛 sheffer 
ES stroke [30] 
和 sum 
自然 数 的 一 一 ; of natural numbers [39, 41, 44, 48, 575 76] 
集 的 一 一 ; of sets [3, 5] 
有 穷 一 一 ; finite [45, 57] 
逻辑 一 一 ; logical [37] 


依赖 狂 (相依 性 ) dependence [22, 24, 44, 45, 66] 
BLARHE RB contributory deduction [54] 
WE Church A. [10, 23, 37, 49, 57, 60, 62, 63, 71, 76] 
一 一 论点 ; thesis [60, 61, 63, 66, 70, 82] 
一 一 定理 ; theorem [60, 61, 71} 
一 一 论点 之 逆 ; converse of thesis. [60,62] 
质数 prime number [40, 45, 48, 57] 
EB parameter [10, 32] 
递归 式 的 一 一 ; in recursion [43, 47,65] 
线性 次 序 linear order [8] 
WG thinning [77] 
组 合 可 定义 性 combinatory definability [62] 
终止 terminal 
状态 等 ; 


state etc. [67,68] 


A 
洛斯 Ross J. D. [42] 
洛 巴 契 夫 斯 基 Lobalseveky N. I. [8,14] 
客体 object [8,31] 
变 元 ; variable [31] 
一 一 语言 (对 象 语 言 ); language [15] 
一 一 体系 ; system of *s [8] 
一 一 理论 (对 象 理论 ); ——theory [15] 
形式 一 一 ; formal 一 一 见 形 式 客 体 
函数 作为 一 一 ;functions as [66] 
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类 class HÆ 


类 型 ME 
恒 等 idtntical 
一 一 动作; act [67,70] 
一 一 模式 ; schema [54,79] 
x; equation; identity [32] 


BF degree (of unresolvability) [61, 65, 71, 76] 
施 密 特 Schmidt A. [37] 

HERB Schröder E. [15, 27, 30] 

前 担 premise [19,54] 

前 件 antecedant [77] 


规则 ; rules [77] 

前 东 prencx 
式 ; form a 
公式 ; formula [35, 57, 72, 76, 79, 81, 82] 


前 驱 predeccessor [45] 
广义 ; generalized 

逆 定 律 inverse laws [39] 

型 types [12] 

高 系统 ; system using higher 
标准 位 置 standard position [67] 
kjp Cauchy A. L. [9] 
树枝 形 tree form [24] 

HA congruent 
一 一 公式 ; formula [33] 

相似 集 similar sets [79] 

相 容 性 (一致 性 ,一 贯 性 ) consistency 
(概念 ) [14, 28, 29, 42, 54, 59—61, 63, 72, 75, 77, 79—81] 
(结果 ) [28, 36, 37, 42, 60, 75, 79, 81, 82] 

一 一 于 一 系统 ; in a system [72] 

-一 一 定理 ; theorem [79] 
相依 性 (依赖 性 ) dependence [22, 24, 44, 45, 66] 
相等 性 equality [3, 4, 6, 28, 36, 38, 41, 45, 50, 63, 73—75] 

— AH; axiom for [73, 75] 

具 一 一 谓词 公式 ; and predicate letter formula [73] 
FAN BAH: relative recursiveness [45, 47, 55, 58, 60, 63] 
MAR Liouville J. [2] 
指定 ( 称 ) designation [16,50] 
指数 exponents [44， 45] 
指派 assignment 


[50] 


[37, 42, 62, 75, 76] 


ee ee SOE A aa a n 


x 
ie 
AS OES 


满足 一 一 ; satistying [72] 
括号 parentheses [7, 16, 17, 50] 
的 配对 ; pairing of [7,17] 
$N Quine W. V. [13, 49, 50, 54] 
威 色 尔 Wessel C. [14] 
ik Feys R. [30] 
WIRE Fermat 


最 后 定理 ; ’s last theorem [13, 30, 76] 
限制 restriction 
关于 变 元 的 3 on variables [77] 


限制 名 extremal clause [6,53] 
点 集 point set [3,5] 
哈 森 耶 格 “Hasenjaeger G. [72] 
BAEN explicit definition [44, 74] 
毗连 concatenation, juxtaposition [16] 
界 ( 上 、 下 ) bound (upper, lower) [9] 
WB stroke (Sheffer’s) [30] tally [67,70] 
EN restricted 
一 一 谓词 演算 ; 一 一 predicate calculus [37] 
Al sequents [77] 
选择 choice 
公理 ; axiom of [13, 72] 
复数 ”complex number [14, 79] 
保 尔 Paul [11] 
结合 律 associative law [27, 39] 
结论 conclusion (HER) [20,24] (AW) [26,30] GER) [D] 
结构 的 structural 
一 一 推论 ; ——inference [79] 


一 一 规则 ; rule [77, 80] 
结果 推演 resulting deduction [22] 
给 定 given 
RFE; function letter [54] 


— Hl; ——deduction [22] 
十 E 
AIC THUR elimination 


一 一 律 ; laws [27] 
一 一 关系 ; relations [74] 
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海尔 
BT 
旁边 
高 度 
高 斯 
被 动 


朗 福 


差 
递归 


递归 


:递归 谓词 的 应 用 ;”application, of 


一 一 定理 ; theorems [78] 

逻辑 符号 的 消去 ;一 of logical symbols [23] (参见 引入 ) 
强 否 ( 弱 否 ) 消 去 ; steong(weak) neagation 一 一 [23] 
普宁 Hailperin 见 附录 V- 

Heyting A. [13, 14, 30, 35, 80—82] 

公式 side formula [77] 


height [24] 
Gauss C. F. [8, 9, 13, 14, 45] 
passive 
情况 等 ; situation etc. [67,68] 


Langford [12, 30, 64] 
difference (W) [45] (#8) [3] 
recursion [43, 44, 46, 47, 49, 51, 53, 55—57, 66] 
定理 ; 一 一 thecrem [66] 
第 一 一 一 定理 ; first 一 一 theorem [66, 69] 
(和 的) recursive 
一 一 类 ; class [60] 
一 一 泛 函 ; functional [47, 55, 63] 
realizability 见 可 实现 性 
一 一 集 ; —se [60] 
一 一 模式 ; ——schemes [47, 55, 63] 
一 一 谓词 ; 一 一 predicate [45, 47, 56, 63] , 
， 参见 递归 函数 


predicate under quantification [57, 58, 


在 最 词 之 下 的 一 一 谓词 ; 
64] $ 
可 榴 举 集 ; recursively enumerable set [60, 61, 62, 65, 72] 


递归 函数 recursive function [43, 47, 55, 62, 63] 


一 一 的 应 用 ; application of 
76, 82] 

由 方程 系 递归 地 定义 -一 ; ——defined recursively by a system of equa- 
tions [54, 55, 63] 

出 一 数 定义 一 一 ; -defined by a number [58, 62—66, 745 82] 

一 一 形式 体系 ; 一 一 fomalism [54,56] 

一 一 的 可 德尔 数 ; Gödel number of [58, 62—66, 74, 32] 

在 数论 形式 体系 内 的 一 一 ;一 in the number theoretic formalism [49, 
59,74, 79, $2] ao 


[43, 53, 60, 61, 63, 71, 72,75, 


SETH § of zero variable [45, 48,55] 
的 正规 形 ; normal form of- (58, 63] 
prime 
公式 ; formula [25, 34, 41, 74, 81] 


AF proper subset [3] 

(真实 
—%7; actual infinity [13, 14, 37, 62] 
一 一 陈述 句 ; real statement [14, 42, 79, 82] 

真确 性 ( 真 假 性 ) tuth [12, 14, 15, 28, 41, 45,79, 81] 
能 行 一 一 ; effzctive [79] 
一 般 递 归 ; general recursive 
原始 北 归 ;Primitive recursive [79] 
直觉 主义 ; intuitionistic [82] 

HA tuth value [28, 30, 45, 64] 

函数 ; function [28, 45] 

真 值 表 truth table [28,30] 
2 值 一 一 ; 2-valued 


[79, 81, 82] 


[28, 30, 41, 45, 81] 


3 值 一 一 ; 3-valued [64, 82] 
正规 一 一 ; regular 
强 一 一 ; stong [64] 


59 —; weak 
莱 布 尼 效 ”Leibnitz G. W. V. [12,15] 
RBM Epimenides [14, 12, 42, 81] 
核验 verification [14] 
格 ”lattice [76， 81} 
格 里 文科 Glivenko V. [81] 
HMR Gödel K. [5, 12, 13, 30, 42, 44, 45, 48—50, 55, 62, 63, 72, 
73,75, 76, 80—82] 
一 一 编号 ; numbering [42,50, 51, 56—62, 70—72, 75, 76, 82] 
一 一 6 函数 ; 's B function [48, 49] 
一 一 完备 性 定理 ; “s completeness theorem [72, 73, 75, 76] 
一 一 不 完备 性 (不 可 决定 ) 定理 ; ‘s incompleteness (undzcidable) 
theorem [42, 53, 55, 57,60, 61, 75, 82] 
一 一 不 完备 性 定理 的 一 般 形 ; generalized form of 
ERI RIE; Rosser form of [42, 61] 1 
它 的 对 称 形 ; symmetric form of 一 一 [61, 64, 79; 82] 
一 一 第 二 定理 ; ’s second theorem [42, 60, 79—82] 
一 一 把 古典 系统 化 归 到 直觉 主义 系统 ; 一 一 's reduction of classical to 
intuitionistic system [42, 81, 82] 
换 质 位 法 contraposition [26] 
原始 概念 ”primitive notions [8, 15] 
原始 递归 式 primitive recursion [43, 44] 
原始 递归 的 ”primitive recursive 
— AR; function [43, 44,45, 47] 
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[60, 61, 75] 


& 


一 一 谓词 ; 
一 一 模式 ; 
一 一 真确 性 ; 
一 一 导 引 ; 一 一 
FER 
振幅 oscillation 
大 


KM; function of large 


predicate [45, 47] 
scheme [47, 48] 
truth [79] 
derivation [45] 
description [44] 


[58 


又 芬 克 尔 Schönfinkel M. [10, 62] 
通常 概念 ”ordinary notions [8, 15] 
通用 函数 universal functions [58] 


弱 weak 
一 一 相等 性 ; equality [63, 64] 
一 一 义 ; sense [63,64] 
一 一 表 ; 一 一 table [63, 64] 
一 一 否定 消去 ; negation climination 
PMH Einstein R. [14] 
特性 ”property [12,31] 


SPL BH Trahtenbrot B. A. [76] 


积 product 
自然 数 的 一 一 ; 
76] 
集 的 一 一 ; 


有 穷 一 一 ; finite 
逻辑 一 一 ; logical 


秩 rank [17,78] 
Mr: multiplication 


of natural number 


of sets [3,5] 
[45, 57] 
[37] 


AR 


HR 变换 f-less transform [74] 


值 value [10] 


未 定 一 一 ; ambiguous— [10, 45] 


真 -一 ; truth 


[28, 30, 45, 64] 


MR——; valuation WE 


行 ; 


column [28] 


射影 几何 projective geometry [14,76] 
能 行 (有 效 ) effectively 


可 判定 问题 ; 
可 计算 函数 ; 
可 判定 谓词 ; 
一 一 真 公式 ; 
可 数 公式 集 ; 


decidable problem 


calculable function 
decidable predicate 
true formula [79] 


enumerable set of 


J 


[23] 


[39, 41, 42, 44, 48, 57, 74, 


[60] 
[60] 


formulas [72] 
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+- 58 
深度 depth [26, 33, 39] 
混合 mix [78] 


— AR; formula [78] 
部 分 partial 
一 一 函数 ; function [63, 64, 65, 66] 
一 一 -谓词 ; predicate [63] 
部 分 递归 partial recursive : 
一 一 函数 ; function [63] - 


一 一 谓词 ; 一 一 predicate [63] 

一 一 泛 函 ; ——functional [63] 

模式 ; 一 一 scheme [63] 

商 quotient [39, 41, 45, 74] 《又 文献 中 ) 

康 托 Cantor G. [1 一 3, 5, 9, 11—13, 79] 

定理 ;一 一 's theorem [5,75] 

一 一 详 论 ; ——’s paradox [11,12] 《又 文献 中 ) 


一 一 对 角 线 方法 ; ’s diagonal method [2, 5,42, 55, 565 625 65, 
71] : 
谓词 predicate m Aa: oe 
— AR; calculus [19, 22, 23, 31, 72, 76, 77, 80, 81, 82] 


具 相 等 性 的 一 一 3 一 一 with cquality [73, 74, 75, 76] 

高 层 的 一 一 一 一 ; higher — [37, 42, 62,75,76] 

一 一 一 一 在 有 穷 域 内 的 释义 ; 一 一 一 interpreted in a finite domain 
[36, 37, 73, 76, 79] a - 

一 元 一 一 一 一 ;  one-place 

具 代 入 规则 假设 的 
[37, 72, 76] ode. a 

一 一 一 一 的 于 系统 ; subsystem of 一 一 一 一 [24, 33, 78] 

一 一 推理 ; ——inference [79] 


一 一 [72,76] 
一 一 一 一 with postulated substitution p 


. 
3 


一 一 释义 ;一 一 interpretation [32,45] 

一 一 逻辑 ; logic 见 集 论 谓词 逻辑 ， 

一 一 符号 ; 一 一 symbo] [16, 73, 75, 79] 

一 一 变 元 ; variable [37, 72, 76] 

一 一 字母 ; letter [31,37] 

一 一 一 一 公式 ; formula [31] 

具 数 字 的 一 一 -一 一; ` —— with numerals [72] 
具 相 等 的 一 一 一 一 一 一 ; -vith equality [73] 
k-—— —— k-—— [37] 

一 一 一 一 一 一 释义 ; interpretation of 一 一 一 一 [31, 36, 37, 75] 
一 一 一 -的 命题 演算 ; 一 一 Propositional calculus. [25] 


618: 


SH Curry H. B. [33, 62, 78, 79, 81] 


理想 ideal 
元 素 ; element [14] 
陈述 句 ; statements [14, 42, 79, 82] 


理论 theory [14,15, 42, 76] 


形式 ; formal [15] 
非 形 式 ; informal [15] 
元 meta [15] 


对 象 一 一 ; object— [15] 
证 明 一 一 (元 数学 ); proof 
公理 axiomatic 
理沙 尔 Richard 
ei; ’s paradox [11, 12, 65] 
BREI barber paradox [11] 
ys Levi [13] 俄 译注 中 fie 
莫 斯 托 夫 斯 基 Mostowski A. [57, 58—60, 62, 75, 76, 81] 《又 文献 中 ) 
荷 尔 : Hall M. [71] 
培 特 Peter R. [45, 46, 55, 72, 79] 
ik range, domain [3,10] 
EX ; range of definition [63] 
个 体 一 一 ; individual domain [8, 36, 37, 72, 73, 75, 79} 
域 ( 体 ) field [76] 
基底 basis [45, 46, 47, 48, 53, 65] 


(metamathematics) [14] 
[75, 76, 79] 


基数 cardinal number [1, 3, 12] . ae 
ZEA fundamental Tag 
归纳 定义 ; 一 一 inductive definition [53} 
算术 一 一 定理 ; theorem of arithemetic [45] 


排 中 (《 律 ) (law of) exclude middle 

〈 非 形式 ) [13, 14, 37, 41, 57, 59, 61, 64, 72] 

(KR) [27,29,40,80,82} 
推论 inference [19] 

一 一 规则 ; rule of [15, 19] 
推广 (形式 ); deduction (formal) [20, 22, 24, 50, 54, 56, 38] 

已 给 一 一 ; given 

结果 一 一 ; resujting 一 一 | [22] 

。 schema [20] . wae ed Er 

corem [21, 22, 23, 30, 32], es S 
一 一 方法 ; deductive method [15] 
规则 ; deductive rule [19] 


梅 雷 ”Meray C. [9] 
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辅助 推 福 ( 供 献 推 洽 ) contributory dedution [54] 
辅助 函数 字母 ”auxiliary function letter [54] 


强 strong 
X; senses [64] 
一 一 表 等 ; tables etc. [64] 
——3|\; introduction [24] 


属 尔 凯 Turquette A. R. [30,37] 
降 归 纳 descending induction [40,79] 
常 (项 ) contant [32] 
一 一 函数 ; function [44, 45] 
逻辑 一 一 ; logical 
非 逻辑 ; non-logical | [76] 
虚数 imaginary number [14,79] 
唯一 存在 性 unique existence [41, 74] 
SE Mannoury G. [11, 81] 
RIM Löwenheim L. [30, 72,75,76] 
《- 斯 科 林 ) 定 理 ; ——(-Skolem) theovem [72, 73,75,76] 
逻辑 logic [13, 15, 16, 19] 
逻辑 (的 ) logical 
一 一 常 项 ; Constant [76] 
一 一 函数 ;一 一 function . [36, 72] 


一 一 概念 ; notion [8, 15] 
一 一 符号 ;一 一 symbol [16] 

一 一 规则 ; rule [77] 

一 一 运算 子 ; operator [17] 
一 一 主义 ; ——bogicism ..[12,:15, 37] 


方法 ; logistic method [15] 
笛 卡 儿 Descartes R. [5,14] 
符号 symbol ( 杜 令 机 器 ) [67, 68] 
其 使 用 及 指出 ; use vs. mention [15, 16, 50, 54] 
注视 一 一 ; scanned [67] 
一 一 空间 ; space [70] 
一 一 语言 ; symbolic language [15] 
符号 体系 symbolism 
逻辑 一 一 ; logical 一 一 [16, 45] 
符号 化 symbolization [15] 
移动 ”motion [67， 70] 
偏 序 partial order [8, 24] 
假定 assumption 
—— PRX; assumed function [45] 
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AR; 一 一 formula [20, 38] 
假 值 falsity [28,81] 

假 子 集 improper subset [3] 
BARA modus ponens [23] 


十 二 E 


3S idempotent laws [27] 

ME basis [7] 

ME ee Prandti C. [11] 

HARER Presburger M. [42, 74, 79] 
替换 replacement [26, 33, 34, 38] 


对 一 切 出 现 的 一 一 ; in all occurrences [25, 26] 
一 一 定理 ; theorem [26， 33，38] nf 
相等 关系 的 一 一 性 ; property of equality [39,73]. 


等 价 关系 的 一 一 性 ; 
一 一 性 引 理 ; lemmas for 
特殊 一 一 性 ; special 
在 递归 函数 形式 体系 中 的 
ctions [54—56] 
BMA] Poncelet J. v. [14] 
超 穷 transfinite 
一 一 基数 ; cardinals [5,9] 
一 一 序数 ; ——ordinals [79] | 
一 一 归纳 ;， 一 一 induction . [79] 
一 一 递归 ; recursion [55] 
超越 数 transcendental number [2,5] 
斯 科 林 Skolem T [12, 55, 57, 72, 75, 76, 79] 
一 一 范式 ; normal form [65] 
— FH; *s paradox [75] 
斯 尔 平 斯 基 。Sierpinski 见 补充 文 献 (下 》 
联 立 simultaneous 
33; recursion [47, 51, 55] 
一 一 归纳 ; ——induction [40] 
可 满足 性 ; satisfiability [72] 
塔 斯 基 Tarski A. [23, 30, 76, 82] (又 文献 中 ) 
量词 quantifiers [17, 18, 33, 35, 37] 
G58; contraction of [57] 
F-——; F-quantifier [74] 
最 小 leas 


property of equivalence [26, 33, 34] 

[26, 33, 39] 

properties [38] Ad 

——in the formalism of recursive fun- 


. 
3 
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一 一 数 ; number 
— ER; upper bound [9] 
一 一 数 原 则 ; principle of number [40, 41, 82] 
一 一 数 运算 子 ; ——number operator BUCOR) 
黑 姆 斯 Hermes H. [50] 
赋值 valuation 
能 行 的 一 一 ; effective 
非 能 行 的 一 一 ; non-effective 
R- ; R-—— [82] 
WE Cayley A. [14] 
凯 梅 尼 Kemeny J.G. [76] 
凯 托 年 Ketonen [78] 
等 价 cquivalence [3, 26, 33, 34, 45, 62—64, 71, 73, 74] 
类 ; class [3,73] 
一 一 关系 ; relation [73, 751 i 
一 一 定理 ; —theorem [4] 
AFH Schütte K. [80] _ 
$ chain 
等 价 等 ; of equivalences etc. [26] 
短 缩 contraction (Mil) [57] (k) [77] 
程序 (过 程 ) procedure 参见 赋值 .判定 
剩余 remainder, residue [8, 39, 41, 45, 48, 74] 
集合 set [1, 3, 12] ， 
一 一 论 ; theory [1, 3, 5,12, 79] 
公理 一 一 论 ; axiomatic——theory [12,75] a 
直觉 主义 的 一 一 论 ; intwitionisie— theory [13, 80, 82] 
一 一 的 相对 化 ; relativization of- [75] a 
一 一 论 的 谓词 逻辑 ; | theoretic predicate logic [37 ‚72,73, 75,76] 
RE Ohnishi 见 补充 文献 (下 ) ee 


` [28, 36, 73, 79, 81] 
[37, 72, 73] 
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满足 指派 satisfying assignment [72] 
塞 万 提 斯 Cervantes [12] ` 
意义 meaning 
(古典 数学 ) [14,79] (函数 符号 ) [10， 45] 
(逻辑 符号 ) [45] 
一 一 学 派 ; significs [81] _ 
学 者 ; signifist [sı] i 
数 number [1—6, 9, 14, 79] 
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数字 numeral [37, 41, 51, 325 54, 56]. 


广义 ; generalized [79] 
numeralwise 
一 一 decidable formula [41, 59] ` 
示 谓 词 ; expressible predicate (41, 42, 49, 59, sol 


representable function ` in, 49, 395 60) = 
数 变 元 number variable [16, 54] 
数论 number theory [9,13] 
WR—; formal — [16, 19, 22, 23, 38, 49, 585' 53, PUR 
74,75,81, 82] 
解析 一 一 ; analytic [9, #4] 
ASIA 一 一 with restricted induction [42,79] 
不 具 一 一 一 一 的 一 一 ; . ——without— f42, 743 79] 
数论 式 number-theoretic = : arcane 
一 一 公式 ; formula [25] \ 
一 一 函数 ; function [2, 5, 10, tt, 41, 43, 74, ur, 
一 一 谓词 ; —— predicate [45,:72] i 
数学 (和 的) mathematical 3 Pr Sr 
一 一 归纳 ;一 一 induction BY ee 
数理 逻辑 “mathematical logic 参见 形式 系统 an 
X zero (4,6, £6, 43,45] .0 
广义 ; generalized 一 一 [50, 70 
PER Ramsey F. P. [12] 
输入 importation. [26] input [68] 
输出 exportation [26] output [67,68] 
雅 斯 柯 夫 斯 基 Jatkowski S. [23, 30] 
Æ group [9,76] 
半 一 ;smi- [71] 
释义 interpretation [14—16,28,29,30,31,37,41,42,60,75,79, 81, 62] 


eS 


变 元 的 of variable [32, 45] 
WAL simple Dar | 
一 一 完备 性 ; completeness [41, 60, 61]... 


一 一 相 容 性 ; ——consistency [28, 59, 60, 61,72]. . 
一 一 上 项; ‚plain fterm [74] 

解除 discharge [22, 38] 

解析 (分 析 ) analysis [9, 10, 12, 13, 14, 80] , 
一 一 学 的 算术 化 ; arithmetization of [9, 43] 
一 一 数论 ; analysis number theory [9,14] 
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十 @ 画 
如 terminals [68] 
豪 斯 多 夫 Hausdorff F. [5] 
算法 algorithm [30, 60, 62, 63, 64, 65] 
算术 arithmetics [9, 10, 28, 39, 48] 
根本 定理 ; fundamental theorem of 
广义 ; generalized [50, 53, 56] 
算术 (的 ) arithmetical 
一 一 谓词 ; -predicate [48, 49, 57, 58, 74] ng 
—%; class [75] 
算术 化 arithmetization 
解析 学 的 ;一 一 of analysis [9, 13] 
元 数学 的 ; ”一 一 of metamathematics [50, 56, 57] 
MRC) description [41] 
可 消除 性 ; elimination of 一 一 [74] 
不 定 ; indefinite 一 一 [65] 
RB Zeno [54] 
HEEB Zermelo E. [5, 11, 12, 43, 72] 
RAZ modal logics [30] 
模型 model [8, 14, 75, 79] 
模式 schema 
公理 一 一 ; axiom 
递归 一 一 ; recursive 
辖 域 scope [17, 20, 32] 
缩写 abbreviation [17, 33, 74] “is 


[45] 2o = 


[19, 20, 30, 47] 
[43, 47, 54, 55, 57, 63] 


| 十 五 画 
潜伏 


一 一 变 元 ; anonymous variable [33, 34] 
一 一 无 穷 ; potential infinity [13, 15, 16, 67, 68] ` 
一 一 递归 性 ; potential recursiveness [63, 64] 

AM implication [13, 16, 26—28, 30, 33, 35, 45, 81, 82] 
实质 一 一 ; material [30] 
严格 一 一 3 strict [30] 

德 伊 潜 de Iongh J. J. [81] 

WAF De Morgan A. [15, 27] 
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A i 
zs OB 


辩解 justify 
整数 interger [1,14,76] (又 文献 中 ) 
Er URF 
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RE erasure [67] 
WEHR dilemma of the crocodile 
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翻译 translation, paraphrase [52, 54, 64, 81] 


其 tt 

F 量词 F-quantifier [74] 

f 项 f-term [74] 

G1 [77] G2 [77] G3 [80] G3a [80] 
“RSX k-equliy [36,73] 

k EXI k-fold recursion [55] 

kKH k-identity [36, 37, 73] 
RBA k-predicate calculus [37] 

k 命题 字母 (公式 ) k-proposition letter (formula) [37] 
k 递归 函数 K-recursive function [55] 

k 谓词 字母 k-predicate letter [37] 
ABMS k-transform [37] 

"TR #-tuple [1, 5, 10} 

2 元 关系 n-ary relation [31] 

”= 值 逻辑 n-valucd logic [30, 37, 64, 82] 
P 可 实现 性 P-realizability [82] 

RE R-valuation [82] 

W/S 可 机 算 W/S computable [67] 

% [81] 

e [62, 63, 74] 


© 685 < 


4 可 定义 性 “1-definability [62,71] 

B [45, 57, 58, 63, 65, 66, 74] 

PRUE perecursiveness [62] 

w 相 容 性 w-consistency [42, 60] 

ww 完备 性 w-completeness [42] 

的 一 般 福 质 general property of F [20, 24,77] 

由 =, Pi，…,P, 组 成 的 字母 公式 letter formula in 二 ,Ps +, Py, 
[73] 
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译 者 的 话 


本 书 作 者 是 著名 的 数理 逻辑 学 专家 ,他 的 这 本 著作 自 1952 年 
出 版 以 来 ,立即 成 为 数理 逻辑 的 一 本 经 典 著 作 Bk 1974 年 为 止 ， 
已 重 版 七 次 ,被 译 成 多 种 文字 。 可 以 说 ,本 书 对 数理 逻辑 学 的 影响 
是 巨大 的 。 译 者 希望 译 成 中 文 后 , 这 本 书 也 将 对 我 国 数理 逻辑 学 
的 发 展 , 对 我 国 的 四 化 建设 作出 应 有 的 贡献 ， 

全 书 的 主要 内 容 是 数理 逻辑 的 基本 理论 (所谓 逻辑 演算 ， 见 
第 二、 第 四 部 分 ) 以 及 递归 函数 论 ( 第 三 部 分 ), 第 一 部 分 略为 涉及 
公理 集合 论 的 起 源 (所 谓 集合 论 悖 论 ) 及 有 关 数 学 基础 问题 ,从 而 
引入 了 证 明 论 的 根本 概念 与 技巧 ， 有 关 证 明 论 的 一 些 主要 结果 则 
散 见 于 全 书 各 处 而 有 很 多 都 未 给 以 证 明 .。 如 果 照 俄 译本 那样 把 这 
些 结果 的 证 明 补 全 , 那 末 在 -- 定 意义 上 本 书 也 就 包括 了 证 明 论 了 . 
可 以 说 ,在 四 大 论 中 ， 只 有 模型 论 、 公 理 集合 论 ( 除 一 些 零 星 结果 
外 ) 尚 未 触及 ， 在 这 样 一 本 书 中 容纳 了 这 么 多 的 材料 ,而 且 论 证 得 
这 么 明 上 腑 透 澈 ,是 这 本 书 所 以 成 为 一 本 经 典 著作 的 主要 原因 

作者 虽 非 直觉 主义 派 ， 但 曾经 专程 到 荷兰 与 直觉 主义 创始 人 
共同 钻研 直觉 主义 达 数 年 之 久 ， 著 有 关于 直觉 主义 的 专门 论文 多 
篇 ,专门 著作 多 本 。 在 本 书 中 对 直觉 主义 介绍 得 非常 详细 透 澈 ,可 
使 不 熟悉 直觉 主义 的 人 深 悉 直觉 主义 的 论点 与 精神 ， 从 而 可 以 批 
判 吸收 。 这 是 本 书 的 特点 之 一 . 

本 译作 始 于 1957 年 , 到 1958 年 已 经 定稿 , 在 1964 年 已 经 决 
定 出 版 ， 后 因 文 化 革命 而 中 止 了 . (在 《The Kleene Symposium) 
1978 xii 页 上 提 到 译 者 在 1964—1965 年 把 它 译 为 中 文 , 如 果 指 已 
出 版 , 那 是 误 传 ,六 四 人 帮 ” 倒 台 后 , 才 重 新 计划 出 版 ， 但 因 印 刷 关 
系 , 延 至 今日 方才 实现 ,距离 定稿 日 子 已 经 二 十 多 年 了 .虽然 联 搁 
太 和 久 ，, 但 却 因而 得 到 新 版 以 及 作者 寄 来 的 勘误 表 多 页 ,以 改正 原版 
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中 一 些小 缺陷 ， 使 译本 的 质量 得 以 提高 ， 这 也 未 始 不 是 一 个 小 补 
2. 

为 使 本 书 更 为 完全 起 见 , 特 把 俄 译本 的 附录 补 译 进 来 , 俄 评注 
亦 摘 要 译 出 〈 译 者 未 必 都 赞同 俄 译注 的 观点 ), 至 于 俄 译本 所 补充 
的 文献 , 现在 看 来 已 经 过 时 BARAT. 因此 ,在 “ 俄 译注 ”与 
“附录 ”中 所 引文 献 可 能 不 见于 书 末 的 文献 中 . 

限于 译 者 水 平 ， 一 定 有 很 多 译 得 不 妥当 的 地 方 ， 敬 请 读者 指 
正 。 
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